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Élémentaires  et  Spéciales 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  liaudry. 


PROCÉDÉ  NOUVEAU  POUR  DÉTEKMINEU  LES  VALEURS  NUMÉRIQUES  DES 
RACINES  RÉELLES  DE  l'ÉQUATION  X'  +  l^X  -j-  g  =  O,  />  ET  Ç 
ÉTANT   DES    NOMBRES   ENTIERS  pOSiUfs  OU  négatifs. 

I.  —  Comment  se  pose  la  question. 

Dans  nos  travaux  (*)  sur  la  décomposition  des  nombres, 
nous  avons  eu  à  déterminer  n'  à  l'aide  de  deux  équations 
telles  que 

n  -\-  n   =  p,     nn  =  q     ou  h  —  n  =  p,     nn  =  q. 

L'élimination  de  n,  dans  l'un  ou  dans  l'autre  cas,  conduit 

à  une  équation  du  second  degré  dont  la  résolution  donne 

P 
n  .  Mais   le  calcul  qui  exige  la    formation  du  carré  de -^ 

suivie  d'une  extraction  de  racine  nous  ayant  paru  trop 
laborieux  lorsque  p  est  un  nombre  considérable,  nous  avons 
été  amené  à  chercher  une  autre  méthode.  C'est  cette  mé- 
thode que  nous  nous  proposons  d'exposer  aujourd'hui,  après 
nous  en  être  servi  pendant  de  longues  années. 

L'équation  x^  -\-  px  -{-  q  =  o,  se  résoudra  par  le  premier 
des  deux  procédés  que  nous  allons  exposer  si,  dans  cette 
équation,  q  est  positif  el  que  les  racines  soient  réelles;  et, 
par  le  second  si  q  est  négatif. 

1*1  Nouvelle  Correspondance  malhéinalique.  se|;tembre  1880,  p.  417, 


y/.   —  Résolution  de  n  -|-  u'  :=  p,     nu'  =  q,     u'  étant,  au 
plus,  égal  à  u. 

La  réalité  des  racines  exige  que  \-^~j    soit,    au   moins, 

égal  à  q.  Mais  il  n'est  pas  indispensable  de  s'en  assurer. 

Nous  supposons  que /j  est  un  nombre  positif  ainsi  que  q; 
mais,  s'il  était  négatif,  les  racines  seraient  toutes  deux  né- 
gatives ;   et  l'on  déterminerait,    de  la  même   manière,  leurs 
valeurs  numériques,  après  avoir  fait  w  = —  n,,  n   = —  n\. 
Voici  la  méthode  : 

On  pose  n  =  a  -\-  n\,  a  étant  la  partie  de  n'  exprimée 
par  son  premier  chiffre,  celui  de  ses  plus  hautes  unités. 
Il  eu  résulte 

n  =:  p  —  a  —  n\,     nn'  =  (p  —  u  —  n\)ia  -f-  n\)  ; 
puis  (p  —  2a  —  n'i)/i'i  =  q  —  (p  —  a)a  =  q. 

Si  on  fait  alors 

p  —  2a  ^  p',     p  —  2a  —  n'i  =  a^, 
il  vient  %  +  n\  =  //,     nyn\  =  q', 

c'est-à-dire  que  l'on  obtient,  pour  déterminer  n^,  n\,  deux 
équations  semblables  à  celles  qui  sont  données  pour  déter- 
miner n  et  n.  Notons,  de  plus,  cette  concordance 
Ui  =.  n  —  a,     n'i  =  n  —  a. 
On  pourra   donc  découvrir  le  second  chiffre  de  n,  comme 
on  aura  découvert  le  premier,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  trouver  a,  on  divise  q  par  p;  mais,  comme  pour 
avoir  la  valeur  exacte  de  n'  il  faudrait  diviser  q  par  p  —  n 
et  non  par  p,  le  premier  chiflVe  donné  par  la  division 
peut  être  trop  petit,  puisqu'on  emploie  un  diviseur  trop 
grand.  On  devra  donc  essayer,  successivement,  les  nom- 
bres entiers  immédiatement  supérieurs  à  ce  chiffre,  jusqu'à 
ce  qu'où  en  trouve  un  qui  serait  trop  grand. 

Dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  ou  se  trouve  immé- 
diatement averti  par  l'impossibilité  de  déterminera. 

Les  quelques  essais  auxquels  le  travail  peut  donner  lieu, 
sont  en  très  petit  nombre,   puisque,  le  diviseur  employé  p 

P 

étant  au  moins  le  double   de   n,  le  rapport — — ,    que 

p  —  n        ^ 
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l'on  peut  mettre  sous  la  forme  r-,  est  compris  entre 


2  et  I . 

Dans  la  division  partielle  qui  suit,  on  a 

—  =  ï  +  ^— =  ï  + 


Or  c'est    un    principe  démontré  que.  si   les    deux  termes 

d'une    fraction  (n    <  n)  varient  en  moins  d'une  même 

n 

quantité,  la  valeur   de    cette    fraction  diminue.  Le  rapport 

des    deux    diviseurs    p,    p'  —  n\,  sera    donc    plus  près  de 

l'unité    que    celui    des   deux  diviseurs  p,   p  —  n  ;  et  ainsi 

de    suite    pour   les   divisions    partielles  qui  suivent.  Ainsi, 

dans   l'application  du  procédé,   les   diviseurs    successifs   t., 

-  —  v'  tendent  vers  l'égalité. 

On   peut   voir,  dans   l'exemple  qui  suit,  la  marche  et  la 

simplicité  du  calcul. 

n  -|-  n  =  3842  nn'  =  1 330945 

3  10620 

3542  26834 

3  25296 


3242  i5385 

8  i5385 


3  162 


3082 


3077 
5 
n  =  385,  n  ==  3407, 

Si  les  racines  n'étaient  pas  des  nombres  entiers,  on  pourrait 
poursuivre  l'opératiou.  Ce  sera  l'objet  du  paragraphe  IV. 

///.   —  Résolution  de  n  —  n'  =  p,  nn'  =  q. 
Les  lettres  p  ei  q  représentent  toujours  des  nombres  en- 
tiers positifs  :  mais  si  p  était  négatif,  ou  aurait,  en  changeant 
les    signes,   n'  —  n  =  —  p;    et   l'application    du   procédé 
resterait  la  même. 
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On  pose,  comme  précédemment,  n  =a  -f-  n\,  et  il  vient 
(a  +  7i\)ip  +  f/  +  n\)  =  q, 
(p  +  2a  H-  7}\)n\  =  (J  —  a(p  -{-  a)  =  q  ; 
do,  sorte  que,  si  l'on  fait  p  -f  ki  =p',  p  +  2a  +  n\  =  «,, 
on  trouve  n^  —  w'i  =  p',  n^îi'i  =  q. 

La  seule  difficulté  qui  se  présente  alors  est  de  trouver 
a,  c'est-à-dire  le  premier  chiffre  de  la  valeur  de  n'.  La  rai- 
son en  est  que,  p  pouvant  différer  beaucoup  de  p  -j-  n,  la 
division  de  q  par  p  ne  peut  pas  toujours  donner  a  avec 
une  approximation  suffisante,  comme  dans  le  paragraphe 
qui  précède. 

Voici,  dès  lors,  le  moyen  auquel  on  aura  recours. 

On  fera,  successivement,  dans  (p  +  ^')  ^^  =  9'  *^  =  1°' 
100,  1000  ...  etc.,  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  que  n  est  com- 
pris entre  10"  et    10* 

On  cherchera,  er  suite,  entre  quels  termes  de  la  série 
Lio'-*,       2.10",       3.10*  ...  etc. 
se  trouve  comprise  la  valeur  de  n. 

Si  elle  est  comprise  entre  610*  et  (b  -\-  1)10".  610»  sera 
la  valeur  de  a.  Le  calcul  se  poursuivra  alors  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Ainsi,  pour  avoir  le  second  chiffre  de  n,  on  divisera  q  par  p. 
Seulement  le  chiffre  obtenu  peut  être  trop  grand,  puisqu'on 
emploie  un  diviseur  trop  petit  p'  au  lieu  de  p'  -4-  ^  i?  tandis 
que,  dans  le  paragraphe  II,  c'est  le  contraire  qui  avait  lieu. 

Les  essais  à  faire,  s'il  y  en  a,  se  réduisent  à  fort  peu  de 
chose,    puisque    le    rapport    des    deux    diviseurs,  qui    est 

p  I  I 

— ; — , r- ou    ■■ ,  est    compris    entre  — eti, 

P  +  ^  ,  n,  ^  ^ 

^    1    i 

p  -f-   2(1 

n'    étant  moindre  que  a. 

Pour  les  divisions  partielles  qui  doivent  donner  les  autres 
chiffres,  le  rapport  des  deux  diviseurs  que  l'on  a  successive- 
ment à  considérer,  tt  et  tt  -j-  ^  ,  est  ; — —  ou  ; — 

•  I  H 


TT 

Or  ce  rapport  se  rapproche  constamment  de  l'unité,  et  môrae 


très  rapidement,  puisque,  d'une  opération  à  l'autre,  v'  dimi- 
nue, tandis  que  TT  augmente.  Il  enrésulte  que  ces  deux  divi- 
seurs tendent  constamment  vers  l'égalité. 

Soit  pris  pour  exemple  n — n  =  1002,  7in' =  9874123. 
On  a  (1002  -\-  n)  n'  =  9874123;  et  l'on  trouve  d'abord  que 
;)' est  compris  entre  1000  et  loooo.  On  trouve,  ensuite,  que 
sa  valeur  est  comprise  entre  2000  et  3ooo.  Ainsi  a  =  2.10^. 
Voici,  dès  lors,  le  calcul  : 

1002  9874  1^3 

2  6004 


3oo2  38701 

2  336i2 


5oo2  50892 

6  5o256 


56o2  6363 

6  6363 


6202 
8_ 

6282 
8_ 

6362 
I 

6363 
I 


IV.  —  Du  cas  où,  n  n'étant  pas  un  nombre  entier,  on  veut 
poursuivre  V  opération  pour  déterminer  les  premiei's  chiffres  de 
la  partie  décimale. 

Le  calcul  se  poursuit,  dans  les  deux  cas,  de  la  manière 
indiquée  pour  chacun  d'eux.  Mais  l'observation  faite  aux 
paragraphes  II  et  III  sur  les  diviseurs  x,  ir  rp  v',  trouve, 
ici,  une  application  heureuse. 

En  effet,  puisque  ces  diviseurs  tendent  vers  l'égalité,  il 
doit  venir  un  moment  où,  suivant  le  degré  d'approximation 
que  l'on  veut  obtenir,  on  peut  terminer  le  calcul  par  une 
dernière  division,  en  divisant  par  t.,  ce  qui  est  une  grande 
simplification. 

Seulement  il  devient  nécessaire  de  se  rendre  compte  de 
la   différence  qui   peut  exister  entre  le   quotient  que   l'on 


TT    v'  ~  kItT    v') 
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obtient  en  divisant  un  nombre  donné  N  par  r.,  et  celui  que 
l'on  obtiendrait  si  on  le  divisait  par  -  —  v'  ou  par  t:  -f-  v'. 
La  difTérence  serait 

\  = 

ou  A„  =  ,      ,    —        ,      ,      . 

Soit  pris,  au  lieu  de  v  ,  le  nombre  exprimé  par  son  pre- 
mier chiffre  augmenté  de  i,  et  soit  v/  ce  nombre.  Comme 
v'i    est   plus    grand   que   v'   et,  par    conséquent   aussi,  plus 

grand  que  — .  la  différence  des  deux  quotients  sera  moin- 

dre  que  • '■ —•  Et,  si  l'on  prend,  au  lieu  de  -  q=   v',  le 

nombre  ::,  exprimé  par  le  premier   chilTre  de    ■::,    on    aura 
définitivement,    pour     apprécier    l'erreur     commise,    l'ex- 

pression  très  simple  E  <  . 

L'exemple  suivant  fera  voir  l'avantage  considérable  qui 
résulte  de  cette  modification  au  procédé,  avantage  d'autant 
plus  marqué,  on  le  comprend,  que  -  sera  plus  grand. 

Appliquons  à  n  -j-  n  =  23-j,  nn  =  1 1453,  la  méthode 
du  paragraphe  II.  Xous  trouvons: 

237  101,7! 

6 


177 

6 

117 

7 

1 10 

7 

io3 

6 

102. 

.4 
6 

lOI  , 

,8 

I 

lOI  . 

.79 
I 

5 

lOI  , 

.775 
5 

lOI 

»770 
3 

lOI 

'7697 

lOl 

.7694 
2 

lOI 

,76938 
2 

lOI 

,76936 
•  6 

loi ,769354 
6 


101.78 


9  — 


1 1-1-53 
io62 

83J 


// 


70 


63 
61,44 

1,56 

1 ,0179 

0,5421 
508875 

o,o33225 
3o53o9i 

0,00269409 
20353876 

0,0006587024 
610616124 

0,000048086276 

On  aurait  donc  «'=  67,615326. . .  n=  169,384673. . . 

On  voit  que  le  calcul  se  complique  parce  que  le  diviseur 
augmente  d'un  chifïVe,  d'une  division  à  l'autre. 

Mais,  si  l'on  s'arrête,    dans    le  travail,  au    cliillVe  i   des 

centièmes,  que  donne    la  division  de     i,56  par   101,79,    et 

que  l'on  continue  la  division  du  reste  0,5421  par  ce  divi- 

2-  4 

seur,    l'erreur    sera    moindre    que —  ou . 

100. 10-  1 000000 

C'est-à-dire  que  l'erreur  très  faible  ne  pourra  porter  que 
sur  le  sixième  chiffre  décimal  après  la  virgule.  Voici  cette 
division  finale  de  0,5421  par  101,79. 

54,21  10179 

54,210  o,oo5325 

3,3i5o 
o,26i3o 
0,057720 
6825 
Ces    chiffres    décimaux   complémentaires    auraient    donc 
donné  n'  =  67,615325,  au  lieu  de  n  =  67,615326. . . 

Avec  Une  valeur  un  peu  plus  grande  pour  ~,  il  suffirait 
généralement  de  s'arrêter,  dans  le  premier  travail,  au 
chiifre  des  dixièmes. 
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NOTE  DE  COSMOGRAPHIE 

Par  M.  «.  B, 


Etant  données  la  déclinaison  d'une  étoile  el  la  latitude  d'un 
lieu,  calculer  la  durée  de  la  présence  de  l'étoile  au-dessous  de 
l'horizon  du  lieu,  en  temps  sidéral. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  l'horizon  du  lieu, 

pour  plan  vertical  celui 
'*'  du  méridien.  La  ligne 

de  terre  SN  est  la  mé- 
ridienne. Soit  T  la 
Terre,  TP  la  droite 
allant  au  pôle  nord,  et 
située  sur  le  plan  ver- 
tical ;  l'angle  PTN  est 
la  latitude  du  lieu.  Soit 
TE  la  droite  allant  de 
la  Terre  à  l'étoile  au 
moment  de  so7i  lever. 
ETP  est  le  plan  horaire 
de  l'étoile  ;  ses  traces 
sont  TE  et  TP.  L'angle  de  ce  plan  avec  le  méridien  (plan 
vertical),  converti  en  temps  à  raison  de  i^^  pour  i5*',;iiesure 
la  demi-durée  de  la  présence  de  l'étoile  au-dessous  de 
l'horizon.  Soit  ô  cet  angle,  dont  la  ligure  indique  la  cons- 
truction ordinaire  ;  rabattons  le  plan  dans  le  plan  horizontal 
autour  de  TE.  Le  triangle  bb'a\  donne 

b'a\ 


cos  0  = 


ba\ 


(i) 


Or,  dans  le  triangle  Tab',  ou  a 

b'a  =  b'ai    =  Ta  tg  X: 
puis,  par  le  triangle  TôA^,  on  a 

h^\  =  ba\  =  TA'i  tg  ETP,  =  Ta'  tg  ETP^. 
Or,  l'angle  ETP,  est  la  distance  polaire    de  l'étoile,  c'est- 


cos  À 

Ta 

siu  l 

sin  0 

—  11  — 

à-dire  le  complément  de  la  déclinaison  :  donc 

ba\  =  T«   X  -7777-; 
substituant  dans  Téquation  (1),  on  trouve 

cos  f)  =;  tg  À   Ig   0. 

La  discussion  se  ferait  comme  on  l'a  déjà  vu  dans  un 
article  précédemment  publié  (4'^  Année,  p.  443). 

La  même  figure  permet  de  calculer  l'azimuth  de  l'étoile 

à  son  lever,    azimuth  représenté   par  l'angle   NTE.  Car   le 

Tb' 
triangle  66  T  donne     cos  A3  ^  -t^t-  • 

Tfl' 
On  a  d'autre  part  Tf^  = 

T^:  = 

En  substituant,  on  trouve 

cos  kz  = 

cos  \ 

Pour  une  déclinaison   nulle,  on  trouve 

cos  As  =  o,        Az  =  90". 

Pour  une  latitude  complémentaire  de  la  déclinaison,  on 
trouve  cos  À  =  sin  0, 

d'où  cos  As  =  I,  As  =  o. 

En  efïet,  l'étoile  afileure  alors  l'horizon,  sans  se  coucher. 

Lorsque  X  <  90  —  D,  cos  A^  est  plus  grand  que  i  ; 
donc  As  est  imaginaire;  en  effet,  dans  ce  cas  l'étoile  reste 
toujours  au-dessus  de  l'horizon. 

Si  on  substitue  au  temps  sidéral  le  temps  solaire,  on 
trouve  la  demi-durée  de  la  nuit,  c'est-à-dire  l'heure  du  lever 
du  soleil  (heure  vraie).  On  admet  alors  que  la  déclinaison 
et  la  vitesse  du  mouvement  en  ascension  droite  restent 
constantes  pendant  toute  la  durée  du  jour. 

Etant  données  deux  des  quatre  quantités:  latitude,  dé- 
clinaison du  soleil,  azimuth  au  lever  et  heure  du  lever,  on 
peut,  avec  les  deux  formules  précédentes,  ou  directement, 
calculer  les  deux  quantités  inconnues. 
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NOTE  D'ARITHMÉTIQUE 

P;ir  M.  P.  A.  €>.   Colombier,  professeur  à  Sainte-Barbe, 


DETERMINATION  I)  UNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DU  NOMBRE  DES  DIVISIONS 
A  EFFECTUER  DANS  LA  RECHERCHli  DU  P.  G.  C.  D.  DE  DEUX 
NOMBRES. 

1 .  Théorème.  —  si  deux  nombres  entiers,  A  et  B,  ont 
pour  diviseurs  communs  les  nombres  a,  S,  y,...  quelconques, 
deux  il  deux,  le  plus  petit  multiple  commun,  M.  de  ces  diviseurs 
est  un  diviseur  du  p.  g.   c.   d.  D  de  A  et  B. 

Démonstration.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on 
ait  a  =  2^  .   7% 

Y  =  2^    .     I  !■■'. 

On  eu  déduit  immédialement  que 

M  =  2'   .   3^  .  7-   .    iiK 

Par  hypothèse,  les  quatre  nombres  2%  3*,  7^,  1 1',  sont 
des  diviseurs  de  a,  [i,  y,  lesquels  sont  des  diviseurs  communs 
de  A  et  B;  donc  ces  quatre  nombres  sont  des  diviseurs 
communs  de  A  et  B;  par  suite  ces  quatre  nombres  sont  des 
diviseurs  du  p.  g.  c.  d.  D  de  A  et  B.  Mais  ces  quatre 
nombres  sont  premiers  deux  à  deux,  donc  D  est  divisible 
par  le  produit  M  de  ces  quatre  nombres;  c.  q.  f.  d. 

2.  Corollaire.  —  A  et  B  étant  des  multiples  de  D,  et 
D  étant  un  multiple  de  M,  d'après  le  paragraphe  \,  il  s'en- 
suit que  A  et  B  sont  des  multiples  de  M. 

.  3.  Théorème.  —  Si,  dans  la  recherche  du  p,  g.  c.  d.  D, 
de  deux  nombres  entiers  A  et  B  (k  >  B),  on  prend  chaque 
reste,  inférieur  à  la  moitié  du  diviseur  qui  l'a  fourni,  et  si  on 
désigne  par  n  le  nombre  des  divisions  effectuées,  on  aura 

B 

on  —  1    <^  

^    D  • 

Démonstration.  —  Désignons  par 

Bj,     Rjj,     ...     Rn  _  2,     R,i  _  1.     R,f 
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les  n  restes  successils  de  ces  n  divisions.  Il  est  évident 
que  l'on  a  K„  =  o,  R„  _  ^  =  D, 

que  chacun  des  autres  restes  est  moindre  que  la  moitié  ilii 
diviseur  qui  l'a  fourni,  et  que  l'avant- dernier  reste,  R„  _  , 
seul,  est  égal  ou  inférienr  à  la  moitié  du  diviseur  R„  _  ■. 
qui  lui  correspond.  Cela  posé,  on  a 

B 


H, 


R, 


R» 


R,i  _  1  ou  D 


Rn  —  2   < 

2 

R)l  -  2 


Multipliant  ces  relations  membre  à   membre  et  réduisant 
il  vient  B  < 


2 


)i  —  1 


B  • 

dou  2"  -  I    <  —— ,  c.  q.  t.  d.       (1) 

4.  Discussion.  —  1'^  L'inégalité  (l)  contient  deux  in- 
connues, n  et  D.  On  peut  toujours  déterminer  D  en  décom- 
posant A  et  B  eu  facteurs  premiers;  alors,  si  on  désigne 
par  B'  le  quotient  de  la  division  de  B  par  D,  l'inégalité  (I) 
pourra  être  mise  sous  la  forme 

2"  -  1   <  B'.  (2) 

2"  Il  peut  se  faire  qu'on  ne  veuille  pas  déterminer  D  par 
le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer.  Alors  on  examinera 
si  A  et  B  ont  ou  n'ont  pas  des  diviseurs  communs  appa- 
rents. —  Si  A  et  B  ont  des  diviseurs  communs  apparents 
a,  p,  Y,...  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs 
premiers  donnera  le  plus  petit  multiple  commun  M  de  ces 
diviseurs  apparents;  et  les  propositions  exprimées  dans  les 
paragraphes  I  et  II  permettront  d'écrire 

B  =  MB', 

D  =  MD"; 
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dès  lors  l'iu  égalité  (1)  pourra  être  remplacée  par 

B" 

on  —  i    <-    • 

-    D" 
couiiue  D'  est  uue  incouuue  et  que 

B"  >    I, 

il  s'ensuit  qu'on  aura    2"  -  ^   <  B".  (3) 

inégalité  où  il  n'y  a  que  la  seule  inconnue  n.  —  Si  A  et 

B  n'ont  pas  de   facteurs  communs  apparents,   comme  on  a 

D   >    I, 

on  pourra  remplacer  l'inégalité  (l)  jDar  ia  suivante 

2^-  i   <  B,  (4) 

inégalité  où  il  n'y  a  que  la  seule  inconnue  n. 

6.  Observations.  —  Quelle  que  soit  celle  des  inéga- 
lités (2l.  (')),  (4)  que  l'on  considère,  on  voit  que  pour 
trouver  une  limite  supérieure  de  n,  il  faut  chercher  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  est  contenue 
dans  un  nombre  entier  donné.  —  Il  est  avantageux  que 
ce  nombre  donné,  qui  est  une  limite  supérieure  de  2»  -  •<, 
soit  le  plus  petit  possible,  afin  que  la  limite  supérieure  de 
n  —  I  soit  aussi  la  plus  petite  possible.  Comme  on  a  gé- 
néralement B'  <  B"  <  B, 

on  voit  que  l'inégalité  (2)  est  préférable   à  l'inégalité  (S), 
et  que  cette  dernière  est  préférable  à  l'inégalité  (4). 

6.  Théorème.  —  Si  ■r'-  est  la  plus  petite  puissance  de 
2,  qui  n'est  pas  inférieure  à  B,  le  nombre  entier  a  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  divisions  ii  effectuer. 

Démonstration.  —  Par  hypothèse,  on  a  : 
2ot  —  1  <  B  <  2»   ; 
si  on  a  égard  à  l'inégalité  (4),  il  vient  : 

2"  -  1  <   2a,- 
d'où  n  —  i  <i  y- 

ou  bien  n  <  i  -|-  a;  (8) 

par  suite  n  <_x 

ce  qui. montre  que  y.  est  une  limite  supérieure  du   nombre 
des  divisions  à  eilectuer. 

1.  Historique.  —  La  formule  [o)  est  due  à  J.  Binet.  Elle 


—   lo    - 

suppose  que  tous  les  restes  sont  moindres  que  les  moitiés 
des  diviseurs  correspondants.  On  obtient  toujours  ce  résul- 
tat en  prenant  certains  quotients  par  excès. 

8.  Théorème.  —  Si  K  désigne  le  nombre  des  chiffres  de  B, 
c'est-à-dire  du  plus  petit  des  deux  nombres  donnés  A.  etB,  on  aura 

u  <    I   +  ^—  K.  (0; 

Démonstration.  —  Un  a      B   <   lo'"'  ; 
par  suite  l'inégalité  (4)  donne 

2"  "  '  <   lo^  ; 
on  peut  vérifier  que  lo^  <  2^**; 

ces  deux  dernières  inégalités  donnent  respectivement 

23(u  —  1)   <^    10^"^ 
jQ3k   ^  -    2'*"^'  • 
d'où  2^("  -  ')  <  2»«k  ; 

par  suite  3{n  —  i)  <  loA'  : 

résolvant  cette  inégalité  par  rapport  à  n,  on  trouve  la  rela- 
tion à  démontrer  (6). 

9.  Corollaire.  —  La  formule  ((î)  montre,  spontanément, 
que  le  nombre  des  divisions  à  eliectuer  ne  peut  surpasser  la 
partie  entière  du  nombre 

par  conséquent  la  partie  entière  de  ce  nombre  est  une 
limite  supérieure  des  divisions  à  effectuer. 

10.  Théorème.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  comm  u 
diviseur  de  deux  nombres  A  et  B  (A  <  B),  le  nombre  des  divi- 
sions il  effectuer  ne  peut  surpasser  cinq  fois  le  nombre  des 
chiffres  K  du  plus  petit  nombre   B  des  deux  nombres   donnés. 

Première  démonstration.  —  On  a,  identiquement, 

I  ^O       T'  I       -T'      I  ^'^ 


or  I  £  i"^ 

et  T^      ' 

,      K 

d  ou  I  -J — -  <;  2K  : 

3 
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doue  t  -| :^—  K    -"_  5K 

el  si  011  a  égard  à  la  ("ormule  (()).  on  p(^uira  écrire 

n     ;  5K;  c.  q.  f.  d.  (1) 

Deuxième  dcinonsiration.   —  La  formule  ((i)  pciilètre  mise 

3 
sous  la  l'orme  —  (n  —   i)      :  5K. 

2 

ce  qui  revient  à 

n  +    "~'       ;  5K,  (8) 

K  est  un  nombre  entier,  au  moins  égal  à  l'unité,  doue  5K 

est   au  moins  és,a\  à  5.  Clela    posé,    si  n  est  égal  à  un  des 

trois  nombres  i ,     2,     3, 

ou  a  évidemment  n   <   5K, 

et  si  ji  ':  ■   3. 

n  —  3 
on  a  ;    o 

2 

et  la  formule  (8)  douue.  (/  forliuvi, 

n  <  5K. 

11.  Historique.  —  La  formule  (7  est  due  à  G.  Lamé. 
Elle  a  été  établie  par  ce  savant  dans  rhyjiothëse  oli  tous 
les  quotients  sont  pris  par  défaut. 

1^,  Théorème.  —  8/  on  désif/ne  par  n  le  nombre  des  dici 
■sions  à  e/fecluer,  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres 
A  e/  B  (A  >  B),  et  par  K  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit 
de  ces  deux  nombres,  on  aura  la  relation 
n  <  I  -j-  4K, 
c'est-à-dire  que  qualve  fois /c  nombre  des  chiffres  du  plus  pelit 
des  deux  nombres  considérés  est  une  limite  supérieure  du  noi7ibre 
des  divisions  ii  effectuer. 

Démonstration.   —  Si   on   se  reporte  à  la  formule  (4),  el  à 
l'hypothèse,  on  pourra  écrire: 

2"  —  I  <  B        <    10''    <  2''''; 
d'oii  2"  -  '   <   2''''  ; 

par  suite  /)  —  i    <  4K 

ou  n  <^   i  -j-  4K;  c.  q.  f.  d. 
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13.  Première  applicalion.  —  Supposons  que 
A  =  2904, 
B  =  1 122. 
Je  remarque  que  ces  deux  nombres  sont  divisibles  par  2, 
3  et  II,  et  comme  ces  trois  nombres  sont  premiers  deux  à 
deux,  il  s'ensuit  que  les  nombres  A  et  B  sont  divisibles  par 
66.  De  plus,  si  on  décompose  A  et  B  en  facteurs  premiers, 
on  reconnaît  que  66  est  le  p.  g.  c.  d.  de  A  et  B  ;  et  que 

B'  =  17. 
Gela  posé  : 

1*^  Si  on  considère  la  formule  (2),  et  la  méthode  exposée 
dans  le  paragraphe  G,  011  trouve 

2'i  —  1    <'    in    <'     2''  * 

d'où  /( I    <   5 

OU  71  <c  6; 

donc  5  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à 

eJûfectuer. 

Le  calcul  direct,  appliqué  aux  quotients  44  et  17,  des 
nombres  A  et  B  par  66,  ce  qui  ne  change  pas  le  nombre  des 
divisions  à  effectuer,  donne  : 

n  =  4. 
2°  Si  on  considère  les  formules  {'i)  et  (Gi,  on  trouve 
n  =  7,  6  ... 
donc  7  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des    divisions 
à  effectuer. 
3"  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (7)  on  trouve  : 
n  <,   10  : 
donc  9  est  une  limite  supérieure. 
4°  Si  on  considère  les  formules  {^)  et  (9)  on  trouve  que 
n  <   9  : 
donc  8  est  une  limite  supérieure. 

Deuxième  application.  —  Supposons  que, 
A  =  1729 
B  =  682. 
Les  nombres  A  et  B  n'ont  pas  de  diviseurs  communs  appa- 
lents. 

1*^  Si  j'applique  la  formule  (4),  et  la  méthode  exposée  dans 
le  paragraphe  G,  on  trouve     n  <    11; 
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donc  lo  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à 
effectuer. 

Le  calcul  direct  montre  cpic  le   nombre  des  divisions    est 
égal  à  6. 
2"  Les  formules  (4)  et  (6)  donnent, 
«   <    1 1  : 
donc  lo  est  une  limite  supérieure. 
S"  Les  formules  (4)  et  (7)  donnent, 
n  <   1 5  : 
donc  14  est  une  limite  supérieure. 
4°  Les  formules  (4)  et  (9),  donuenl. 
n  <   1 3  : 
donc  12  est  une  limite  supérieure  du  nombre   des  divisions 
à  effectuer. 


QUESTION  2'2A. 

^olulion  pnr  M.  P.iul  Boulogne,  élève  du  Lycéa  de  SaiiU-Ouciitin. 


ConslruJre  an  triangle  connaissant  les  côtes  des  deu.n  carrés 
inscrits. 

Soient  :  a  l'hypoténuse  ;  b,  c  les  côtés  de  l'angle  droit;  h  lu 


hauteur  correspondante  à  l'hypoténuse,  a  et  (î  les  côtés  des 
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carrés  donnés.  Nous  avons     «^  =  b"^ -{-  c-  (1) 

ah  =  bc.  (2) 

Les  triangles  semblables  BAC,  lAH  donnent 

o  h         1 ,  ^   ,  fl* 

-.  d  ou  /(  = ; 


y.  h 

par  suite  (2)  devient 


=  bc.  C-]) 

a  —  X 

De  même,  ù  cause  de  la  similitude  des  triangles  BAC  et 
BDE,  on  a  — -  =  —         '        ■ 


d'où  (4)  bc  =  ^{b  +  c). 

Mutipliantpar  2  les  deux  membres  de  (3)  et  ajoutant  à  (l), 

2  y.     \ 

on  a  (t-  { I  -| +  C^  +  c]-. 

a  —  y.  / 

Élevons  (4)  au  carré  et  remplaçons  6c  et  6  -f-  c  par  leur 

/     tt'^-     \-  ,.       .  2y.      \ 

valeur,  ou  a       )   =  a-S'-(  i  -\ ) 

\ii  —  X  J  a  —  y.  / 

ou  aHfi'^  —  y.'')  =  x^f 

.  '  x^i 

et  a 


V  fi"  —  0^  ' 
fouditiou  de  possibilité  [i  >  x. 

Dès  lors  6  et  c  sont  racines  de  l'équation 

X^  v^  y-  —  y.2  (fi  —  V  p2  _  0,2^  _  y_2_8x  +  y;^;5-  =  o. 
Le  j)roblème  a  toujours  une  solution  et  une  seule,  i)0urvu 
que  y.  <  [5. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  ({uestion  :  .M.M.  Muiiterou.  à  Pau  ;  Marin,  à  Agen. 


QUESTION  231. 

Koliitîon  par  M.  Giroud,  élève  au  Lycée  de  Marseille. 


Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  les  carrés 
ABED,  ACGF,  BCHL 

Connaissant  les  points  de  rencontre  des  droites  ED,  FG,  HI^ 
construire  le  triangle. 


et 
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Les  deux  droiles  CC,  BB'  sont  dcLerminées  ])ai'  la  iclaLion 
GG    _    C'A' 
"CÏT  ~    C'B' 
BI  C'B' 


BE  BA' 

Pour  les  construire  il  suftit  d'élever  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  du  triangle  ABC  et  dans  le  rapport  déterminé 


par  le  rapport  précédent.  En  menant  par  les  sommets  des 
perpendiculaires  des  parallèles  aux  côiés,  celles-ci  vont  se 
couper  en  des  points  de  CC  et  BB',  et  pour  avoir  BO  il  suflit 
alors  d'inscrire  un  carré  dans  le  triangle  B'H'C.  Le  problème 
proposé  est  dès  lors  ramené  à  un  i^roblème  connu.  On 
achève  la  construction  en  menant  par  les  points  B  et  C  des 
parallèles  à  B'A'  et  C'A'. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  mèiiie  iiiieslion  ;  MM.  Mangeot,  à  Xancy;  Roubault. 
à  Melun;  Dagiiillon,  lycée  Henri  IV;  Hiiet.  à  Orléans;  BéiiarJ.  à  Cliàteauroux; 
Arnat,  à  Saint-Oiner;  Tricon,  à  Marseille;  Van  Aubel,  àlalliénée  de  Liège; 
i\e  rrat.  à  IJlle. 


QUESTION    -238. 

Ndliition  i)ar  M.  ^Mayon".  élève  du  Lycée  Henri  IV,  classe  de  M.  Colas. 


Construire  un  Iriangle  cunnaissunl  un  anyle,  le  ceirlc  circon- 
scrit et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

Supposons  le  2)roblème  résolu  ;  soient  :  ABC  le  triangle 
cherché,  H  le  point  de  concours  des  hauteurs,  0  le  centre 
du  cercle  circonscrit. 


L'angle  B  élaul  connu,   la    corde  AC  esl  déterminée   du 
moins  de  longueur,  sinon  de  position. 

Abaissons    du  point  0  les   perpendiculaires   OR,    OL  et 
menons  les  hauteurs  CI,  BK,  puis  joignons   RL  ;    les   deux 
triangles  ROL,  BHC  étant  semblables    comme    ayant    leurs 
Cotés  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraire:  donc 
RL    _    OL     _     I 
1(7  "~    BH    ~  T  ' 
d'oii  BH  =  20  L. 

Dès  lors  BH  sera  connue  si  OL  est  connue. 

De  là  la  construction  suivante  : 

Sur  la  circonférence  circonscrite  donnée,  prenons  un 
segment  capable  de  l'angle  donné;  avec  un  rayon  égal  au 
double  de  la  distance  du  centre  0  à  cette  corde  et  de  H 
comme  centre,  décrivons  une  circonférence  qui  coupera 
généralement  la  circonférence  donnée  en  deux  points  B  etB'. 
L'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points  est  le  sommet  du 
triangle  cherché.  Puisque  BH  est  une  hauteur,  pour  avoir 
la  base  du  triangle    décrivons  de  0  ;  avec  la  distance  OL, 


Fig.  I. 


une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  0,  et 
menons  perpendiculairement  à  BH  une  tangente  à  cette 
petite  circonférence.  En  joignant  ses  extrémités  A  et  G  h 
B,  on  a  le  triangle  cherché. 

On  aurait  un   second  triangle  en  joignant  le  point  B' aux 
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extrémités  de  la  tangente  parallèle  à  celle    que   nous  avons 
déjà  considérée. 

Remarquons  que  si  l'angle  B  donné  était  obtus,  il  faudrait 
joindre  B  aux  extrémités  A ,  C  de  la  tangente  la  plus 
rapprochée  du  point  B  ;  le  triangle  serait  alors  A'BC. 

Discussion.  —  Nous  avons  considéré  le  point  H  àTinlérieur 
de  la  circonférence  ;    il  aurait  pu   être  donné  à  l'extérieur. 
Si  A'  est  l'extrémité  du    diamètre  AHA'  la  plus  rapprochée 
de  H,  et  /•  le  rayon  de  la  petite  circonférence,  on  a 
2)'  >  HA,  pas  de  solution  : 
2/*  =  HA,  une  solution  ; 
HA  >   2r  >   HA',  deux  solutions  (symétriques    par  rapport 

h  AA); 
2)'  =  HA',  une  solution  ; 
2/'  C  HA',  pas  de  solution. 

Cas  particulier.  —  Si  le  jJoiuL  donné  H  est  sur  la  circon- 
férence, il  devra  èlre  à  la  fois  un  sommet  du  triangle  et  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  ;  le  triangle  sera  alors 
rectangle,  c'est-à-dire  que  l'angle  donné  doit  être  droit,  ce 
(jui  rentre  dans  la  construction  générale,  puisque,  /•  étant 
]iul,  le  rayon  de  la  circonférence  HB  l'est  aussi. 

Si  le  point  H  se  confond  avec  le  point  0,  la  distance  du 
point  de  rencontre  des  hauteurs  au  sommet  du  triangle  est 
évidemment  R;  la  hase  du  triangle  sera  donc  perpendicu- 
laire au  milieu  du  rayon  B'O  et  le  triangle  est  équilatéral. 
L'angle  donné  est  donc  de  6o°. 

Dans  ce  cas  il  y  a  une  infinité  de  solutions. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Montereau.  à  Pau;  Mangeot.  à 
Nanpy  ;  Popineau,  à  Mort;  Bonneville.  à  Toulouse;  Daguiilon,  lycée  Henri  IV; 
Marit,  Callas.  lycée  Louis-le-Grand  ;  Huet,  à  Orlèms  ;  Malcor,  à  la  Seyne, 
près  Toulon. 
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QUESTION  539. 

*l»olutioii  par  M.  Blessel,  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Résoudre  un  quadrilatère imcviptible,  connainsantles  diagonale.^ 
et  deux  côtés  opposés. 

Soit  le  quadrilatère   ABCD.  Posons  AC   =  d,   BD  =  (/'. 
AD  =  a,     BC  =  b.     AB  =  x, 
CD  =  /y. 

On    a    cUaprès   les   théorèmes 
de  Ptolémée  : 

dd'  =  xy  -\-  ub, 
d  ax  -|-  by 

d  ay  -j-  bx 

De  ces  deux  équations  on  tire 
xy  =  dd'  —  ah 
a-  ad  —  bd' 

y  ad'  —  bd 

Le  problème  est  ramené  à  déterminer  deux  quantités,  con- 
naissant leur  produit  el  leur  rapport. 

Connaissant  les  quatre   côtés   du   quadrilatère   on  pourra 
déterminer  les  angles  que  chaque  diagonale   fait  avec  les 
côtés,  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  sei^ments  et  l'angle 
des  diagonales,  ainsi  que  la  surface  du  quadrilatère. 
Nota.  —  ^I.  Joly.  de  Tarbes.  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  '2A0. 

Solution  [lar  .M.  Louis  Sicard.  élève  au  Lvcée  de  I.von. 


On  donne  les  côtés  égaux  et  l'une  des  bases  A  d'un  trapèze 
isoscèle  :  que  doit  être  la  seconde  base  pour  que  le  volume  engen- 
dré par  la  révolution  de  la  figure  autour  de  la  première  base 
son  maximum  ? 
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Les  perpendiculaires  CE,  DF  étant  menées  de^;  sommets 
C  et   D,  il  est  facile  de  voir    que  le   volume  demandé    se 

composera  de  deux  cônes 
égaux  et  d'un  cylindre  ayant 
même  base  que  ces  cônes. 
Si  l'on  pose  EB  =  x,  la  base 
chercbée  aura  pour  expression 
a  —  2x;  dès  lors 

2-CE-.£C    ,        ^^.,,  ^ 

\    = |--::CE-(//— 2.T) 

ou  3V  =  -CE'^  (3a  —  ^x) 

ou  en  remplaçant  CE  par  sa  valeur  c^  —  x-,  on  a 

3V 

=  (c-  —  x-)(oa  —  j^x)  =  (c  +  x)(c —  ;r-)(3fi  —  4  x). 


D 

( 

/l 

\. 

/        1 

\ 

/         1 

\ 

/            j 

u                       ' 

X 

l' 

1- 

Pour  trouver  le  maximum  de  (c  -\- x){c 
a  à  résoudre  l'équation 

I  I  4 


x)(3a  —  4.r)  on 


c  —  X 


0(1  4JP 


c  -j-  X 

ou  après  réductions 

123?'^  —  bax  — 40^  =  o; 

)(/  dz  y  90-  -j-  48c- 


=  o 


d'où  enfin 


X  ^= 


Les  deux  valeurs  d'x  donnent  deux  solutions.  En  effet, 
en  prenant  la  valeur  positive  la  base  donnée  sera  la  plus 
grande  des  deux.  Si,  au  contraire,  on  prend  la  solution  né- 
gative, c'est  la  base  cherchée  qui  sera  la  plus  grande  des 
deux. 

Nota.  — Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Buttin.  àLons-le-Saulnier  ;  Bou- 
logne. Broyon,  Legrain,  à  Saint-Quentin;  Bois,  à  Montauban;  Joly.  à  Tarbes  ; 
Simon,  à  Lyon;  Bonneville.  à  Toulouse;  Gallon,  au  lycée  Loui.s-le- Grand  ;  La- 
can, à  Toulon;  Payeux,  à  Verdun;  Lesoille.  à  l'école  deGluny  ;  Mayon,  au  lycée 
Henri  IV  ;  de  Prat,  à  Lille. 


9:;  _ 


QUESTION  258. 

Solution  pnr  M.  Tinel,  I.veéî  Conipilie.  à  Rouen. 


Dans  un  Irituiglc  ABC!  on  wriie  les  deux  bis.srrlrices  AA'^  RB' 
qu/  coupent  les  côtés  opposés  respectivement  en  A'  et  B'  et  se 
rencontrent  en  0.  Démontrer  lu  relation 

A  A.  OB'  AC  .^  ..,  . 

BB'  .  OA'  B(J  ' 

Par  le  point  0  et  le  point  A  menons  OP  et  AP  perpendi- 
culaires sur  BG  et  soient  également  OQ'  et  BQ  perpendicu- 


laires sur  ÂC.  Les  triangles  A'OP'  et  A  AP  étant  semblables 

AA'  AP 

donnent  -^-  =  -^pr-  ; 

de  même  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  B'OQ'  et  B'BQ 

BB  BQ 

donnent  __==__. 

Divisons  terme  à  terme  ces  deux  égalités  en   remarquant 
que  OQ'  =  OP',  il  vient 

A  A'  .  OB'   _    AP 

BB'  .  OA'    "~    BQ    "' 

mais  les  triangles  rectangles  BGQ  et  GAP  qui  sont  semblables 

AP  AG 


donnent 
donc 


BQ 
AA' .  OB' 
BB' .  OA 


BG  ' 
AG 

BG"' 
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XoTA.  —  Ont  résolu  la  même  ([ueslion  :  MM.  Glno-Loria,  à  Mantoue;  Marin, 
à  AgiMi  ;  Daguillon,  au  lycée  Henri  IV  ;  Bompard.  collège  Stanislas  ;  Huet,  à 
Orléans;  H.  Bourget,  à  Aix;  Callon,  au  lycée  Louis-le-Grand;  Boulogne, 
Broyon,  à  Saint-Quentin;  Chaulet,  à  i\lontauban;  Brachat,  à  Vitry  ;  Joly,  à 
Tarbes  ;  Houssette,  à  Amiens;  Cardot,  à  Nancy;  Jourdan,  à  Rouen. 


QUESTION  259. 

I^olittion  i)ar  JI.  Daglillo.n.    élève  du  I.ycée  Henri  IV. 


On  donne  une  circonférence  0  et  un  point  jice  A  dans  son 
plan  ;  on  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  B  de  la  circon- 
férence :  la  bissectrice  intérieure  de  l'anfile  AOB  rencontre  la 
droite  AB  en  nn  point  M  dont  on  demande  le  lieu  quand  le  point 
B  décrit  la  circonférence.  Ce  lieu  rencontre  le  diamètre  en  P  : 
démontrer  que  C  étant  le  point  de  la  circonférence  le  plus  voisin 
de  A,  sur  la  droite  OA,  les  quatre  points  0,  B^  P,  A  forment 
une  division  harmonique. 

D'après  la  propriété  fondamentale  de  la  bissectrice,  on    a 
AM    _    MB    _          AB 
A0~  ~    OB    ~   OA  -|-  OB  ' 


et  si  d  désii^ne  la  dislance  AO  et  R  le  rayon  de  la  circonférence 

a:\i    __        d 

ÂB"  ~    rf+  R  ' 
ce  qui  montre  que  le  lieu  est  une  circonférence  homothélique 


d 
à  la  première,  A  elant  le  centre  et  —r— — —  le  rapport  cl  lio- 

mothétie. 

Cela  posé,  remarquons  que  si  par  le  point  M  on  mène  MD 
parallèle  à  OB,  le  point  D  esL  le  centre  du  lieu.  Or,  le  triangle 
ODM  est  évidemment  isoscèle;  donc  la  circonférence  du  lieu 
passe  par  le  centre  du  cercle  donné. 

D'ailleurs  DP  =  DM  = 


R(/ 


DCr^R— OD  =R 
I)A  =  f/— 00  = 


rf  +R 
\U  R^ 


,/  _f  H  ,/  +  R 

il' 


r/4-R 


Parsuilc  DGXDA=    /V'p  >    =  DP-, 

{d  -\-  R)- 

ce  qui  montre  que  les  points  0,  Cl,  P,  A  forment  une  division 
harmonique. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  iiuestion  :  .MM.  Joly.  à  Tarhes;  Monterau. 
Callon,  au  lycée  Louis-le-( ira nd  ;  .Marin,  à  Agen  ;  Bompard,  au  collège  SLi- 
nislas;  IJoulogne.  à  Saint-Quentin;  Prost.  Perrier,  à  Lons-le-Saulnier;  Chrétien, 
au  Havr^'j  Houssette.  école  primaire  supérieure,  à  .Vmiens  ;  Cardot,  à  Nancy; 
(Jioo-Loria,  à  Mantoue. 


QUESTION   260. 

Solution  par  M.  Daglillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV 


On  joint  un  point  fixe  X,  intérieur  à  une  circonférence,  à  un 
point   B  de  la  courbe;  on  prend  sur  AB  un  point  M    tel  que 

— — -—  =  K.  On  joint  chacune  des  extrémités  du  diamètre  qui 
AB  -^  ^ 

passe  par  le  point  A  aux  points  M  et  B,  ces  droites  se  rencontrent 
en  deux  points  N  et  N'  autres  que  A  et  B. 

Démontrer  :  1°  que  la  ligne  NN'  partage  MB  en  deux  parties 
dont  le  rapport  est  constant  ;  2°  que  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
de  MB  et  de  NN'  passe  par  le  centre  de  la  circonférence  donnée: 
enfin  trouver  le  lieu  des  points  N  et  N'. 

1°  La  figure  CNBN'DM  est  un  quadrilatère  complet,  donc 


—  -JX 


la  diagonale  BM  csL  divisée  lianii(nu([uemenl  par  les  deux 

EM  AM 


anlres  NN'  et  CD:  on  a  donc 


BM 
~    MX 

d'ailleurs  CN'D  et  AFD  donnent 
NT  CA 


EB  AB 

2"  Dans  une  telle  figure, 
les  milieux  des  trois  dia- 
gonales sont  en  ligne 
droite.  Or  0.  ceulre  du 
cercle,  est  le  milieu  de  la 
diagonale  CD;  il  est  donc 
sur  le  prolongement  de  la 
droite  quijoiut  les  milieux 
de  MB  et  de  NN'. 

3'^  Par  le  point  A  menons 
AF  parallèle  à  CN',  les 
triangles  semblables  BMÎs'. 
BAF  donnent  : 

I  — K 


K 

r  +  rf 


N'D 


(!) 


(2) 


Cl)  21- 

En  posant   OA    =  d;  multipliant    membre   à  membre  les 
relations  (1)  et  (2), 

(I  -K)0-  +  ri) 


il  vient 
DX 


BN 


2Kr 


2Kr 


2Kr 


DB  (i  —  K)  (/•  +  d)  +  2Kr        ( i  -f-  K )r  +  ( i  —  K)rf 

Ce  qui  montre   que  le  point  îs'  décrit  une  circonférence 

homothétique  à  la  circonférence  donnée,  D  étant  le  centre 

2Kr 

el  T^. ; rrr-i,  Ic  rapport  d'homothétie. 

-      (i  +K)r-f-(i  — K)rf  ^' 

Par  une  raison  semblable  on  verrait  que  le  lieu  du  point 

N   est  une  circonférence   homolbétique  à    la    circonférence 

donnée,  G  étant  le  centre  et 

2Kr  2Kr 


(i  —  K)  (r  —  d^  +  2Kr 
le  rapport  d'bomothétic. 


(i  4-K)?-  — (i  —  K)  (/ 
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Ces  deux  circontereuces  soûl  langeutes  à  la  circoufcrcuce 
0  aux  points  D  et  C. 

.Nota.  —  Oui  résolu  la  même  question  :  MM.  Bompard.  collège  Stanishis; 
iJoulogae,  à  Saint-Quentin  ;  Rivard,  au  Mans  ;  Marin,  à  Agen  ;  Roussette,  école 
piiniaire  supérieure  à  Amiens  ;  Chrétien,  au  Havre;  Prost,  Perrier,  à  Lons-le- 
S, minier  ;  l'.ardot,  à  >;ancy. 


NOTE  DE   GEOMETRIE  ANALYTIOUE 

Par  M.  Kœnigs,  élève  de  rÉcolc  normale  supérieure. 


Soit  la  surface  du  secoud  ordre  rapportée  à  ses  axes  : 
La  normale  au  point  (.r,  y,  .z)  de  la  surface  a  pour  équa- 

"""'  (^  -  ')"'  =  (^  -  ')'''  =  (-!--  '}'■ 

Si  on  cherche  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point 
P  (;,  r,,  l)  à  la  surface,  on  exprimera  que  la  normale  passe 
par  ce  point,  ce  qui  donnera 

(i  -  ■>"  =  (y  -  ■>"  =  (^  -  ■>■•  ''^ 

Ces  équations  jointes  à  l'équation  (1)  définissent  les  pieds 
des  normales  issues  du  point  P  à  la  surface. 
Ces  dernières  relations  se  mettent  sous  la  forme  suivante: 
X  =  (b''  —  c^)yz  +  c-ly  —  6V,s  =  o.  \ 

Y  =  (c^  —  a'^):-x  -f-  a-lz  —  c'^C^»  =  o.  [  (3) 
Z  =  (a-  —  b'^)jcy  -\-  b\x  —  a-hj  =  o.  ) 
Une  quelconque  des  équations  (3j  rentre  dans  les  deux 
autres.  Les  cylindres  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  projettent  sur 
les  plans  de  coordonnées  une  même  courbe  gauche  dont 
les  traces  sur  la  surface  sont  précisément  les  pieds  des 
normales  cherchées. 

L'équation  ÀX  -|-  <j.\  -|-  vZ  =  o 

représente    une    surface   du   second   ordre   passant  par   la 
courbe  proposée.  Faisons  eu  particulier 


—  ao  — 

il  vient 

ft2(62  _  c^yqjz  -f-  b%rJ  —  a^yr^zx  -\-  c-{a^  —  b%xy  =  o.   (4) ' 

Ce  côue  du  second  ordre  a  sou  sommet  à  l'origine.  Il  con- 
tient la  courbe  considérée  et  passe  aussi  par  le  point  P. 
de  sorte  que,  si  0  est  le  centre  de  la  surface,  OP  est  une 
génératrice  du  cône  (4). 

En  vertu  des  équations  (2),  x.  y.  z  sont  proportionnels  à 
a}{x  —  ;),  &*((/  —  Y,).  c-(s  —  0;  en  substituant  dans  l'équa- 
tion homogène  (4)  et  supprimant  le  facteur  a'^h'^c"-.  on  trouve 
ib'  -  c^m  —  '0(^  —  ^)  +  (c'  -  a'yr,(z  —  K)(x  —  l) 

4-  («'  —  h%{x  —  ;)(//  —  Y,)  1=  o.  (o) 

L'équation  (o)  représente  un  cône  qui  passe  également 
par  la  courbe  considérée,  qui  a  son  sommet  au  point  P  et 
contient  l'origine  et  par  suite  la  droite  OP.  Les  cônes  (4) 
et  (5)  sont  du  second  degré,  ils  ont  la  génératrice  OP  com- 
mune, ils  se  coupent  donc  suivant  une  courbe  gauche  du 
troisième  ordre.  Cette  courbe  est  précisément  celle  dont  les 
traces  sur  la  surface  sont  les  pieds  des  normales  issues  du 
point  P  à  cette  surface. 

Il  y  a  donc  2X3  =  6  pieds.  Et  par  suite  : 

On  peut  d'un  point  de  l'espace  abaisser  six  normales  sur  une 
surface  du  second  ordre. 

Le  cône  (5)  contient  évidemment  les  six  normales,  puisqu'il 
contient  leurs  pieds  ainsi  que  le  point  P,  qui  est  sou  sommet. 
Donc  : 

Ces  six  normales  sont  sur  un  même  cône  du  second  degeé. 

Les  cônes  (4)  et  (5)  ont  comme  génératrices  :  le  premier, 
les  axes  de  la  surface;  le  second,  des  parallèles  à  ces  mêmes 
axes.  De  plus,  puisque  0  et  P  sont  leurs  sommets,  la  courbe 
gauche  doit  y  passer.  Ceci  montre  donc  que  : 

La  courbe  gauche  du  troisième  degré,  ou  cubique  gauche,  qui 
passe  par  les  six  pieds  des  nornuùes  issues  d'un  point  à  une 
surface  du  second  ordre,  contient  ce  point,  le  centre  de  la  sur- 
face, et  admet  pour  ses  directions  asymptotiques  les  trois  axes 
de  la  surface. 

2°  Ayant  rapidement  établi  ces  résultats  déjà  bien  connus, 
j'aborde  la  question  que  je  me  suis  proposé  de  traiter  et  qui 
est  la  suivante  : 
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Etant  donnée  vue  surface  du  second  ordre,  tracer  sur.  cette  sur- 
face une  courbe  du  quatrième  degré  (provenant  de  V intersection 
d'une  seconde  surface  du  second  degré),  de  telle  sorte  qu'il  existe 
sur  cette  courbe  un  groupe  de  six  points,  dont  les  normales  con- 
courent en  un  même  point. 

L'équation  ÀX  -j-  ;/Y  -|-  vZ  :=  o  représente  une  série  de  sur- 
faces passant  par  la  cubique  gauche,  c'est  même  leur  équa- 
tion générale. 

L'équation  H  -)-  aX  -j-  uX  -|-  vZ  =  o  sera  donc  l'équation 
générale  des  surfaces  dii  deuxième  ordre  menées  par  les  six 
pieds  des  normales  issues  du  point  P  à  la  surface  H  =  o. 

Or,  si  on  considère  dans  cette  équation  ;,  y,,  l  comme  des 
indéterminées,  on  voit  sans  peine  que  AX  -j-  <j.Y  -)-  vZ  peut 
toujours  être  identifié  avec  l'expression 

2ByZ  -|-  2B'Zx  -f-  2B"xy  -f-  2C.r  -f-  2C'//  -f  2C"z. 

Ainsi  on  voit  que  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  ordre  qui  covipe  la  proposée  suivant  une  courbe  du 
quatrième  ordre,  satisfaisant  à  l'énoncé,  peut  s'écrire  : 

-^  +  -^  +  -^   -  I  +  2Byz  4-  2B'.a:;  +  2B"xy 

-j-  2CX  -\-  2cy  -{-  2c"z-  -f-  o.  (6) 

Appelons  tétraèdre  principal  de  la  surface  le  tétraèdre 
formé  par  les  trois  plans  principaux  et  par  le  plan  de  l'infini. 
Nous  voyons  que  l'équation 

2Byz -{-  2B'rj?  -f~  2B"xy  -}-  2cx  -j-  2c'y   -{-  2c"z  =  o 
est  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  circon- 
scrites à  ce  tétraèdre.  Mais  cette  surface  passe  par  la  courbe 
gauche  d'intersection   de  la    surface  générale  (0)   ot  de  la 
proposée.  Donc 

Pour  que  ?ur  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  tracée 
sur  une  surface  du  second  ordre,  on  puisse  trouver  un  groupe 
de  six  points  dont  les  normales  concourent  en  un  même  point, 
il  faut  et  il  suffit  que  par  celle  courbe  on  puisse  fiire  passer  une 
surface  du  second  ordre  circonscrite  au  tétraèdre  principal  de  la 
première. 

Dans  un  prochain  article  nous  ferons  quelques  applications 
de  ce  théorème  important. 
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SUR  LES  PERMUTATIONS  DE  n  LETTRES 

l'.u-  M.  Koeliler. 


Soient  n  lettres  «i,  a^,  a^,  ....  cin  ali'ecLées  d'indices  crois- 
sants; je  me  propose  de  déterminer  le  nombre  des  permu- 
tations dans  lesquelles  aucune  lettre  n'occupe  le  rang  que 
lui  attribuerait  son  indice. 

Ce  problème  est  connu;  M.  André  l'a  résolu  dans  un  mé- 
moire sur  la  détermination  du  lerme  général  d'une  série 
(Annales  de  l'Ecole  Normale).  On  arrive  beaucoup  plus  sim- 
plement à  la  solution  en  s'appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  l'on  désigne  par  S  la  somme  u^^  -f-  Oj  -{-  •  •  •  +  "«)  le 
coetlicient  de  o^aj. .  .a,i  dans  le  produit 

(S  —  ai)(S  —  «2)   . . .   (S  —  Un  ) 
est  précisément  le  nombre  de  permutations  de  l'espèce  in- 
diquée plus  haut. 

Faisons  le  produit  (S  —  ^'i)(S  —  a^)  en  ayant  soin  de 
donner  dans  chaque  terme  la  première  place  à  la  lettre  prise 
dans  le  facteur  S  —  a^;  on  formera  ainsi  tous  les  produits 
des  n  lettres  deux  à  deux  où  a^  n'occupe  pas  la  première 
place  et  où  a.^  n'occupe  pas  la  seconde.  Cela  est  évident, 
puisque  a^  ne  figure  pas  dans  S  —  a^  et  que  a.j.  ne  figure 
pas  dans  S  —  a^.  Multipliant  ensuite  par  S  —  u.^,  on  for- 
mera tous  les  produits  trois  à  trois  dans  lesquels  a^  n'occupe 
pas  la  troisième  place,  ni  a^  la  seconde,  ni  u^  la  première  ; 
et  ainsi  de  suite.  Lorsqu'on  aura  employé  n  facteurs,  toutes 
les  permutations  considérées  se  trouveront  écrites,  et  pour 
avoir  leur  nombre  il  suffît  de  calculer  directement  le  coeffi- 
cient du  terme  ^la^. . .««  dans  (S  —  «i)(S  —  a.^) ...  (S  —  a„  ). 

"Or  ce  produit  peut  s'écrire 

Sn  —  S"  -  ^:£.ai  -f-  S»  -  2i](/i  0/,  —  S«  -  3i:a,-  aii  ai 
+  ...  -f  (—  ij"  aia,...an  • 

Dans  S"  le  coefficient  de  a^a^. .  .On  est  ni;  de  même  dans 
S"  -  ^^Qi  qui  n'est  autre  chose  que  S"  . 

Dans  S'*  -  -  le  coefficient  du  produit  de  /;. —  2  lettres  dill'é- 
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rentes  quelconques  est  {n  —  2j!;   en  faisant  la  multiplica- 

lion  par  Sflj  r//c  ,  il  est  évident  que  le  terme  a^a^.  •  .(in  aura 

,            ,,  )}(n  —  i)  ?)! 

pour  coefficient  (n  —  2)! ou  — -. 

1.2  2; 

De  même  dans  S"  ~  3v^ .  f^.  (^  q^^  trouvera 

n{ti  —  i)(;i  —  2)  n\ 

(71  —  3)! — - — -  ou  bien  — -. 

1.2.3  3! 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  la  formule 

4^-T-  +  — -  — +  •••  +-in-\ 

qui  exprime  le  nombre  des  permutations  cherché. 


NOTE  SUR  LES  RACINES  MULTIPLES 

DE    l'ÉQUATIOX     ex     S 

Par  M.  E.  Amîg^aes* 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Marseille. 


1.  —  Nous  nous  proposons  d'étudier  les  racines  multiples 
de  l'équation  du  troisième  ordre  à  laquelle  conduit  la  théo- 
rie des  plans  principaux.  A  la  vérité,  M.  Laurent  a  déjà 
traité  le  cas  de  l'équation  plus  générale  que  l'on  rencontre 
à  l'occasion  d'autres  théories,  et  notamment  dans  la  méca- 
nique céleste  à  propos  des  excentricités  des  orbites.  Mais 
le  cas  simple  que  nous  allons  examiner  et  la  méthode  élé- 
mentaire qui  s'y  adapte  seront  peut-être  plus  directement 
utiles  aux  élèves  de  mathématiques  spéciales. 

L'équation  est  la  suivante  : 

A  — S    B'  B' 

B"        ■  A'— S    B 
B'  B  A"  —  S 

2.  —  On  remarque  tout  de  suite  que  f{S)  est  une  fonc- 
tion composée  de  S  et  que  sa  dérivée  est  la  somme  de  trois 
parties  :        —  /"(S)  =  (A  —  S) (A"  —  S)  —  B^ 

'  +  (A"  —  S)(A  —  S)  —  B'^ 
+  (A—  S)(A'— S)—  B"^ 

JOURNAL  DE  M.\TH.   1881. 


/(S) 


=  o. 
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Par  où  ou  voit  que  si  uue  valeur  de  S  aunule  tous  les 
mineurs  du  déterminant,  elle  annule  en  particulier  les  mi- 
neurs principaux  et  par  suite  /"  (S),  et  aussi  le  déterminant 
c'est-à-dire  /"(S). 

Donc  toute  valeur  S  qui  annule  tous  les  mineurs  est  racine 
double  de  V équation  en  S. 

Réciproquement,  toute  racine  doubla  de  V équation  en  S  annule 
tous  les  mineurs. 

En  effet,  désignant  par  P.  P'.  P"  les  mineurs  principaux, 
on  a  —  /"(S)  z=  P  -f  P'  -f  P". 

Par  conséquent,  toute  racine  double  de  l'équation  en  S 
satisfait  à  l'équation 

P_l_P'-^P"^o  (1) 

et  par  suite,  eu  multipliant  par  P,  à  l'équation 

P2  _{_  pp'  _|_  pp"  =  o.  {2) 

Or,  on  a  identiquement 
VF  =  (A"  —  S)  [(A  —  S)  (A'  —  S)  (A"  —  S)  —  (A  —  S)B=« 

—  (A'  —  S)B'-^]  +  B'-  B'-^ 
ou  bien  encore 
PP'  =  (A"  _  S)  /■  (S)  4-  (A"  —  S)^B"^  —  2BB'B"  (A"  —  S) 

+  B-^  B  '^  ; 
d'où  ou  tire  pour  toute  racine  simple  ou  double 

PF  =  [(A"  —  S)B"  —  BB'p . 
Par  analogie      PP"  =  [(A'  —  S)B  —  BB'p. 

Portant  ces  valeurs  et  celle  de  P  dans  l'équation  (â),  ou  a 
pour  toute  racine  double  : 

[(A'  -  S)  (A"  —  S)  -  B^]-^  +  [(A"  - S)B"  -  BB']-^ 
-f  [(A'  —  S)B'  —  BB'7^  =  o,  _ 
c'est-à-dire,  puisque  la  valeur  de  S  est  réelle,  que  chaque 
carré  est  nul.  Cela  fait  trois  mineurs  nuls. 

Mais,  au  lieu  de  multiplier  l'équation  (1)  par  P,  on  pour- 
rail  la  multiplier  par  P'  ou  par  P  "  et  on  verrait  que  les  six 
autres  mineurs  sont  nuls. 

3.  —  Sur  les  neuf  mineurs,  six  seulement  sont  différents. 
On  a  donc  six  conditions,  encore  même  ne  sont-elles  pas 
dislmctes.  Voici  ces  conditions  : 

(A  —  S)(A'  —  S)  —  B"-^  =o, 
■       (A  —  S)(A'  —  S)  —  B'^  ==  o. 
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(A"  —  S)(A  —  S)  —  B -^  =  o, 
(A  —  S)B  —  B'B"  =  o. 
{A'  —  S)B'  —  BB"  =  o, 
(A'—  S)B'— BB'  =  o. 
1''  Si    aucun  des  rectangles  n'est  nul,   on  peut  tirer  des 
trois  dernières  (A  —  S),  (A'  —  S),  (A"  —  S);  et,  portant  ces 
valeurs  dans  les  trois  premières,  on  obtient  des  identités 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont  donc  : 

B'B' 


A  —  S  = 
A'  —  S  = 

A"  —  S  = 


B 
BB' 

B' 
BB' 


B" 

2°  Si  un  rectangle  est  nul,  les  trois  dernières  équations 
exigent  qu'un    second   rectangle    soit   nul.    Soit  B'  ^  B' 
:=  o.  Les  conditions  ci-dessus  deviennent  : 
(A  —  Sj(A'  _  S)  =  o, 
(A'  —  S)(A"  _  S)  —  B^  =  o, 
(A''  —  S)(A  —  Sj  =  o, 
(A  —  S)B  =  o. 
Supposons  B  '^  o.  Alors  S  =  A  et  la  seule  condition  qui 
ne  soit  pas  une  identité  est,  avec  B'  =  o  et  B"  =r  o, 
(A'  —  A)(A"  —  A)  —  B'  =  o. 
3'^  Reste  à  examiner  le    cas  où  les  trois  rectangles  sont 
juils.  Les  trois  dernières  conditions  sont  alors  des  identités 
et  les  trois  autres  s'écrivent 

(A  —  S)(A'  —  Sj  =  o, 
(A'  —  S)(A"  —  S)  =  o. 
(A"  —  Sj(A  —  S)  ==  o. 
c'est-à-dire  A  =  A'  ou  une  des  conditions  analogues. 

4°  Pour  étudier  les  racines  triples,  prenons  la  dérivée  se- 
conde. On  a 

-1-"(S)  =  /'(A  —  S)  -f  (A'  —  S)  -f-  (A"  —  S). 

Par  ou  Vil  voit  ({ue  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
sont  nuls  pour  une  valeur  de  S,  cette  valeur  annule  / '  (S)  ; 
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et  aussi  les  mineurs  de  premier  ordre,  et  par  suite  /"(S);  et 
aussi  le  déterminant,  c'est-à-dire  /"(S). 

Do7ic  toute  valeur  de  S  qui  annule  tous  les  mineurs  du  second 
ordre  est  racine  triple. 

Réciproquement,  toute  racine  triple  annule  tous  les  mineurs 
du  second  ordre. 

Car  une  pareille  racine  annule  /'(S)  et,  étant  double,  elle 
annule  aussi  les  mineurs  du  premier  ordre.  Elle  est  donc 
racine  commune  des  équations  suivantes  : 

(A  -  S)  +  (A'  —  S)  +  (A"  -  S)  =  o, 
(A  —  S)  (A'  —  S)  =  B"\ 
(A'-S)(A"-S)  =  B% 
(A"  —  S)  (A  —  S)  =:  B-^ 
Élevant  la  première  au  carré,  et  remplaçant  les  doubles 
produits  par  les  valeurs  tirées  des  trois  autres,  on  a 
(A  —  S)^  -f-  (A  —  S)^  +  (A"  —  Sy-  +  2B'^  +  2B'^  -f  2B"-^  =  o. 
Ce  qui  exige,  puisque  la  valeur  de  S  est  réelle,  que  tous 
les  mineurs  du  second  ordre  soient  nuls.  On  a   alors  une 
sphère. 

On  remarquera  que  la  racine  triple  ne  peut  être  nulle, 
sans  quoi  on  aurait 

A  =  o    A'  =:  o    A"  =  o    B  =  o    B'  =  o    B"  =  o 
et  la  surface  se  réduirait  à  un  plan. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  Cr.  de  liong^chaïups. 


Lorsqu'une   équation    du   quatrième  degré   f{x,  y)  =  o, 
représente  deux  cercles,  on  peut  se  proposer  de  décomposer 
cette  équation  en  deux  facteurs  du  second  degré.  Voici  une 
solution  simple  de  ce  problème  très  élémentaire. 
1.  Soient  (axes  rectangulaires) 

x-"  -{-  if  -}-  V  =  o 

x^  -{-  y^  -h  Q=  o 

les  deux  cercles  cherchés,  P  et  Q  désignant  bien  entendu. 
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des  fonctions  du  premier  degré. 

P  =  aa?  -f-  p(/  +  Y 
Q  =  a'x  +  S'y  -f  y'- 
Ou  aura  doue, 

f(x,  y)  =  (X-  +  if  +  P)(x^  +  2/^  +  Q)- 

Ce  qui  prouve  d'abord  que  l'ensemble  des  termes  du  qua- 
trième degré  de  l'équation  f  =  o  doit,  à  une  constante 
près, /brwer  le  carré  parfait  de  (x^  -(-  y-)  ;  cette  même  égalité, 
donne  encore  pour  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
degré,  (x^  -f  y')[(x  +  a>  +  (^  +  fjy], 

ce  qui  démontre  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
degré  de  l'équation /■  =  o  doit  être  divisible  par  (x-  -f-  y"^). 
Nous  pouvons  donc  énoncer  déjà  la  proposition  suivante, 
d'une  évidence  immédiate: 

Pour  qu'une  équation  du  quatrième  degré  puisse  représenter 
deux  cercles,  il  est  nécessaire  :  1°  que  l'ensemble  des  termes 
du  quatrième  degré  forme  le  carré  parfait  du  binôme 
(x'*  +  y"^)  ;  2°  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième  degré  soit 
divisible  par  (x^  -\-  y^). 

La  première  chose  à  faire,  quand  on  se  trouve  en  présence 
d'une  équation  du  quatrième  degré  qu'on  soupçonne  repré- 
senter Vensemble  de  deux  cercles,  est  de  vérifier  que  les  con- 
ditions précédentes  sont  remplies.  Il  nous  reste  a  expliquer 
comment,  /  remplissant  ces  conditions,  on  peut  toujours 
la  décomposer,  si  vraiment  elle  représente  deux  cercles. 

'2.  L'équation  proposée  pourra  s'écrire,  dans  cette  hypo- 
thèse,       f  =  (x^  -{-  y^y-  -\-  R(£c2  -[-  î/2)  _[-  cp  =  o 
R  étant  de  la  forme   kx   -f-  B//  ;  cp  désignant  un  polynôme 
du  second  degré;  ou  encore 

/  =  ix-  +  yr  +  (R  +  >0(^^  +  y')  +  'i  =  o     (1) 
en  posant  •];  =  cp  —  lipc^  -f-  y"^). 

D'autre  part  on  a,  si  /"  est  l'ensemble  de  deux  cercles, 
f  =  (x^  +  i/^  +  Pj(x^  +  rf+Q) 
ou  f=  ix^  +  y'f  +  (x^-  4-  2/^)(P  +  Q)  -f  PQ  =  o    (2) 

ou  en  posant  x^  -\-  y^  =  U 

U^  +U(P  -i-Q)+  PQ  =  o. 

La  quantité  soumise  au  radical,  dans  cette  équation  du 
second  degré  en  U,  est  un  carré  parfait  ;  mais  (1)  et  (2)  sont 
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des  équations  identiques  et  si  l'on  suppose  que  l'on  a  pris 
l'arbitraire  X  égale  à  (y  -|-  y),  alors 

P  _|_  0  =  R  +  X 
et  PQ  =  'h, 

donc  Y  =  (R -f- X)^  — 4']>  sera  mi  carré  parfait.  Récipro- 
quement, si  V  est  carré  parfait,  la  décomposition  a  lieu.  De 
ceci  on  déduit  la  règle  suivante: 

Étant  donnée  une  équation  du  quatrième  degré  (i  deux  variables 
f(x,y)  =  o  qu'on  soupçonne  représenter  l'ensemble  de  deux 
cercles ,  pour  le  vérifier  et  trouver  ces  calculs  on  doit  d'abord 
constater  que  l'équation  f  =  o  remplit  les  deux  conditions 
ci-dessus  énoncées. 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  écrira  cette  équation  sous  la 
forme  (x^  +  y'f  +  (x'-  +  y^)(R  +  A)  +  <]>  =  o 
X  étant  un  paramétrée  arbitraire;  R(x'^  -f~  J^)»  l'ensemble  des 
termes  du  troisième  degré;  'j/,  une  fonction  du  second  degré  seu- 
lement. On  résout  alors  l'équation  par  rapport  à  {x"^  -\-  y^)  ;  on 
obtient  sous  le  radical  une  fonction  du  second  degré  seulement,  et 
on  déterminera  1  de  façon  que  [celle-ci  devienne  un  carré  par- 
fait. 

S'il  existe  une  valeur  de  \  remplissant  cette  condition,  f  ^  o 
représente  deux  cer  des  et  la  décomposition  est  effectuée  ;  sinon 
î  zr^  o  ne  représente  pas  deux  cercles. 

3.  Appliquons  ce  théorème  à  un  exemple  numérique,  soit 

f=x^  -\-  2x'^y^  ~1~  2/*  +  3^^  —  4^^2/  -{-  -J^H^  —  411^ 
-|-  5a2^  -j-    6?/^  —  yxtj  -\-  5x  —  5?/  -|-  2  ^  o  ; 
on  peut  l'écrire,  conformément  à  la  méthode  précédente, 

(£C2  ^  y^Y  _|_  (a.2  _j_  y,^(^^  _  ^y  _|_  ;^,  -f  (5  —  X)x'- 

-|-  (6  —  A)_(/2  —  yxij  -f-  5x  —    5)/  -)-  2  =  o. 
laquelle,  résolue  par  rapport  à  (x^  4-  //-),  donne  : 


Uir-   (  ^—    2)   +    4xy 
2(x'  +  y')  =  4v-  3x—'k±i/+('^^—'  ^)^'  +  4 

1/       (5 — 2%-j-2(3X  —  Ï0)X 

y      +  X^  —  8. 

Il  faut  maintenant  déterminer  X,  de  façon  que  la  quantité 
soumise  au  radical  soit  un  carré  parfait.  Il  est  donc  7i^cewrt/rt' 
(mais  non  suffisant)  que  les    termes   en  y^,  xy,  x^   forment 
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eux-mêmes  un  carré  parfait.  On  a  donc  pour    déterminer  X 

l'équation  4  —  4  (X  —  2)  (4X  —  1 1)  =  o 

4X2  —  iqX  -]-  21   =  o 

qui  donne  deux  valeurs  :      X'  =  3,  l"  =  —  • 

On  doit  alors,  se  rappelant  que  la  condition  exprimée  est 
w'cessaire,  mais  non  suffîmnle,  essayer  successivement  X'  et 
X".  On  trouve  ici  que  X'  =  'i  rend  la  quantité  soumise  au 
radical  carré  parfait;  mais  non  la  quantité  X".  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  si  l'une  des  racines  eflectue  la  transformation 
de  la  quantité  sous  le  radical  en  carré  parfait,  l'autre  ne 
peut  pas  faire  cette  transformation. 

On  a  ici,  finalement, 

.■,(,:c2  _[_  jy2)  ^  (^y  _  3^.  _  3)  dz  (2,(/  -\-x  —  i), 

ce  qui  donne  les  deux  cercles  : 

X2  _|_   y-i  _   3y   -|-  a;  4-   2   =  o, 
X^    +    f   —    .'/   +    2.J:    +    I     =    O. 

4.   Nous  proposerons  aux    jeunes  lecteurs  de  ce  journal, 
et  comme  application  da  théo- 
rème précédent,  l'exercice  sui- 
vant (*). 

Soient  ox,  oy  deux  axes  rec- 
tangulaires; c  le  centre  d'un  cercle 
tangent  à  oy;  on  prend  un  point 
M  ,sM/'  le  cercle  et  Von  mène  MP 
parallèle  à  OC  ;  P  étant  le  point 
de  rencontre  de  cette  parallèle 
avec  oj,o7i  mène  par  P  une  droite 
PQ,  pai-allèle  à  ox,  laquelle  ren- 
contre le  cercle  décrit  du  point  0, 
comme  centre,  avec  OM  pour  rayon 
en  un  point  I.  Le  lieu  du  point 
I  est  l'ensemble  de  deux  cercles. 

On  propose  de  le  reconnaître 
aussi  par  la  géométrie  élémentaire. 


•)  Qucslioii  pioposée  dans  le  Manuel  dex  candidats  à  IKcole  ^Qlytechnique, 
>\e  M.  C.îK.il.in.       " 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  «V.  Boquel. 


Définitions.  —  L'équation  de  la  ligne  droite  en  coordon- 
nées rectilignes  (ou  cartésiennes)  étant  kx  -\-By  -\-  Ç,  =  o, 
on  voit  que,  si  a  et  h  représentent  en  grandeur  et  en  signe 
les  segments  déterminés  par  cette  droite  à  partir  de  l'origine 
sur  les  axes  de  coordonnées,  son  équation  prendra  la  forme 

ce  11  II 

connue \-  -~  =  i.   Si  l'on  pose  ■=  u  et  —r  =  v, 

a  0  a  h 

cette  équation  devient       ux  -\-  vij  =z  i  ;  (1) 

u  et  V  étant  des  constantes  données,  l'équation  (1)  établit 
entre  les  coordonnées  cartésiennes  x  &\,  y  d'un  point  du 
plan  une  relation  exprimant  que  ce  point  appartient  à  la 
droite  particulière  définie  par  les  constantes  u  et  v. 

Si,  au  contraire,  on  regarde  x  ei  y  comme  des  quantités 
données,  eiuv,  comme  des  variables,  l'équation  (1)  établira 
entre  w  et  y  une  relation  exprimant  que  les  droites  (1)  pas- 
sent toutes  par  le  point  donné  (ce,  y). 

u  et  V  définissant  une  droite  particulière  du  plan,  comme 
X  et  y  définissent  un  point  particulier  du  plan,  nous  appel- 
lerons ces  quantités  les  coordonnées  de  la  droite,  de  même 
que  X  et  y  sont  les  coordonnées  du  point. 

Si,  entre  les  coordonnées  u  et  v  de  la  droite,  on  établit 
une  relation  f(u,  v)  =  o  de  forme  quelconque  (pourvu  que 
/'  soit  une  fonction  continue)  et  que  l'on  choisisse  l'une 
d'elles  pour  variable  indépendante,  l'autre  coordonnée  sera 
une  fonction  continue  de  la  première  et  variera  avec  elle 
d'une  manière  continue,  suivant  les  lois  de  l'analyse,  c'est- 
à-dire  suivant  la  nature  de  f.  Au  sj'^stème  de  valeurs  corres- 
pondantes de  u  et  de  v  correspondra  une  certaine  droite  du 
plan,  et  un  accroissement  infiniment  petit,  donné  à  celle  des 
deux  coordonnées  qui  a  été  prise  pour  variable  indépen- 
dante, déterminera  un  accroissement  infiniment  petit  corres- 
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pondant  pour  l'autre,  de  sorte  qu'il  en  résultera  un  dépla- 
cement infiniment  petit  correspondant  pour  la  droite 
considérée,  et  qu'en  délinilive  la  droite  se  mouvra  d'une 
manière  continue  dans  le  plan.  Les  positions  successives 
qu'elle  occupe  ainsi  peuvent  être  envisagées  comme  les 
tangentes  successives  d'une  courbe,  et  l'on  comprend  dès 
lors  que  l'équation  f{u,  v)  =  o  puisse,  dans  le  nouveau  sys- 
tème de  coordonnées  que  nous  adoptons,  représenter  une 
courbe  considérée  comme  la  succession  de  ses  contacts  avec 
toutes  ses  tangentes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
la  succession  des  points  d'intersection  des  tangentes  infini- 
ment voisines. 

Dans  la  courbe  définie  par  l'équation  f{x,  y)  z=  o  en 
coordonnées  cartésiennes,  une  tangente  est  formée  par  la 
droite  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins  sur  la  courbe. 
Dans  la  courbe  définie  par  l'équation  f{u,  v)  =  o,  un  point 
est  formé  par  la  rencontre  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines  qui  se  coupent  alors  sur  la  courbe.  Dans  les  deux 
cas,  ce  langage  revient  à  dire  qu'un  arc  infiniment  petit  de 
la  courbe  se  confond  avec  un  clément  infiniment  petit  de 
la  tangente  autour  du  point  de  contact. 

Cette  considération  des  courbes  comme  enveloppées  par 
des  droites  se  déplaçant  d'une  manière  continue  dans  le 
pian  suivant  une  certaine  loi,  a  fait  donner  aux  coordon- 
nées u  et  V  de  la  droite  le  nom  de  cooi'données  tangentielles  (*). 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  dans  l'analyse 
géométrique  remonte  à  Plûcker;  elles  ont  fourni  un  précieux 
moyen  d'investigation  et  mis  algébriquement  en  évidence  le 
principe  de  dualité,  en  vertu  duquel  les  propriétés  résultant 
de  la  jonction  des  points  se  transportent  à  l'intersection  des 
droites  par  une  simple  réciprocité  dans  les  énoncés. 

Le  travail  que  nous  commenrons  actuellement  a  préci- 
sément pour  but  de  faire  connaître  et  apprécier  les 
nombreuses  applications  du  nouvel  instrument  dont  Plllcker 
a  enrichi  l'analyse. 


(*)  Clebsch  les  appelle  aussi  coordonnées-lignes,  par  opposition  aux  quanti- 
tés X  et  y,  qu'il  appollo  'oor données-points. 
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Équation  du  point  d'intersection  de  deux  droites.  — L'équation 
iix  -j-  ry  =  I  étant,  comme  nous  l'avons  dit,  la  relation 
existant  entre  les  coordonnées  ti  et  v  de  toutes  les  droites 
qui  passent  par  un  même  point  (x,  y),  nous  l'appellerons 
l'équation  du  point,  de  même  qu'en  coordonnées  cartésiennes 
elle  est  l'équation  de  la  droite,  parce  qu'elle  établit  une 
relation  enlre  les  coordonnées  cartésiennes  x  et  î/  de  tous 
les  points  situés  sur  une  même  droite.  Soient  (Wq  ^o)  ^t  {u^  v,) 
deux  droites  données.  Pour  que  ces  droites  passent  par  le 
point  (œ,  y),  il  faut  qu'on  ait 

u,x  +  ''oy  —  I  =  o 

et  UxX  -\-  i\y  —  I  =  o. 

Une  droite  quelconque  passant  par  ce  point  aura  pour 
équation  ux  -\~  vy  —  i  =  o. 

Si  l'on  tire  des  deux  premières  conditions  les  valeurs  de 
X  et  de  y,  et  qu'on  les  reporte  dans  la  troisième  équation, 
on  aura  entre  u  et  v  une  relation  exprimant  que  la  droite 
ux  -^  vy  —  I  =  o  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux 
droites  (Mq  Vq]  et  {u^  v^),  c'est-à-dire  l'équation  de  ce  point. 
Or,  le  calcul  dont  il  s'agit  est  l'éliminalion  de  x,  //,  t  entre 
les  trois  équations  linéaires  et  homogènes 

Uç,x  -[.v^y—t=  o 

UyX  -f-  i\il  —  /  ^  o 

vx  -\-  vy  —  ^  =  o 
et  son  résultat  est  le  déterminant 

Î'O  Vç,  I 

?/l     t'i     I 

«,       V^        T      I 

dont   l'analogie    est  complète   avec    l'équation    de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  (;T:n.Vo)  ^t  {x^ii^). 

•ri     \h      I 
X      y       \ 

Coordonnées  taiiyenlielles  homogènes.  —  De  même  qu'en 
coordonnées  cartésiennes  il  y  a  le  plus  souvent  intérêt  à 
employer  des  coordonnées  homogènes,  en  remplaçant  dans 

les  calculs  x  et  y  par-^  et  —,  en  coordonnées  tangentielles 
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nous  ferons  aussi  très  souvent  usage  de  coordonnées  homo- 

n  V 

scènes,  en  remplaçant  u  et  v  par  — ■  et  — •.    Les    résultats, 

en  fonction  de  ii  et  v  seulement,  se  déduiront  des  résultats 

en  u,  V,  w,  par  l'hypothèse  iv  =  î. 

L'équation  du  point  devient,  dans  ce  cas,  ux  -f-  ry  =  tr, 

.  ,      U'         ?/' 
et  alors  ce  sont  les  guanlites  —  et  —  crui  représentent  en 

u  V 

grandeur  et  en  signe  les  segments  déterminés  par  chaque 
droite,  à  partir  de  l'origine,  sur  les  axes  des  coordonnées. 
Quand  on  considère  une  droite  donnée  sous  la  forme  géné- 
ra 
raie  ordinaire  kx  -\-  B//  -\-  G  =  o,  on  a  donc  — 


A 


et 


V 


Définition  d'un  faisceau  de  droites.  —  Coordonnées  d'un  rrnjon 
quelconque  d'un  faisceau.  —  On  appelle  faisceau  de  droites 
l'ensemble  des  droites  qui  tournent  auLour  d'un  point  fixe; 
l'une  quelconque  de  ces  droites  porte  le  nom  de  rayon  du 
faisceau,  et  le  point  fixe  en  est  le  centre. 

L'équation  du  point  d'intersection  de  deux  droites  (i/„yo)  et 
u       V        I 

(u^Vx)  étant  u^    t\     i 

Ui      Vi       I 

il  est  évident  que   cette  équation   devient  identique  quand 


on  V  fait  u 


Wo  +  A«, 


identiquement  : 


'  +^^ 


et  V 


Uo  +  t<o 


Uo  -f-  Xf/, 

«0 


^^0   +   ^^^i 


On  a,  eu  efïet, 


I 

I 


(i  -^l)=  o. 


Ou  peut,  d'ailleurs,  observer  aussi  que  l'équation  générale 
des   droites    passant  par    le   point   d'intersection    des  deux 
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droites  u^,x  -j-  ^o//  —    i  =  o    et  u^x  -\-  v,//  —   i   =  o   est 

VqX  ~{-  VqJj  —  I  -|-  X{UiX  -j-  Viji  —  i)  =z  o,  c'est-à-dire 

Wo  +  ^Mi  Vo   -h  Àr, 

X  -) j — - — ■  y  —  1=0. 


I  +  À  '         I    +  A 

Les  coordonnées  de  l'une  quelconque  de  ces  droites  sont 

donc         u  =  — - — ■ —  V  =  — - — —. 

I   +  À  I  +  >' 

Cette  remarque  est  utile  en  ce  qu'elle  va  nous  permettre 
d'interpréter  le  pai-amètre  X  au  point  de  vue  géométrique. 

Interprétation  géométrique  de  a.  —  Soient  OA^  et  OXy  les 
deux  droites  (ffo  Vi)  et  (m^  i\),  et  soit  OA  l'une  quelconj^ue 
des  droites  du  faisceau  dont  le  centre  est  en  0,  correspon- 
dant à  une  valeur  particulière  de  l. 

M{x,  y)  étant  un  point  quelconque  de  OA,  menons  les 
perpendiculaires  MPq  et  MP^  sur  les  deux  rayons  fixes  OAq 
et  OAj  ;  on  a  : 

_    UqX  -f-  Vç,y  —  I  u^x  -\-  v,y  —  I 

^»  —  / et  MPi  =  /  .. 

V«o  +  i^>  V  ^^'  +  ^'' 

Donc  -^  =     '-""  +  -"^  -   '     X      ^^''+^'' 
MPi  ti^x  -\-  i?,y  —  I 


\/^ 


Mais  l'équation  de  OA  étant 

UoX  +  Voy  —  I    +  Mwj  x  -{-v^y  —  i)  =  o, 


,     ,,       MPo  .        V^*'  +  ^'' 

il  en  resuite  — rr;- —     =  —  a 


MPi 


d'où 


MPq 
MPi 


y  «0  +  l'o 

Y  «0  +  «'"o 


\Ju\  + 


Vi 


MP 

Le  rapport    "^,,  "     est  le  même  pour  tous  les  points  du 
MPi  ^ 

rayon  OA  ;  et  l'on  voit  que  le  paramètre  X  ne  diffère  de  ce 

/•«o  +  î'o 
rapport  que  par  le  facteur  constant  i    /  — ; ^. 

y     u\  +  v\ 


—  45  — 

Rapport  anharmoniquc  de  quatre  rayons  d'un  faisceau.  — 
Si  l'on  considère  un  autre  rayon  du  faisceau,  X  étant  la 
valeur  du  paramètre  qui  lui  correspond,  on  aura,  comme 
précédemment  : 

X  =  - 


^''''  X    -     MP,      •      M'P\   • 

Ce  rapport,  qui  ne  dépend  que  de  la  position  relative  des 
quatre  ra3'ons  considérés,  porte  le  nom  de  rapport  anharnio- 
nique  de  ces  quatre  rayons. 

C'est  un  élément  très  important,  dont  M.  Chasles  a  fait  un 
merveilleux  usage  en  géométrie  pure,  et  que  nous  aurons 
souvent  l'occasion  de  considérer  dans  la  suite  de  ce  travail. 

On  peut  en  donner  une  expression  simple,  en  fonction  des 
angles  que  font  entre  eux  les  rayons  considérés.  On  a,  en 
effet, 

MPo  =  OM  sin  (OAo,  OA),  MP^  =  OM  sin  (OA,  OA,) 

MT'o  =  OM'  sin  (OAo,  OA'),  MP'^  =  OM'  sin  (OA',  OA^) 

Donc 

MPo  sin    (OAo,    0^^)      .  ^^P'n  sin   (0A«,  OA') 

et-  — 


MPi  sin    (OA,    OAi)         M'P^  sin   (OA'.   OAi) 

et  par  conséquent  : 

À    _    sin   (QAq,   OA)      .      sin  (OAo,  OA') 
À'    ■"     sin    (OA,  OAi)      '      sin  (OA',   OA^)  ' 
Dans  l'écriture  des  angles,  nous  plaçons  toujours  le  pre- 
mier le  rayon  que  nous   considérons   comme  le   rayon   du 
départ,  et  nous  supposons  toujours,  comme  pour  les  seg- 
ments, que  l'on  fait  la  convention  (OAq,  OA)  ^ —  (OA,  OAq). 

Le  rapport  anharmoniquc  est  projectif.  —  L'observation 
précédente  établit  immédiatement  que  le  rapport  anharmo- 
nique  est  projectif;  car  une  transversale  quelconque  ren- 
contrant les  quatre  rayons  d'un  faisceau  est  divisée  par  eux 
en  quatre  segments  de  mêmes  signes  que  les  angles  corres- 
pondants du  faisceau,  et  si  l'on  considère  les  quatre  points 
déterminés    sur  la  transversale  par  les  quatre   rayons    du 
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faisceau,  ou  voit  que  le  quotieui  du  rapport  des  distances  de 

deux  de  ces  points  à  l'un  des  deux  autres  par  le  rapport  des 

distances  des  deux  mômes  points  à  l'autre  point  du  second 

couple,  est  égalau  quolienl-  des  rapports  des  sinus  des  angles 

formés  par  les  rayons  qui  joignent  ces  points  au  centre  du 

faisceau  (').  Dès  lors,  pour  que  le  théorème  soit  évident,   il 

suffit  d'avoir  préalablement  défini  le  rapport  anharmonique 

de  quatre  points  en  ligne  droite,  comme  l'a  fait  M.  Chasles  ; 

mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point  qui  est  du  domaine 

de  la  géométrie  pure. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Mathématiques    élémentaires. 

284.  —  Résoudre  le  système  : 

x"^  -{-  y'^  12  1  

x-^  +  if  =  -^;  «2+  i/  =  - 

285.  —  Si  y.,  p,  Y  sont  trois  angles  différents  satisfaisant 
à  l'équation 

À  séc  X  -\-  [x  coséc  X  -\-  V  =  o, 
prouver  que  l'on  a 

sin  ip  -f  y)  +  sin  (y  +  -/)  +  sin  (x  +  p)  =  o. 

286.  —    Établir   une    relation    entre    les    cociUcients  de 
l'équation       ax''  -f-  bx^  -\-  ct^  -j-  rf.r  -|-  /  =  o 

pour  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme 

(ajc^  +  px  4-  Y)-  -f-  V   («^'  +  f^-*  +  ï)  +  7  =  o- 

•     287,  —  Ou  donne 

X  —  xj  =  a;  xy  =  b. 
Exprimer   a'»    —    »y»   en    fonction  de  b  et  de  a  pour    une 
valeur  entière,  positive  et  quelconque  de  n. 

(*)  J'ai  donné  la  tlènionslralion  générale  de  ce  lait  dins  mes  Leçons  de  yeo- 
ineirie  analytique,  au  §  ^  tin  clia|)itie  qui  Iraite  de  la  théorie  dos  projections. 


—  47  — 

288.  —  Soit  un  triangle  ABC,  et  0  le  centre  du  cercle 
circonscrit.  On  joint  OA,  OB,  Ou  qui  rencontrent  la  circon- 
férence en  M,  M'  et  M";  on  mène  MD  perpendiculaire  sur 
BG,  MD'  perpendiculaire  sur  CA,  et  WD"  perpendiculaire 
sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AD,  B'D',  CD"  concou- 
rent en  un  même  point, 

289.  —  On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent;  par  l'un 
des  points  d'intersection,  on  t'ait  passer  une  corde  commune 
aux  deux  cercles  ;    trouver  le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes, 

290.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  droite 
infinie,  on  sait  qu'il  y  a  deux  points  G  et  D  qui  divisent  AB 

dans  un  rapport  donné  — .    Dans  quel   rapport  le  point    0, 

milieu  de  CD,  divise-t-il  la  ligne  AB?  Le  point  0  est-il  entre 
A  et  B,  ou  en  dehors  de  ce  segment  ? 

291.  —  On  donne  une  parabole;  soit  M  un  point  de  cette 
courbe:  on  projette  ce  jDoint  sur  la  directrice,  et  du  point  G, 
projection  de  M  sur  la  directrice,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  le  rayon  vecteur  FM.  Trouver  le  lieu  du  pied  I 
de  cette  perpendiculaire.  (De  Long  champ  s.) 

292.  —  On  donne  une  parabole;  par  le  pied  0  de  la  direc- 
trice, on  mène  une  sécante  à  la  parabole  ;  soient  A  et  B  les 
points  d'intersection  et  C  le  milieu  de  AB,  Ou  projette  le 
point  G  sur  la  directrice  et  de  cette  projection  ou  abaisse  une 
perpendiculaire  DI  sur  la  sécante  OAB.  Trouver  le  lieu  du 
point  I,  (De  Loiigchamps.) 

Mathématiques  spéciales. 

293.  —  Trouver  l'équation  du  syslèpie  de  perpendiculaires 
abaissées  du  point  {x,  y')  sur  les  droites, 

ax^  -j-  2/1x7/  ~\~  ^y^  =  o 
les  axes  étant  rectangulaii'cs.  (Universilé  de  Dublin.) 

294.  —  Les  lignes 

x  =  o,  y  =  o,  X  -{-  )ii!j  -\-  n  =  o,  inx  —  y  -|-  /i'  =  o 
forment  un   ([uadrilatcre    inscriptible;   Irouver  le   rayon  du 
cercle  circonscrit.  (Ibid.) 


295.  —  Le  pôle  étant  placé  au  centre  de  similitude  du 
cercle  c^  —  2pa  cos  (6  —  a)  -\-  a^  =  r^ 

et  du  cercle  de  rayon  mr,  trouver  l'équation  de  l'axe  radical, 
et  celle  du  cercle  coupant  orlhogoualement  les  deux  cercles 
donnés,  et  dont  le  centre  a  pour  angle  polaire  fi. 

(Université  de  Dublin.) 

296.  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  p,  q,  r  de  l'équation  du  troisième  degré 

x^  —  px^  -{-  qx  —  r  =  o 
pour    que  les   racines    soient    les    sinus    des    angles    d'un 
triangle.  (Ibid.) 

297.  —  Si  a,  6,  Y'  ^  sont  les  racines  de  l'équation  du 
quatrième  degré  f  (x)  =  o,  on  peut  exprimer  la  somme  /"  (a) 
~h  f  (?■>)  ~h  f  (t)  ~1~  f  (°)  s°^^  ^^  forme  d'un  produit  de 
trois  facteurs. 

298.  —  Si  l'on  cherche  toutes  les  équations  du  quatrième 
degré  telles  que  les  carrés  de  leurs  racines  soient  en 
même  temps  racines  de  la  même  équation,  on  obtient  seize 
équations  satisfaisant  à  cette  condition.  1°  Former  ces 
équations.  2"  11  y  en  a  dix  dont  les  coefficients  sont  réels; 
démontrer  qu'aucune  n'est  irréductible,  c'est-à-dire  qu'on 
peut  les  décomposer  en  d'autres  équations  de  degrés  moin- 
dres ;  trouver  leurs  racines.  3°  Des  six  équations  dont  les 
coefficients  sont  imaginaires  et  qui  satisfont  à  la  question, 
il  y  eu  a  trois  qui  sont  les  conjuguées  des  trois  autres; 
démontrer  a  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi. 


Le  Rédacleur-Gérant, 
.1.  Iv'ŒHLKll. 
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NOUVELLE    MÉTHODE 

POUR  LE  CALCUL 


DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE 

Par  là,  Geoffroy, 

Réitétiteiir  à  l'École  Centrale.  Professeur  an  Collège  Chaptal. 


Les  procédés  exposés  eu  géométrie  élémentaire  pour  cal- 
culer le  nombre  -  reviennent,  en  principe,  à  considérer  la 
circonférence  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre 
d'un  polygone  régulier  inscrit  ou  circonscrit  dont  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment. 

On  ne  paraît  pas  s'être  préoccupé  jusqu'ici,  de  considérer 
la  limite  d'une  ligne  polygonale  irrégulière,  bien  qu'on 
démontre  généralement,  que  la  limite  ne  dépend  pas  de  la 
loid'inscription. 

Nous  nous  proposons  d'ex- 
poser, dans  celte  note,  une 
méthode  oii  la  loi  d'inscrip- 
tion est  ditïérente  de  celle 
employée  dans  les  méthodes 
dites  des  périmètres  et  des 
isopérimètres. 

Lemme.  —  Considérons 
une  circonférence  de  rayon 
R=  I,  menons  la  tangente 
en  E,  prenons  sur  la  Circon- 
férence, un  arc  quelconque 
AB,  et  traçons  les  rayons  OA. 
OB  qui  déterminent  sur  la 
tangente  considérée,  un  seg- 
ment CD.  Comparons  la  corde 
AB,  à  ce  segment. 

Pour  cela,  abaissons  UI  perpendiculaire  sur  AB.  Les 
triangles   OAB,  OCD   qui    ont   un   angle  commun,    satis- 
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foui    à     la    iclalion  : 

Tr  .  OAB  OA  .  OB 


Tr  .  OCD  OC  .  OD 

Mais,  si  on  évalue  les  aires  de  ces  deux  triangles,  on  aura  : 

T,  .  OAB  =    ^'^•O' 


on  a,  par  conséquent  : 

OA  .  OB  AB  .  01 


OC  .  OD        c;d  .  OE 

d'où,  en  remarquant  que  le  rayon  est  égala   i, 

AB    _  1 

CD    ~   OC  .  OD  .  01 
Si  novis    remplaçons    01  par  i,  et  OD  par  OC,  nous  dimi- 
nuons   le  second  membre  de  la  précédeule    égalité,    et  par 

AB  I  . 

suite  :  __  >   __  ^1, 

d'autre  pari,  nous  avons 

AB.  I 

CD      ^     OD^  ^^^ 

ce  qui  revient  à  démontrer  que  •— :r-^ pr^r jr^-   est   plus 

petit  que  -^ 

I  I 

ou  qu  on  a  -7^;^^ — P^-  < 

ou  enfin 


OC  .  01  OD 

I  01 


OC  OD 

Cette  dernière   inégalité    se    vérifie    iinmédiatemenl .    eu 
menant  AM  parallèle  à  CD.  On  a  en  efTet 
OA  OM 


OC  OD 

or  OA  =  I ,        et  OM  <  OV  <  01 

I  01 


Donc  ^^      -^     ^^ 

OC  OD 

L'égalité  (;2)  est  par  conséquent  démontrée.  Nous  avons. 


—  ;ii  — 

en  résumé,  la  suite  d'inégalités  : 
I         '     AB 


< 


(3) 


OG^  AC  OD- 

Si  l'on  suppose  que  AB  tende  vers  zéro,  il  eu  sera  de  même 

.     ..T  ,•         AB  I 

de  CD  et  ou  aura      lim  ==  ■ 

car  OC  et  OD  se  confondent  à  la  limite. 

Calcul  d'une  valeur  approchée  de  — ^ . 

4     ■       , 
Prenons  sur  la  tangente  EP  =   i  ;  joignons  OP,  l'arc  EH 

est  égal  à  — ^,  puisque  le  rayon  du  cercle  est  i . 
4 
Pour  obtenir  une  va- 
leur approchée  de  cet 
arc,  partageons  EP  en 
/)  divisions  égales ,  et 
unissons  les  points  de 
division  au  point  0.  Ces 
droites  déterminent, 
sur  la  circonférence,  les 
sommets  d'une  ligne 
brisée  irrégulière 
EFABH.  Le  périmètre 
de  cette  ligne  se  rappro- 
chera d'autant  plus  de 

l'arc  — ^  que  n  sera  plus 

4 

grand. 
Soit  AB  un  élément  de  ce  polygone,  l'élément  correspon- 

EP  I 

dant  CD  de  la  tangente  a  pour  valeur  = ;       nous 

^  '    ^  n  n 

avons  d'après  le  lemme  précédent 

AB         _i 

"CD"  ^   OD'^ 

or  OD-  1=  I  +  ED- 

Soit  p  le  nombre  de  divisions  égales  comptées  de  E  en  D, 


on  aura  ED  = 


CD  = 


-;  donc  en  remplaçant,  il 


-  ."i^i  — 

I  I 


viendra  AB 

II 
i 


ou  AB  <  -^— r 

ri-  +  jï- 

pur  suite  le  pcrimclrc  P  de  la  ligne  inscrite  est  plus  petit 

(lue  la  somme  des  fractions  de  la  forme ; .  lorsfruc  ij 

n'  -\-  p' 

varie  de  o  a  ii  —  i 
donc    P  <  n 


n-  -f-  2-  71- 

I 


n-  -\-  (n  —  I  )- 

P  se  confond  à  la  limite  avec  l'arc  EH,  lorsiue  n  croit   au 
delà  de  toute  limite,  on  psut  donc  écrire 

lim7!  {■ A ■ -L  : 


O) 


n-  n-  -f-  I  ;r  -f-  2' 

+   n^  +  3-^    +•••+   n-^-l-,,,  _  1,0  ^^ 
D'autre  i)arl,  nous  avons  établi  l'inégalilé 

AB     _      _i 

CD     ^      OC- 

(p  +  r  r- 


on  a  OC-    =  1  +    EC2  =  i  + 

donc,  il  viendra 

AB  ;,    Cl)   — 


L  /^)    +  ^'' 


AB  > 


I 
n 


"'  +  (P  +    ')' 

en   faisant   la  somme   des  inégalités  analoi,ues  à  la  précé- 
dente de  y;  =  o,  h  />  :=  /(  —    i.  On  aura 

1^  :    "  {-A—  +     ..  1    ..   +  • . .  +     ..  _!     ..  )  (tî. 

Ou  voit  (lu'en  rai)prochant  les  inégalités  (i)  et  (6),  on  peut 
calculer  deux  valeurs  aj)prochées  l'une  ])ar  excès  l'autre  par 


—  o8  — 
défaut  du  périmètre  P.  Cosdeux  valeurs   ne  difTorent  que  de 

4^ ^ 

L    h-  211- 

elles  tendent  toutes  deux  vers  — . 

4 
On  pourra  donc,  en  prenant  n  suliisaninient  grand,  avoir 

deux  valeurs  approcliées  de  — ^,  diiVérant  aussi  peu  ([u'on  le 

voudra. 

Nous  indiquons  ici  le  résultat  du  calcul  effectué  pour  m  =  lo. 
La  formule  (4)  donne  : 

P<,o(-^  +  -^  +  -^  +  -^  +  -^+-^ 

\    lOO  10  [  104  I0()  1  I  tj  I  2D 

^  +  —  H-  -7—  H-  T^ 


i3b  149  i6_|  iSi 

en  effectuant  on  trouve: 

P     :   0,8097  . . .   environ, 
la  formule  ((3)  donne  : 

\  loi  104  200 

P  >  0,7397   ...   environ. 
Ces    deux    résultats    comprennent    entre    eux    la    valeur 

—  =  0.785    . . . 
4 


Développement  de  la  i^alcur  de  -^  en  >icric. 

Reprenons  la  formule  (0). 
Nous  avons  trouvé  : 

=  lim  îi(-V-[--— ^; H 


4  \n'-         71^4-1  n'^-\-2'-  n'--\-{}i — 1)- 

Gonsidérons  dans  la  parenthèse  la  fraction  de  rang  quel- 

I 

conque ■— , 

^        n*  4-  p^ 

Si  on  effectue  la  division,  on  aura  : 

I  _j IL.  4.  J^ ^^  A_  Il 

n^ -{- p-  n'^  n''  n''  n'*  x'" 

Si  on  développe  de  celte    manière   chacune  des  fractions 


—  o4  — 

de  la  pareuthèse,  un  aura  : 

I  I 

'         _J Ll_^ L_i 

I  2  "  2  *  2  " 

«-  h'  ?l"  ?î^ 

_j ^  ,  il_i!.  I 

n-  -f-  3-  ;î-  n''  n''  n'*    "^ 


I         (n — I)-        (n— ij'*         (n— 1 


n* 

«- 

+  2-^ 

I 

ii'^  -\-  in  —  i}'        n-  n''  '  /t''  n^ 

eu  ajoutant  par  colonnes    verticales,  et   eu  multipliant  par 

n,  on  aura,  en  désignant  par  S.^,  S3,  84,  etc.,  la  somme  des 

puissances  deuxième,  troisième,  etc.,  des  {n  —  i)  premiers 

nombres  entiers. 

-  /  S,  S,  S,  Sg  \ 

4  \  n'  n'  w  n'>  J 

S        S 
Pour  calculer  ce  que  devienneul  -^^,  — ^,  etc.,  à  la  limite 

nous  établirons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Sachant  que  la  .■^omme  Sp  des  puissances  j)"""^ 
lUs  n  —  I  premiers  nombres  entiers  est  une  fonction  entière 
du  degré  (p  +  0?  ^^^  ^  considéré  comme  variable ^  démontre)- 
que,  lorsque  u  augmente  au  delà  de  toute  limite,  on  a 

lun — -  =  ; —  . 

nP  +  1  P  +  I 

,  En  effet,  développous  le  binôme  (//  -\-  ï)p  +  ^  et  rempla- 
çons successivement  a  par  i,  2,  3,  etc.,  ...  (n —  i),  nous 
aurons 

2.+.  =  ,+o,+,),.  +  '-£+liP,P-.+'^+'>W'-')„-.+... 

1.2  1.2.3 

3P4-1  =  2.+1+,„+02/'+^^^+^2.-.  4-*>^^ 

1.2  I       2   .   -■> 


ÙÔ 


1> 


nP  +  '  =  {n  —   I  )/'  -^  1  -f  (/^  -f-   ])(n  —  i 

1.2 

(P  +  ')P(i>  -  ■)        _     „_         _ 

1.2.1 

En  ajoulaut  et  simplifiaiii  nn  aura 

,    (/^  +  np  ^        I    '/H-  ^)inp  —  i)  c         , 
H ^7^ — ^  -  1  H 1.2.3 ^  -  2  +  ■  • . 

Divisons  les  deux  membres  par  nP  +  ^  ;  les  polynômes 
Sy,  _  1,  Sp  _  o,  Sp  _  3,  etc.,  sont  des  fonctions  de  n,  du 
degré  p.  p  —  i,  etc.,  par  suite  les  quotients 

On   —    1                 hp   —    -2                bip   —   ;; 
1 ! i g(Q 

îlP  +  1    '         nP  +  <    "         îîP  -r  1   •"  ' 

s'annuleront   pour  /?.  =  oo  ,  puisque  le  degré  du  numérateur 
par  rapport  à  n,  est  inférieur  au  degré  du  dénominateur. 
On  aura  donc  à  la  limite 

Si-' 

I  =  (/J  +  I  )  lim  ; , 

'     '  nP  +  I 

d  ou    lim —  =  ; . 

nP  +  ^  p  -\-   i 

Si  nous  reprenons  maintenant  la  formule  (7)  et  si  nous 
remarquons  qu'on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

y  S,  I 

lim  =  — -, 

n3  3 

lim  =   -rr-,  etc  , 

il  viendra   —  =  i — — —  —  —  -f-  — ,  etc. 

4  ^      '      D  7  9 

Nous  obtenons  ainsi  le  développement  indiqué  dans  tous 

les  traités  de  calcul  intégral. 

(A  suivre.) 


^  56  — 
NOTE  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  M.  lËug.  Marin,  élève  ;ui  Lycée  tl'Agen. 


On  est  quelquefois  amené  à  chercher  le  plus  petit  commun 
multiple  d'une  suite  assez  considérable  de  nombres.  L'opé- 
ration qui  consisterait  à  les  décomposer  en  facteurs  premiers 
est  toujours  très  longue  ;  la  méthode  suivante,  que  nous 
croyons  peu  connue,  nous  semble  plus  avantageuse  au  ])oint 
de  vue  de  l'écriture,  cl  elle  est  aussi  ])rompte  que  la  méthode 
ordinaire. 

Règle. —  On  écrit  les  nombres  donnés  sur  une  même  ligne 
horizontale  en  barrant  ceux  qui  sont  diviseurs  des  autres  (1). 
On  prend  un  diviseur  n  de  l'un  des  nombres  non  barrés,  et 
on  cherche  parmi  les  nombres  restants,  ceux  qui  sont  divi- 
sibles par  n;  au-dessous  de  chacun  d'eux,  on  écrit  le  quotient 
correspondant. 

Parmi  les  nombres  non  multiples  de  n,  on  prend  ceux  qui 
ont  un  facteur  commun  avec  n,  et  on  les  divise  par  ce  facteur, 
en  écrivant  le  quotient  correspondant  sous  le  nombre  qui  l'a 
formé. 

On  écrit  une  seconde  fois,  sur  une  même  ligue  horizontale 
les  divers  quotients,  et  les  nombres,  non  employés,  premiers 
avec  h;  on  obtient  ainsi  une  seconde  ligne  de  nombres  sur 
lesquels  on  opère  comme  précédemment,  jusqu'à  ce  que  Ton 
n'arrive  qu'à  des  nombres  premiers  entre  eux.  l.e  produit  des 
nombres  contenus  dans  la  dernière  ligne,  et  des  différents 
diviseurs  n,  n  ,  n  . . .  est  le  plus  petit  commun  multiple 
cherché. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  le  plus  petit 
commun  multiple  des  nombres 

24,   16,  6,  20,  4,  8,   10,  3o,    12,  25. 

(I)  Par  suite  de  dinicullé.-;  d'impression,  ici,  au  lieu  de  tiai-rer  eei  nouibres, 
nous  les  soulignons,  ce  qui  revient  an  même  (A.Ml. 


Oi     

En  appliquant  la  rèi;le,  on  dispose  les  calculs  comme  il 
suit:         12  I     24.     16     (")     20     4     8     10     3o    _££     2  5 
24  5  5  2  5 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

4  X  25  X   12  :=   1200. 

En  effet,  tout  nombre  divisible  par  24  l'est  aussi  par  4,  6, 
8,  12,  sous-multiples  de  24;  on  peut  donc  négliger  ces 
nombres;  pour  la  même  raison,  on  négligera  10,  qui 
divise  20;  la  question  est  donc  ramenée  à  trouver  le  plus 
petit  commun  multiple  entre  les  nombres 
24,    16,  20,  3o  et  25. 

Prenons  un  diviseur  d'un  de  ces  nombres,  12  par  exem- 
ple, qui  est  un  diviseur  de  24.  Le  plus  petit  commun 
multiple  devant  contenir  le  facteur  24,  contiendra  12  avec 
le  facteur  2,  quotient  de  la  division  de  24  par  12;  de  plus 
12  fournit  le  facteur  4,  qui  divise  20  et  iG;  le  facteur  6, 
qui  divise  3o.  Il  ne  reste  plus  à  prendre  pour  compléter  ces 
nombres  que  les  quotients  de  i(3  par  4,  de  20  par  4,  de 
3o  par  6,  25  étant  premier  avec  12,  on  l'écrit  do  nouveau 
tel  quel. 

On  obtient  ainsi  la  seconde  ligne  de  nombres 
2     4     5     5     25 

Nous  supprimons  2  comme  diviseur  de  4,  et  5  comme 
diviseur  de  25.  Il  reste  4  et  25,  qui  sont  des  nombres 
premiers  entre  eux  ;  le  produit  de  ces  deux  nombres,  mul- 
tiplié par    12,  est  le  plus  petit  commun  multiple  chercbé. 

Application.  —  1.  Trouver  le  plus  petit  commun  multiple 
(les  nombres 

14     i(3     40     5o     55     2  5     8     9     64 

On  dispose  l'opération  comme  il  suit: 
10  I  14     16     40     5o     55     25     8     9     64 

7  4        5      I  I        5  932 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

7X5Xii   X9X32X   10=   I  108800 

2.  Trouver  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 
27     24    6     1 5     5     9     12G 


—  oS  — 

La  règle  donne 

9  I  27     24     6      1 5     5     Q     1 26 

2  I  ,.    -^        8  5    ~"  14 

345  7 

Le  plus  i)eUL  commun  mulliplr  est 

3X4X5X7X2X(}  =  7560. 

(lelle  mélhode  est  surtout  avantageuse  et  préférable  à  la 
méthode  ordinaire  lorsque  les  nombres  ne  sont  pas  Irès- 
cousidérables.  Elle  peut  servir  souvent  pour  la  réduction 
des  fractions  au  môme  dénominaLcur. 


SUR    LA  SOMME  DES   NOMBRES  PREMIERS 

A  UN  NOMBRE  DONNÉ  H   ET  COMPRIS  ENTRE  ZÉRO  ET  J). 
Par  A.    AEiniue 

(Société  mathématique  de  Moscou,  séance  du  21  octobre  18S0). 


Nous  désignerons  la  somme  des  nombre*  premiers  à  ?)  e'. 

compris  e.itre  o  et  p  par  le  symbole  (  "V    (p)) 

Prenons  dans  tout  ce  qui  va  suivre  n  >  i,  supposons 
d'abord  p  >•  n  et  divisons  p  par  n.  Si  nous  admettons  que 
le  quotient  de  cette  division  est  m  et  le  reste  A-,  alors  /) 
sera  égal  à  mn  -1-  k  et 

\^-^n       /o         \^^n       /o 

Avant  de  commencer  la  recherche  de  cette  somme,  faisons 
les  remarques  suivantes  : 

1"  Si  le  nombre  p  est  premier  à  ?i,  le  nombre  mn  +  p  est 
aussi  premier  à  n. 

f  \mn 

2°  ('f(w)j    =  »(.9(h)  (^) 

3°  wcp  (n)  représente  un  nombre  pair  excepté  lorsque  /;  =  2 
et  que  en  même  temps  m  est  impair. 

(*)  Voir  mon  article  «  Du  nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  n  el  compris  entre  zéro  et  p  ».  [Journal  de 
mathématiques,  juin  1880.) 


^9  

-1-^  n.-j  (n)  r=  z>  in-) 

En  coiisicléranL  la  suite  des  nombres  : 
I,  2,  3.  4.  .  .  n  .  .  .  mn,  mn  -\-  i,  nvi  +  2,  .  .  .  .  mn  -\-  k, 
Nous  voyons  que  le   problème  do  la  détermination   do  la 

somme  (V   (p))  peut  être  partagé  en  deux  ; 

J"  La  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
;\  ;)  et  compris  entre  o  et  mn. 

2"  La  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  compris  entre  mn  et  mn  -\-  k. 

En  commençant  la  résolution  du  premier  problème,  excep- 
tons de  ce  problème  pour  un  instant  le  cas  dans  lequel  n  =  2 
en  même  temps  que  m  est  un  nombre  impair.  Écrivons  lous 
les  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre  o  et  mn. 

(a)  I-  P,  p',  p" 

(b)  mn —  I,       mn — p,       nui — p',       inn — p" 

Diaprés    la   troisième   remarque,   nous  concluons    que    le 

nombre  des  termes  de  la  suite  (a)  est  égal  à  celui  des 
termes  de  la  suite  (b);  c'est  pourquoi,  en  faisant  l'addition 
de  ces  deux  suites  des  nombres,  nous  trouvons  que 

(  ^   (p)  )     =  mn  -\-  mn  -f-  mn  + » 

'       /O    fois,  et  pour  cela,  eu  vertu  de  la 
2 
seconde  remarque,  nous  aurons 

Il  est  facile  de  démontrer  que  cette  formule  renferme  aussi 
le  cas  que  nous  avons  exclu.  En  effet,  la  somme  des  nombres 
de  la  suite 

I,  p,  p,  p".  .  .  m  .  .  .  2m —  p",  2m  — //,  2m  —  p,  2m  —  I 
qui  contient  tous  les  nombres  premiers  à  2  et  compris  entre 
o  et  2m  (m  est  un  nombre  impair)  est  déterminée,  comme  on 
peut  le  conclure  facilement,  par  la  formule 

^      Y»'  (mt?  (2)  —  ij     ,  ^     o(2-^i 

■     (p))      =:  2W  -^—^ +  //(  =  m-   .— 


—  (JO  — 

(|ui  est  identique  au  cas  parlienlici'  de  la  i'oriiinle  (I|  jjour 
/i  =   2. 

Eu  passant  à  la  résolution  du  second  problème,  c'est-à- 
dire  à  la  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  compris  entre  mn  et  ma  ~\~  k.  remarquons  que  dans 

la   suite  mn  -\-  i,  mn  -\-  2,  mn  -\~  3, mn  -j-  k,  les   seuls 

nombres  premiers  à  n  sont  ceux  qui  se  composeut  de  inn 
et  d'un  nombre  premier  à  n.  Il  y  a  autant  de  ces  nombres 
qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  n  dans  la  suite  des  nombres 
outre  o  et  /.•;  par  celte  raison  leur  sonuac  est  égale  à 

\  /o         \^— '/I  /o 

On  a  donc  la  formule  gcnérab; 

(z,!"'  )"=  4-  •*  •«=' + "'"  (  -^  "")!+  (z,/w  )''-2) 

Cette  formule  nous  montre  que  la  question  de  la  déter- 
mination de  la  somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris 
entre  o  et  mn  -\-  k  est  ramenée  à  la  détermination  de  la 
somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre  o  et  /r. 
Si  k  n'est  pas  grand,  la  dernière  somme  peut  être  détermi- 
née sans  peine  à  l'aide  de  Taddition  ordinaire.  Si  /.'  diflere 
peu  de  n,  alors  pour  cette  somme,  on  peut  de  la  somme  des 

V.  -,  ...,,.  9  in') 
nombres  premiers  et  non  supérieurs  a  >/,  égale  a ,  sous- 
traire la  somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre 
k  et  n.  Le  calcul  peut  être  diiïicile  seulement  lorsque  /.•, 
étant  un  grand  nombre,  diffère  trop  de  n.  Applicjuons  la 
formule  (2)  à  quelques  cas  particuliers. 

1°  Si  n  est  un  nombre  premier,  alors  tous  les  nombres 
entre  o  et  k  sont  les  nombres  premiers  à  n;  leur  nombre  est 
égale  à  k,  et  la  formule  (2)  se  réduit  à 

ip))  =  —  O  or-)  +  mnk  +  /.■  l    .  (3) 

71      /o  2  2 

2°  Si  k  est  plus  petit  q\ie  le  moindre  des  nombres  qui 
composent  n,  on  a  aussi 

(2(P))""'"'=^.,v,+  ,»„/,.+  /.-^^^^         (4) 


m- 


—  01 
S"  Si  /.■  --  o,  ou  a 

4"  Si  /.■  -j-  o,  m  =  I ,  on  a 

Sui^posoiis  mainlenant  p  <  n. 

Si  nous  considérons  dans  ce  cas  le  nombre  p  comme 
élanl  la  dillërence  entre  net  /.",  nous  obtiendrons  tacilcmcnL 
la  formule  suivante  : 

Si  H  est  premier,  celte  formule  se  réduit  à 

N    (/;)j  =  _-.  _y,  (/.:  —  I  ) -h  (/.■— U -^ 

,      'n  —  In 
=-(■  -\-n  —  In  ■ — -  (^<; 

k  étant  moindre  que  le  plus  petit  multiple  du  nombre  /(, 
la  même  formule  (7j  donne 

Appliquons  nos  formules  à  quelques  exemples. 

Exemple  1.  —  Soient  /(  =  lo,  y>  =  54  ^  5 .  lo  -|-  4.  La 
formule  Câ)  donne 

ip)  =  (  V  (p))  =^MioM4-3.io  o(io) 

/i      /  o  \^"^10     /o  -  \  /o 

4-  (2(p')*  =  — r'-"*'  —  -^^  (2-  —  2)  -f-  5. 10.2  -f  I  -(-  3 

:^   2  5  .  20  -j-    I  OÙ  -|-  4  ^  *>04 

Exemple  i.  —  Soient  /i  =  i  3,  />  =  47  =  3 .  i  5  -}-  2.  La  for- 
mule (4)  donne 

-f-  (I  -f-  2).  -^  =  -^—  (■()  —  3)  (25  —  3)  -j-  ijo  -f-  3  =  633. 


—  &2  — 
Exemple  S.  —  Soienl  »^  12,  p  =  24  =  2.  12.  La  formule 
(5)  donne 

=  2.6.8  =  96. 

Exemple  4.  —  Soient  71  =  2 1 ,  /j  =  1 2.  La  formule  (7)  donne 

(i:/f)):-^-^4-^0>(2ir): 

(9  —  3). (49 — 7)  ,     , 

__  _v^ £_VT2 £ 21  .5    -f-    20   =   41 

2 

Exemple  5.  —  Soienl  /t  =  i  5,  p  =  1 3  =  1 5  —  2.  La  formule 
(9)  donne      (  ^  {p)j    =  9  ^ i3  +   i  =  4^- 

APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  Ctino-Ijoria 


Cette  étude  a  pour  but  la  recherche  de  relations  entre  les 
éléments  de  figures  liées  à  un  triangle,  ou  bien  entre  les 
éléments  d'un  quadrilatère  ou  d'un  polygone.  De  plus,  nous 
nous  proposons  la  résolution  parla  trigonométrie  de  quelques 
questions  de  maximum  ou  de  minimum.  On  voit  donc  que 
cette  note  peut  servir  de  complément  à  un  article  publié 
dans  le  Journal  de  mathématiques  sous  le  titre  de  Formules 
de  trigonométrie  (Voir  4*^  année,  p.  Wl,  2i6,  297,.  493). 

Ces  questions  ne  nous  appartiennent  pas;  pour  la  plupart 
nous  en  avons  trouvé  les  énoncés  dans  le  traité  de  trigono- 
métrie rectiligne  de  M.  Todhunler,  ou  dans  les  excellents 
recueils  d'exemples  de  MM.  Reidt  et  Wrigley.  Les  lettres  T, 
R,  W,  mises  à  côté  de  ces  questions,  en  indiquent  la  source; 
celles  qui  ne  portent  pas  d'indications  proviennent  de  nos 
propres  recherches;  pour  les  autres,  nous  avons  donné 
seulement  la  démonstration  de  questions  signalées  dans 
des  ouvrages  justement  appréciés  en  Allemagne  et  en 
Angleterre. 


Nous  emploierons  des  notations  usitées  dans  tous  les 
traités  modernes  de  trigonométrie,  et  en  particulier  dans 
l'ouvrage  dû  à  M.  Deshoves,  et  intitulé:  Questions  de  trigono- 
métrie. 

I 

IIELATIO.NS    EiSTKE    LES    ÉLÉMENTS   DE    FIGUHES    DÉDUITES 
d'un    TRIANGLE 

l.  —  (H.)  Trouver  le  rapport  de  Vairc  d'un  triangle  ii  l'aire 
du  cercle  circonscrit  en  fonction  des  angles  et  du  nombre  r,. 
En  appelant  C  l'aire  du  cercle  circonscrit  on  aura  : 


S 

S            i6  S'          i6.  S          S        S 

Mais  ou  a 

2S: 

aP-b^c^               ab    '    ac    '    bc 
=  ab  sin  C  =  ac  sin  B  =  bc  sin  A 

On  en  tire  immédiatement 

G                           r 

S            2  sin  A  sin  B  sin  C 

"2.  —  [T)  Même  question  pour  le  cercle  inscrit. 
Appelons  F  l'aire  du  cercle  inscrit,  nous  aurons 
(p  —  a)(p  —  b)(p  —  c} 

r        '"■•  p 


^  \/p  {p  —  a){p  —  b)ip—  C) 


^    ]/       PiP  -  «'  ]f       pip  —  0)         ]/       p(p  —  c) 

I    {p  —  b){p  —  r)  '    {p  —  r){p  —  a)    '    {p  —  a)(p  —b\ 
d'où  l'on  tire 

r  - 


S  ,     A        ,     B         ^     c: 

cotg .  cotg .   cote- 

2  2  2 

3.  —  On  trouverait  de  même,  en   appelant  r„,  Vi,^  Vc^  les 
aires  des  cercles  ex-inscrits. 

Ta    _  ^^ ■ 

S    ~        ^      A  B   ^      C 

cotg  —  tg—  tg  — 


04  — 


Vh 

~ 

S 

A              B         C    ' 

Vc 

Ig    ^    colg     ^   Ig    ^ 

s 

A         B              C    ' 
Ig    2    '8    3    cotg    ^ 

On  en  lire 

facilement 

Ta 

Vi,                    Vc 

~             B     ""             C 

4.  —  (H)  Len  médianes  d'mi  triaai/lc  forment  chacune  arec  les 

côtés  du  triangle  deux  autres  triangles  ;  appelons  ry,  r^ r,; 

les  rayons  des  cercles  inscrits.    Ri,  Rj Rc  les  rayons  des 

cercles  circonscrits  à  ces  triangle  ■i;  on  a  les  relations: 
Rj  R3  R,.  =  R.,  R,.  R, 

'•1  '-3  '"o  ''2  '4  ''6 

Soient  >»rt,  /Hf-,  nie  les  médianes;  en  remarquant  que  l'aire 
de  chacun  des  triangles  formés  est  la  moitié  de  l'aire  du 
triangle  donné,  on  a 

„  cania  -,.  ah  nia 

«'  =  ^s-  ■  ""'^-^ 

^,  ahmu  ha  m  h 

R3    =  .c  '  ^4 


4S         '  *  4!^ 

„  bcnic  ^          canic 


4S  "  4S 

Donc        R.R^R.  =  R.  R.  Ro  =  -"^'^'^"^"'"^"^ 


(4^)' 
On  a  aussi 

2S  2S 

r,  =  — 


c  -\ —  -{-  nia  /j  H —  +  nia 

2S  2S 


a  -\ -\-  nih 


2S 


b  -\-  — — h  "te 


0  + 

b 

2S 

+ 

nib 

"  + 

c 

+ 

nie 

—    t)0    — 

D'oli  on  tire 

1,1,1  I     ,     [     ,     1        /— (a+6-fc)+(w„4-w/.+  "' 


\  3S  / 

o.  —  (R)  On  construit  un  triawjk  k^B^O^  avec  les  trois 
segments  inégaux  déterminés,  par  la  circonférence  inscrite,  sur 
les  côtés  d'un  triangle  ABC.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  donné  est  moyen  proportionnel  entre  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  nouveau  triangle. 

Soient  a^,  h^,  Cj,  les  côtés,  Rj  le  rayon  du  cercle  circons- 
crit, /'i  celui  du  cercle  inscrit,  S,  l'aire,  2p^  le  périmètre 
du  nouveau  triangle. 

On  aura 
«1  =  p  —  a;        bi  =  jj  —  h  :        Ci  =  p  —  c;        ipi  =  p  ; 
et  par  conséquent 

p  —  a){p  —  b){p  —  c)     _      S^ 


R,  = 
et  2R1  = 

On  a  aussi 


S- 


2p^, 


4S1  4pSi 

2S, 


P 

donc  2R,    .    /•,  =    =  r-  c.  ([.  T.  p. 

p"" 

♦).  —  On  c<)nsiruil  un  triangle  Ar,  Bw  (J,i  avec  les  trois  segments 
inégan.r  déterminées  par  l'une  On  des  circonférences  ex-inscritcs 
■sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC.  Le  rayon  du  cercle  ex- 
inscrit  Ort  du  triangle  donné  est  moyen  proportionnel  entre  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
le  nouveau  triangle. 

Soient  na,ha,Ca  les  côtés.  Ra  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
ra  celui  du  cercle  inscrit.  S»  l'aire,  2/?,,  le  périmètre  du  nou- 
veau triangle.  Ou  aura 

'•«  =  /'  —  c  :      ipa  =  yj  —  «  ; 


et 

(la  =  p;       b 
par  conséq 

2Ra  = 

JOLRiN.U.  llK    A 

a  ~  P 

ueut 
p(p 

b)[p 

et 

S^ 

4S,, 

2(p- 

ojSrt 

4(/J  —   «jSa 


On  a  aussi 


—  6Q  — 

2Sa 


p  —  a 

g2 

donc  2Ra  .  /•((  =  —, TT-  =  r"^      c.  q.  f.  cl. 


ip 


(A  suivre.) 


QUESTION   132 

iHolutiou  par  M.  H.  Bourget,  au  Collège  d'Aix. 


Démontrer  que  le  produit  de  cinq  nombres  entiers  consécutifs 
ne  peut  pas  être  le  carré  d'un  nombre  entier. 

Lemme.  —  Le  produit  de  deux  nombres  qui  diffèrent  de 
3,  a{a-\-  3)  n'est  jamais  un  carré,  excepté  pour  a  :=  i. 

En  effet,  on  a  successivement 

a{a  -\-  3)  =  a"^  -f~  ^a  -j-  a 
ajoutons  et  retranchons   i,  on  a 

a(a  -f-  3)  =  {a  -|-  jf  +  «  —  i. 

Pour  que  cette  expression  soit  un  carré,  il  faudrait  ajouter 
à  (a  -{-  ly  au  moins  2a  -\-  3,  on  n'y  ajoute  que  a  —  i,  donc 
a(a  -{-  3)  n'est  pas  un  carré  et  le  lemme  est  démontré. 

Gela  posé,  le  produit  des  cinq  membres  consécutifs  est. 

(n  —  2)(w —  ï)n{;n  +  i)(n  -f  2)  (1) 

ou,  en  effectuant        n{n'^  —  i){n'^  —  4)  (2) 

D'après  le  lemme  établi,  (n^  —  i){n^  —  4)  n'est  pas  un 
Carré.  Il  reste  à  voir  si  le  produit  de  cette  expression  par  /( 
est  un  carré,  quel  que  soit  n. 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  ou  n  est  impair,  ou  il  esl 
pair. 

Premier  cas.  —  Soit     n  =  2k  -\-  1. 

Bans  ce  cas,  le  produit  n(n^  —  i){n'^  —  4)  n'a  pas  de  fac- 
teurs premiers  communs  entre  n  et  (n'^  —  i)(n^  —  4),  car 
s'il  en  avait  un,  il  devrait  diviser  i  ou  4,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Donc,  pour  qu'il  fût  un  carré,  il  faudrait  qu'il  eut  tous 
ses  facteurs  carrés.  Or,  (n*  —  i){n^  —  4)  n'est  pas  un  carré. 
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donc,   n{n^  —  j)(n^   — 4)  n'est  pas  uu  carré   quand   n  est 
impair. 

Deuxième  cas.  —  Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 
1"  ou  n  contient  2  à  une  puissance  paire;  n  =  2-''n  ;  ou  n 
contient  2  à  une  puissance  impaire,  n  =--  2^''  +  ""n,  dans  ces 
deux  cas  n  est  impair, 

l"  /;  =  2^hi.  Remplaçons  dans  (2)  n  par  sa  valeur, 
il  vient  2^''/r(2''''n'-  —  i){2'''^n^-  —  4). 

Cette  expression  n'est   pas  un   carré,   car,  d'après  le  cas 
précédent,  un  nombre    qui  n'est  pas  un  carré  {2'^^n'^  —  i) 
X  (24/5/1'^  — 4),  multiplié  par  un  carré  22^,  n'est  pas  un  carré, 
donc,  dans  ce  cas       n{n^  —  i )(/)'-  —  4) 
n'est  pas  non  plus  un  carré. 

^o  n  =  2-1^  +  ^n.  Remplaçons  donc  (2)  n  par  sa  valeur 
un  a  2-i''  +  'n'(2**  +  ^n'  —  i)(2'i^-  +  -^n^  —  4). 

Pour  que  cette  expression  soit  un  carré,  il  faut  qu'elle 
contienne  ses  facteurs  premiers  à  des  puissances  paires. 
Réunissons  les  facteurs  premiers.  Nous  avons  dans  2^'''  +  hi'' 
—  4  le  facteur  premier  2,  faisons-le  passer  dans  le  premier 
facteur 
il  vient         2=^'^"  i-  ^n'(2''''  t-  ^n-  —  i)(2'>^n'^  —  i). 

Nous  voyons  que  le  facteur  premier  2  est  à  une  puissance 
impaire  2/c  -f-  3,  donc,  dans  aucun  cas 
H(>i2  —  I  )(n^  —  4) 
n'est  un  carré. 
Nota.  —  M.  Quiquet,  de  Lille,  a  résolu  la  même  question. 

QUESTION  190 

Solution  par  M.  Giiso  Loria,  à  Mantoue  (Italie). 


Trouver  la  hauteur  d'un  segment  sphériqueqni  soit  la  m'"^ 
partie  de  la  sphère. 

Soient  y  la  hauteur,  /-  le  rayon  de  base  du  segment  cher- 
ché appartenant  à  la  sphère  du  rayon  R. 

L'équation  du  problème  est 

6      ^     '       2  ^  m         6 


—  6S  — 

ou  1/  +  Sx'u  =  -^  D3 

Biais  X-  =  !j(D  —  II) 

donc  ou  a  2//'  —  31)//-  -|-  —    =  o. 

Celte  équation  se  ttansfoime  en 

3     r  /w  —  8\  ,  , 


4  \    4'« 

Si  l'on  pose  y  :=  z  -\ . 

ou  si  l'ou  remplace  D  par  2K 

-.  _  3R^^  _  ^('^^-^^  R'  =  o.  (A) 

équation  que  l'on  sait  résoudre 


QUESTION  19x^ 

Solution  par  M.  Gino  Loria,  à  .M;inloue    Italie) 


Le  Iriain/lc  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  hduteurs  du 
triangle  formé  en  joignant  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit 

r     m- 

d  un  trianqlc  ABC  a  pour  surface r- —-, — ; — ^.Tétant 

''  ^  '         a^b'-ic-o  +  b  4- cV- 

la  surface  du  iriangle  ABC  et  a,  b,  c  les  longueurs  des  côtés. 

Soient  Aj,  B,,  C^,  les  points  de  contact  sur  les  côtés  BC, 
CA,  AB.  On  voit  facilement  que  : 

A,  =-5-  (B  +  Q,    B,  =  4-  (C  +  A),    C,  =  ^  (A  +  B) 

ou  que 

'22  2  2  2  2 

Le  problème  est  dès  lors  ramené  à  trouver  la  surface  du 
triangle  orthocentrique  du  triangle  Ai  Bi  C,.  Or  en  appelant 
Al  et  A'i  les  surfaces  des  triangles  A^  B^  G^  et  de  sou  ortho- 
centrique \\  Bj  C'i,  on  a  (voir  t.  II I  p.  280) 

A'i  V  r, 

— - —  =  ::  cos  Aj  cos  Bj  cos  C-i 


li 
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ou  a  cause  des  égalités  (Il 

.      A      .      B      .      G 

A<  =  2  A,  sin  —  siu  —  sin  — . 

2  2  2 

Si  r  désigne  le  rayou  du  ceicle  inscrit  au  triangle  ABC, 
ou  a  -^1  =  — ^  (sin  A  -j-  sin  B  -{-  sin  C) 

mais  ;•  =  ,  donc 

P 

A.   =  (sin  A  +  sin  B  -f-  sin  G); 

par  suite, 

2T^    /  .       A              A     ,      .      B              B 
A ,  =  sm   cos h  sin  cos  

]f       \         .      2  2  2  2 

G  G\    .      A      .       B      .      G 

4-  sm  —  cos  —    sin  —  sin  —  sin  — 

2  2/2  2  2 

T  -]  ip  —  a)  (p  —  h)  (p  —  c) 


_     2T-  r  T  T  T  -) 

'  P'     Ibc    ^    eu    "^    ab\ 


\\  = 


abc 
2T'  .  T  ((/  +  6  +  c)  (p  —  a)  ip  —  b)  (p  —  c) 

^2  a^  5>  c« 
4T-^/j(/j  —  a)  (p  —  b)  (p  —  C)   _  1 6T' 

p-  a-  b-  c-  {2pfa^  b-  c'"" 

enfin 

A  ,   = 

(a  -\-  b  -\-  cf  a-  b-  c- 


QUESTION  199 

Solution  pir  M.  Dlply.  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Trouver  la  loi  de  formai/on  drs  nombres  dont  les  carrés  sunl 
terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

Soit  N  un  des  nombres  cherchés.  Posons 
N  =  I  ooc  -j-  I  o6  -f-  a 

a,  b,  c,  étant  les  chifTres  des  unités,   des  dizaines  et  des 
centaines.  En  élevant  un  carré,  il  vient 
N*  =  looooc--]-  iooo(26c)  -j-  loolb-  -\-  2UC)  -\-  io{2ab)  -{-a"^, 


70  — 


Les  derniers  chiffres  de  N^  seront  les  mêmes  que  ceux  de 
l'expression  lo  (206)  -)-  a"^ 

Il  suffit  donc  de  chercher  pour  quelles  valeurs  de  a  et  h 
cette  expression  finit  par  deux  chiffres  égaux. 

2,  .    .    .   8,  q,  on 


Pour  cela  donnons  à  a  les  valeurs  o. 
obtiendra  le  tableau  suivant 
Si  a  =  0,     ^'  -\-  10(206)   peut  s'écrire 


4' 
6, 
8, 


G  -\-   \o  (o.b) 
I  -l-  10(26) 

4  +  10  (4&) 
9  +  10  (6&) 
(5  -f  10(86  +  i) 

5  -j-  10  (  6  4-  2) 

6  +  10(26  4-  3) 

9  +  ^-0  (4^  +  4) 
4  -f-  10  (66  -}-  6) 
I  -f  10(86  -f  8) 

A  l'inspection  de  ce  tableau,  on  voit  que  si  a  =  o,  6  peut 
être  quelconque. 

Que  si  a=  2,  h  doit  être   i   ou  6. 

—  a  =  8,  —  3  ou  8. 

—  «=:  I,  3,  4,  5,  6,  7,  9,  6  n'admet  pas  de  valeur 
correspondante. 

Ainsi  les  nombres  cherchés  sont  de  la  forme 

o     et  leurs  carrés  finissent  i)ar    00 

12  —  —  44 

62  —  —  44 

38  -  _  44 

88  _  _  44 

Nota.  —  M.  LelelUer,  du  lycée  de  Tarbes,  a  résolu  la  iiiénie  question. 

NQte  de  la  Rédaction..  —  On  peut  donner  la  formule  géné- 
rale des  nombres  répondant  à  la  question,  ils  sontde  la  forme 

5o  n  +  12 
en  effet,  le  carré  d'un  nombre  de  cette  forme  est 

25ooo  n^  +   12000  -\-  144 
et  il  est  facile  do  reconnaître  que  les  nombres  de  cette  forme 
sont  terminés  par  les  nombres  12,  62,  38  ou  88,  comme  l'in- 
dique M.  Dupuy.  A.  M. 
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QUESTION  n\ 

iiolutioii  par  M.  Tricon,  élève  du  Lycée  de  Marseille. 


Si  X,  y,  z  sont  les  côtés  d'un  carré  inscrit  dans  un  triangle 
dont  les  côtés  sont  a,  h,  c,  on  a  la  relation  suivante 

' jL  +  A  +  A  + ,  \^-  =  y^  +  ^  +  i^ 

V  rr      '      y      '      5;      '      /  ^\xy      '     xz  ijz  j 

Aux  deux  termes  de  l'expression 

fli  _|_  fti  _|_  c^  _  2a^62  _  2^2(;2  _  2/jV2  =  —  i6SS 

ajoutons  4  .    16S*,  il  vient 

fli  _^  h^  ^  r-*  4-  4  .  i6S^  =  3  .  i6S^  +  2a-5-  +  20^c^  +  26^0% 

d'où 

^i  _}_  hi  _j_  r-i  -{-  2fl26-  4-  20V  -j-  26^0''  +  4  .  i6S^  =  3  .  16S2 

-|-  40-6-  +  ^aH"-  4-  46V- 

ou  en  ajoutant  lôa'^S -f-  i66'-S  -|-  lôc'^^S aux  deux  membres, 

fl'.  j^  b'  +  c*  +  2a^-fc2  +  2o''c2  -f-  262^2  -|_  4  .  lôS^  +  ibfl^S 

+  ibb^S  +  i6c-S  — -  3.  i6S2  4-  4aH)^  4-  4a2c^  +  46^0^ 

4-  i6a^-S4-  lôfo^S  +  lôc^S, 

le  premier  membre  est  le  carré  de 

0,2  4-  62  _^-  c^  4-  2  .  4S. 
Le  second  membre  peut  s'écrire 
^a^lj'^  4_  86^S  4-  8a^S  4-   1 68^  4-  4a2c2  4-  Sc^S  4-  So^S 
4-  i6S^  4-  4&V  4-  B^^S  4-  8c^S  4-  ibS^ 
ou  4(fl'^  +  2S)(62  4-  2S)  4-  4(a^  4-  2S)(c^  +  2S) 

4_  4(6.  4:  2S)(c"-  +  2S), 
par  suite  (a^  4-  &"  4-  c^  4-  2  .  48)' 

=4r(o-^4-2Sj(//4-2S)4-(a2  +  2S)(c2  4-2S)4-(6^4-2S)fc24-2S)'] 

en  divisant  par  4S'-,  le  premier  membre  devient 
a'^  h'  ^'      ,      ^ 


2S      '      2S      '       2S 
r  a'  4-  2S      ,      6^  4-  2S      ,      c^  4-  2S      ,       12 

=  I.      .s       + s-  +       .s       +  'J  • 


—  7^2  — 

Par  suite 

a-i  -f-  oS  !)■'  -\-  2S  c^  -\-  2S 


-i 


r  a'  +  2S  iï'  +  2b  c^  +  2b  p 

L — ^s —  +  — ^S        +        ^S        +  ^J 
(a'  +  2S)(6^H-2S)     (a^+2S)(c^  +  2S)     (6^4-2S)(c^4-2S)- 
4S^  ^  4S^  ~^  4^'- 


ah  ^  ,         2S 

Or  ce  = ; — r-?  et  comme  h  = ,  ou  a 

a  4-  /'                                  « 
a  a        a  -\-  h    a^  -f~  ^S 


X 


ah  h  2S 


de  même 


a  -\-h 

b  6^  +  2S 


y  2S 

c  c  -|-  2S 

Doue  ou  a 

a      .      b      .      c      .  \2  /  ab       ,       ac      ,       bc 


-  +  T+-+V  =A^  +  i^+  ,. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


BORDEAUX 

Les  rayons  des  deux  cercles  dont  les  centres  sont  A  et  B  ont  pour  longueur 
r  r=  II™,  /•'  =  lîo",  la  distance  des  centres  AB  est  de  24"'.  Calculer  la  portion 
d'aire  commune  aux  deux  cercles. 

—  Calculer  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 

séc  a;  =  sin  X  +  2  cos  x 

—  On  joint  le  sommet  A  d'un  losange  au  milieu  E  du  côté  DC;  la  droite  AE 

DF 
coupe  la  diagonale  DR  en  F.  Calculer  le  rapport  ,  sachant  que  A  =  60". 

DB 

—  Deux  mobiles  m  et  n  partent  de  deux  points  A  et  B.  et  vont  à  la  rencontre 
l'un'  de  l'autre;  m  se  met  en  mouvement  cinq  secondes  après  n  et  parcourt  4"' 
lie  jtlus  que  lui  par  seconde.  Ils  se  rencontrent  au  milieu  de  AB,  dont  la  lon- 
gueur est  de  i,zbo  mètres  ;  on  demande  combien  chacun  de  ces  mobiles  parcourt 
de  mèti-es  par  seconde. 

—  Connaissant  les  côtés  a.  h,  c  et  la  hauteur  h  d'un  trapèze,  calculer  ses 
angles  et  .sa  surface,  [b  est  la  petite  base,  a  et  c  les  côtés  obliques^  Application 

rt  =  42™;  6  =:  68;  c  =  75;  /j  =   i3. 

—  Trouvei'  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

log  ['i?  —  .r^)  ^ 

log  (3  —  .r]       ~  "'■ 
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—  On  coupe  une  sphère  par  un  plan  qui  détache  une  calotte  dont  la  surfoee 
est  le  quart  de  la  surface  de  la  sphère;  trouver  l'expression  du  rapport  du 
volume  du  segment  qui  a  pour  base  la  calotte,  au  volume  de  la  sphère. 

—  L'angle  d'un  losange  vaut  54";  la  plusgran  de  diagonale  vaut  i,25o  mètres 
calculer  le  côté  et  la  surface  du  losange. 

—  Etant  donnés  les  quatre  côtés  d'un  trapèze,  Cidculer  le  volume  engendré 
par  la  rotation  du  trapèze  autour  de  la  grande  base  a.  Application  :  «  =  100'"  ; 
b  ==40™;  c  :=  35'";  d  =^  48'".  (a  et  c  sont  les  deux  bases). 

Vérifier  que  si  x.  y,  z,  sont  en  progression   arithmétique,  il  en  est  de 

même  de  x-  -\-  xy  +  y- 

X'^  +   XZ  +   Z' 

y^   +  ys  +  z' 
Trouver  le  rapport  des  raisons. 

—  Deux  circonférences  dont  les  centres  sont  en  A  et  en  B  et  dont  les  rayons 
sont  a  et  6,  se  touchent.  On  leur  mène  une  tangente  commune  CD,  qui  coupe 
la  ligne  des  centres  en  D.  et  touche  en  G  la  grande  circonférence.  Trouver 
l'expression  des  surfaces  des  deux  triangles  ACD,  ECD.CE  étant  perpendiculaire 
sur  AB.  Application  :  a  =  62  ;  6  =  27. 

—  Trouver  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 


log  v'Sa-  +  8  H log  (20;  +  3)  =  log  i5. 

—  Trouver,  par  une  construction  géométrique,  le  rayon  d'un  cercle  dont  la 

5 
surface  .soit  les  — ~  de  celle  d'un  cercle  de  rayon  donné  R. 
it) 

,      '^x  +  3 

—  Déterminer  le  maximum  de  — 

—  Sur  un  triangle  équilatéral  de  côté  o  pris  comme  base  commune,  on  cons- 
truit un  prisme  droit  et  une  pyramide  régulière  de  même  hauteur  que  le  prisant; 
déterminer  cette  hauteur  de  telle  sorte  que  la  surface  latérale  du  prisme  soit 
égale  à  trois  l'ois  celle  de  la  pyramide. 

r>-  I         P-  .•  A-    +    2  'ix  -\-  4 

—  Résoudre  1  équation    =  — 

1   +  20;  j  +  4^ 

—  La  somme  des  côtés  de  deux  cubes  est  a.  la  somme  de  leurs  volumes  est 
h\  Calculer  les  longueurs  des  côtés  de  ces  cubes,  a  étant  supposé  constant, 
trouver  le  minimum  de  b  pour  que  le  problème  soit  possible.  Application  : 

a  =■  10;  b  :=  -j. 

—  Résoudre  a  -\-  b)  x  +  (a  —  b]  y  =^  lab 

[a  +  c]  y  +  [a  —  c^x  =  lac. 

—  On  donne  un  tronc  de  cône  à  bases  parallèles;  les  rayons  de  bases  sont 
a  et  6  ;  l'arête  c  est  la  somme  des  deux  rayons.  Quelles  sont  les  propriétés  de  ce 
tronc  de  cône  ?  Trouver  le  rapport  du  volume  à  la  surface  totale. 

—  Quel  est  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'expression  [x —  2)-  +  [ix —  i)-. 
Trouver  la  valeur  corresi)ondante  de   r.  —  A'érilication. 

—  Calculer  l'angle  d'un  secteur  tel  que  l'aire  du  triangle  formé  par  les  deux 

iM\ons  et  la  corde  soit  —  de  l'aire  du  cercle. 
7 

—  Dans  un  trapèze  ABCD,  on  donne  AB  =  a  ;  Bt:  =  6  ;  CD  =  r  ;  DA  =  (/. 
(Calculer  les  angles  .4,  B,  C.  D.  .V]iplication  :  a  =  100;  6  =:  16;  f  =  70;  f/=:  28. 
(a  et  c  sont  les  bases,. 

—  La  différence  des  rayons  de  deux  sphères  est  a.  celle  de  leurs  volumes  est 
6',  Calculer  les  rayons.  A|)plication  :  r/  ^8;  /y  =  12. 
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—  Résoudre 

(n  +  bx]{b  —  ax]  +  (b  —  cx)(c  +  hx]  +  [c  —  ax](a  -j-  ex]  :=  o. 

—  Trouver  l'expression  du  poids  d'un  Ironc  de  pyramide  à  bases  carrées,  la 
longueur  des  côtés  de  base  étant  a,  b;  la  hauteur  h.  On  donne.la  densité  d  de  la 
substance  dont  est  formée  la  pyramide.  Application  : 

a  =  1 1  ;  6  =  5  ;  /)  =  1 2  ;  d  =  2,57. 

—  Résoudre  le  système   {2x  -{-  b)  cos  l  =  a  sin  2I  +  y; 

{2.y  +  a)  sin  Z  =  6  sin  2I  +  x. 
Simplifier  les  valeurs  de  x  et  de  ?/.  et  vérifier  qu'elles  satisfont  aux  équations. 


PARIS 

Novembre  1880. 

Dans  le  triangle  ABC,  on  donne  les  deux  côtés  AG  —  b,  et  AB  —  c,  et  l'c^n 
propose  de  calculer  le  troisième  côté  BC.  sachant  que  le  rapport  des  segments 
BD  et  DC.  déterminés  sur  ce  côté  par  la  hauteur  AD,  est  égal  au  rapport  de 
deux  lignes  connues  m  et  n. 

—  Etant  donné  un  cercle  de  rajon  R  et  un  diamètre  AB,  mener  à  ce  dia- 
mètre AB  une  parallèle  GD  telle  que  la  surface  du  trapèze  ABGD  soit  dans  un 
rapport  déterminé  K  avec  le  carré  de  la  hauteur  du  trapèze.  _ 

—  Dans  un  triangle  ABC,  le  côté  AB  est  égal  à  sff.  le  côté  AC  est  égal  à  sj-i. 
et  l'angle  C  est  égal  à  60°.  Calculer  sans  tables  :  1°  le  côté  BC;  2"  le  sinus  el 
le  cosinus  de  chacun  des  angles  A  et  B. 

—  On  donne  le  rayon  r  du  demi-cercle  AOB;  déterminer  la  distance  AD  au 
point  A  de  la  perpendiculaire  GD  au  diamètre  AOB,  de  telle  façon  que  le  rapport 
de  la  somme  des  volumes  décrits  par  les  segments  AmG.  GuB  au  volume  décrit 
par  le  triangle  ACB  dans  sa  rotation  autour  de  AB  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

—  Partager  un  arc  donné  A  en  deux  parties  x  et  y  telles  que  tgx  -\-  tgy 
soit  un  minimum. 

—  Trouver  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  satisfaisant  à  l'équation  sin  2  ,r 
=  a  ces  X.  On  fera  en  particulier  a  =  i,  a  =  2,  «  =  JT,  a  —  \IT,  et  dans 
chacun  de  ces  quatre  cas,  on  donnera  en  degrés  la  plus  petite  valeur  de  l'arc  x 
répondant  à  la  question. 

—  Étant  donné  un  cône  circulaire  droit  dont  le  rayon  de  base  est  0,  et  le 
côté  b,  calculer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  de  même  hnuteur 
que  le  cône  donné,  sachant  que  la  somme  des  surfaces  des  deux  bases  du  tron:^ 
de  cône  est  égale  à  la  surface  totale  du  cône,  et  que  la  dillerence  entre  le  volume 
du  tronc  de  cône  et  celui  du  cône  est  égale  au  volume  d'un  cylindre  de  même 
hauteur,  ayant  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  de  cône  par  un  plan 
jiarallèle  aux  bases  mené  par  le  milieu  de  la  hauteur. 

—  Étant  donné  un  triangle  isoscèle  ABC.  dont  la  base  BC  est  égale  à  a,  el  la 
hauteur  AD  est  égale  à  b,  on  mène  une  parallèle  à  la  base  BC,  on  joint  le 
milieu  D  de  la  base  aux  points  E,  F  où  cette  parallèle  rencontre  les  deux  côlés 
égaux  du  triangle,  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  la  ba.se  BC;  on  demande 
(le  calculer  la  longueur  de  cette  parallèle  EF  de  façon  que  le  volume  engendré 
par  le  triangle  AEF  tournant  autour  de  BC,  soit  égal  à  deux  fois  le  volume 
engendré  par  le  triangle  EDF  tournant  autour  de  la  même  droite  BC. 

—  Résoudre  les  équations    tg  a;  +  cotg  y  =  a 

cotg  x  +  tgy=ih 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 

POSÉES  EN  1877  POUR  LES  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES  INSTITUTS  TECHNIQUES, 

LES  ÉCOLES  DE  MARINE  MARCHANDE 

ET  LES  ÉCOLES   SPÉCLALES    DU  ROYAUME   D'ITALIE 


I 

La  longitude  de  Rome  à  l'ouest  de  Berlin  est  o,oo3,  el  celle  de  Vienne  à  l'est 
delà  même  ville  est  0,008;  on  suppose  les  longitudes  exprimées  en  parties 
décimales  du  jour  (36o  degrés).  Les  latitudes  de  Rome  et  de  Vienne  exprimées 
en  degrés  et  parties  décimales  de  degré  sont  respectivement  41,902  et  48,210. 
Calculer  la  plus  courte  distance  de  Rome  à  Vienne  en  supposant  la  surface 
de  la  terre  sphérique. 

—  Quelle  est  la  condition  nécessaire  et  suflTisante  pour  qu'on  puisse  inscrire 
un  cercle  dans  un  parallélogramme?  En  supposant  cette  condition  remplie, 
construire  le  centre  du  cercle,  et  en  trouver  le  rayon  en  fonction  du  périmètre 
ot  de  la  surface  du  parallélogramme. 

II 
Un  observateur  placé  sur  la  cime  d'une  colline  voit  devant  lui,  dans  une 
même  direction,  deux  pierres  miliaires.  L'angle  de  dépression  pour  l'une  est 
de  5",  pour  l'autre  il  est  de  i5".  On  demande  la  hauteur  de  la  colline  au-dessus 
du  plan  horizontal  de  la  route.  On  suppose  que  le  mille,  distance  enti'e  les  deux 
pierres,  vaut  i.3oo  mOtres. 

—  Démontrer  que  les  points  de  concours  des  faces  d'un  tétraèdre  sont  les  som- 
mets d'un  autre  tétraèdre  semblable  au  tétraèdre  donné.  Trouver  le  rapport 
de  leurs  volumes. 

III 

On  donne  un  demi-ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical,  et  une  droite  donnée 
par  ses  deux  jn-ojections.  Trouver  en  projection  et  en  vraie  grandeur  l'intersec- 
tion de  ce  solide  avec  un  plan  qui  passe  par  un  point  de  la  surface  ellipsoïdale 
donné  en  projection  horizontale,  et  qui  soit  perpendiculaire  à  la  droite. 

—  On  a  deux  plans  dont  les  traces  horizontales  ne  se  rencontrent  pas  dans 
les  limites  de  la  figure.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  soit  ])er[)en- 
diculaire  aux  deux  plans   donnés. 

IV 
Par  deux  points  donnés,  mener  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  ré/olution. 

—  On  donne  un  cône  droit,  et  un  plan  donné  par  ses  traces.  Déterminer  un  plan 
passant  par  un  point  donné  de  la  surface  conique,  et  parallèle  au  plan  donné  : 
puis  trouver  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  l'intersection  du  plan  et  de 
la  surface  conique,  ainsi  que  la  transformée  de  la  ligne  d'intersection  dan>. 
le  développement  de  la   surface. 

V 

—  Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  trapèze  dont  on  donne  les  oùlés  : 

ab  -=:  60;    cd  =  102,1  ;    bc  =  45.3;    da  =  48,0. 
Les  côtés  parallèles  sont  ab  et  de  ;  l'unité  de  longueur  est  le  mètre. 

—  Un  observateur  est  situé  à  une  hauteur  donnée  au-dessus  de  la  surface  de 
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la  terre  supposée  spliérique.  Quelle  est  la  partie  de  cette  surface  qu'il  voit,   et 
quel  est  le  volume  du  segment  compris  sous  la  surface  vue? 

—  Un  tronc  de  pyramide  triangulaire  a  2'". 56  de  hauteur,  les  côtés  de  la  base 
inférieure  sont  0.76  ;  0,48  ;  0.34  ;  ceux  de  la  base  supérieure  sont  o,38  ;  0,24  ; 
0,17.  Calculer  le  volume  du  tronc. 

YI 

—  On  donne  deux  plans  qui.ne  se  rencontrent  pas  dans  les  limites  de  1  épure, 
et  un  point  hors  de  ces  deux  plans.  Déterminer:  Tintersection  des  deux  plans; 
la  perpendiculaire  menée  du  point  sur  cette  intersection,  et  les  angles  de  cette 
perpendiculaire  avec  chacun  des  deux  plans. 

—  Construire  un  trièdre  connaissant  les  deux  angles  plans  a  =  65°  ;  [i  :=  83"; 
et  l'angle  dièdre  A  =  75"  opposé  à  la  face  a. 

VII 

—  On  connaît  les  côtés  AB  =  8"'.95  ;  BC  =  12'", 10;  CD—  7'",2o;  et 
AD  =  18'", 5o  d'un  trapèze  quelconque,  do^it  les  bases  sont  BC  et  DA.  On 
demande:  1°  la  surface  de  ce  trapèze;  2°  le  rayon  du  cercle  équivalent. 

—  Quel  doit  être  le  rayon  d'un  cercle  pour  que  la  surface  du  carré  inscrit 
soit  de  86"'q,5o9. 

VIII 

—  On  donne  un  plan  que!con(jue  déterminé  par  ses  deux  traces,  et  la  projec- 
tion horizontale  d'un  point  du  plan.  On  demande  de  mener  par  ce  ]toint  une 
horizontale  du  plan,  et  de  faire  passer  par  cette  horizontale  un  plan  ipii  fa.sse 
avec  le  premier  un  angle  de  56  degrés. 


SUR  LA  SERIE  DE  TAYLOR 

Par  .M.  a.  de   Liongchamps,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au 

Lvcée  Charlemagne  (*). 


1.  —  Considérons  l'identité: 

..    ,         f(x)  —  f(a)    .  ,    y. 

f{x)  =  1 '- '- iJ-  —  a)  -j-f  (a) 

X  —  a 

f  ix)  —  f'(a) 

et  ])Osons     o{x)  =  ^— — ■ — - 

X  —  a 

,    On  aura  par  des  dérivations  successives  : 

f(x)  =  {x~  a)  cp(x)   +  f(a) 

f(x)  =  (x  —  a)  cp'la;)  -f-  olx) 

[*]  Cette  démonstration  de  la  .série  de  Taylor.  trouvée  par  nous  récemment, 
n'est  peut-être  pas  nouvelle;  au  moins  dans  (juelques-unes  de  .ses  parties. 
M.  Catalan, à  qui  nous  l'avons  communiquée,  croit  qu'elle  ét^iit  donnée  en  1832 
par  M.  Lefébure,  dans  son  cours;  il  l'attribuait  à  Ampère. 


fix)  ==  {X  —  a)  o(x)  -\-  2-:j'{x) 

fip){x)  =  (X  —  a)  cp(i')(œ)  +  p'Jp  "  ^Hx) 
Multiplions  ces  égalités  respectivement,  par 

fi  —  X  [a  —  xY  (a  —  x)i\ 

I  '  1.2  '■■  1.2.../)' 

On  aura  l'identité,  qui  est  une  forme  de  la  série  de  Taylor  : 

/ia)==/'(x)  +  ^^^— ^/-(x)+    '"-'^>^'    f'ix)^   .    .    ,    . 

I  1.2 

,   .   .  +  '"  -  ^>''  f,  (ce,  +  '"-^^  ...  M.  ,1, 

l  .2.  .  .  p  '  1.2.../} 

Pour  retrouver  la  notation  habituelle,  on  voit  qu'il  sutïit 
de  remplacer  (a  —  x)  par  h. 

2.  —  Examinons  le  cas  particulier  de  la  fonction  entière, 
et  posons  f(x)  =  ko  œ'"  -\-  .    .    .     -f-  Am 

on  aura  z>ix)  =  ko  x'»  -  ^  -j-   •    •    • 

et  --."»- '•(ir)=  1.2...   (m—  i)Ao 

ou  -:,'"  -  '(.T)  =  —  /'"  (x). 

m 

La  formule  (l)  devient,  après  avoir  remplacé  a  —  x.  par  /;, 

fix  +  h)  —  fix)  +  —  f'(x)  -\ ^—  l'ix)  4-   .    .    . 

...  H /'"  (.X'). 

\  2  ...   m. 

o.  —  Dans  l'hypothèse  où 

fix)  =  x-"'-  , 
ou  a  f'{x)  =  ïnx"'  -  ^. 

/"'(a?)  =  mi  m  —  i).x-"'  -  ^ 


/■"'(a?)  =  [   .2   ...   m. 
et  la  formule  devient 

,     .  1      '"/'  ,   "M"'  —  I  )/t"  ,  ,     , 

ix  +  A)'"  =  X>"  A ./:'"  -    I  +  — —X'»  -  M-  .  .  .   +/('". 

I  1.2 

C'est  la  formule  du  binôme,  qui,  dans  cette  manière  de 
iaire  et  à  l'inverse  de  ce  qui  se  fait  ordinairement,  est  con- 
sidérée comme  une  conséquence  de  la  formule  de  Taylor. 
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4.  —  Pour  établir  la  série  de  Tajdor,  daus  le  cas  général, 
iious  nous  appuyerons  uniquement  sur  celle  remarque  qui  est, 
on  le  sait,  fondamentale  dans  la  théorie  des  équations  et 
constamment  usitée  :  qu'entre  deux  racines  consécutives  de  l'é- 
quation f(x)  ==  o 
existe  au  moins  une  racine  de  l'équation  f'(xj  =:  o. 

L'interprétation  géométrique  de  cette  proposition  est  encore 
bien  connue  et  peut  se  formuler  en  disant  que  si  la  courbe 
//  zir:  /(ce)  coupe  Taxe  Oa^  aux  deux  points  consécutifs  A,  B  ; 
il  existe,  entre  A  et  B,  un  point  M  de  la  courbe,  point  dont 
l'abcisse  est  comprise  entre  OA  cl  OB  et  pour  lequel  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Ox. 

Si  l'on  remarque  maiuleuanl  que  le  rapport 

fia)  —  f(x}    _    BT 

a  —  X  X'F 

il  sera  prouvé  qu'il  existe,  entre  les  points  A',  B',  un  point 

M'  pour  lequel  la  fonction  b'  prend  une  valeur  égale  à  celle 

BT 
de  .  —rrfT  :  avant  pose       OB  =  a  :         OA  =  x, 

AP       " 

on  a  0M  =  cc-j-6(a  —  x), 

et  l'on  peut  écrire  (6  désignant  un  nombre  compris  entre  o 

et  i),  cp(œ)  =  f'[x  -j-  f){a  —  x)]. 

o"  —  Ceci  posé,  on  aura  donc,  en  décrivant  et  considérant 
l'[n  +  ^^  (et  —  x)],  comme  une  fonction  de  fonction, 

cp'  (x)  ={i  —  0)    f'[x  -f  0  {a  —  x)] 
■J'  (ce)  =  (i  —  ^f  f"'[x  H-  0  (tt  —  x)] 


cpP  (ce)  =  (i  —  'y)P  />  +  '  [as  -j-  6  (a  —  x)] 
et  l'identité  (1)  devient: 

f{x  +  h)  =  f{x)  +  4  ^'  (^)  +  -TT  ^"'  (^)  +  •  •  • 

hv                              hP  +  ^  (i  —  (^)P 
...  -\ 6(1')  (x)  H- ^- -L-  6p  +  Wx  +  0  h) 

l    .   2    ...    p  I     .    2    .  .  .    p 

dans  laquelle  0  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i . 
C'est  la  série  de  Taylor  avec  la  forme  du  reste  donnée  par 
Gauchy. 

6.  —  Nous  ferons  une  dernière  remarque. 
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Si  nous  désignons  par  R;,,  le  terme  complémentaire  de  la 
série,  celui  qui  représente  la  somme  de  tous  les  termes  qui 

suivent  /(y)  (x), 

i  .  2  . . .  p 

la  première  forme  que  nous  avons  obtenue  pour  le  dévelop- 
pement, la  forme  (1),  prouve  que  l'on  a  exactement: 

^  (a  —  x)p  +  ' 

R^  =  -^ '- c^iPi    rc  a) 

Pour  calculer  ce  reste,  il  faudrait  donc  prendre  la  dérivée 

d'ordre  u,  de  la  fonction  ^^ — ,  ce  qui  peut  se  faire 

X  —  a 

par  la   formule   de  Leibnilz,   si  l'on  sait,  bien  entendu,   et 

comme  nous  le  supposons,  calculer  les  dérivées  successives 

de  f\x). 

Mais  on  peut  aussi,  et  plus  simplement,  calculer  les 
dérivées  de  o,  de  proche  en  proche,  par  voie  récurrente  en 
s'appuyaut  sur  )a  remarque  suivante. 

L'équation  (1)  peut  s'écrire 

fia)  =  f(x)  -f-  -^^  nx)  +     ^""-ffix)  +  .  .  . 

(  a  —  x)P  +  ^ 

l     .     2    .  .  .     (p  -\~   l)    ' 
L      1.2...  I.2...(p-fl)'  J 

ayant   ajouté    et  retranché,  comme    on    voit,  le  terme    en 

/■/'  +  i(x)  ;  mais  alors 

(a—x)P  +  ^                      {a  —  x)p  +  ^       ,.    ,     , 
l^p  +  ,  =  ^^ i -^p  ix) ^ — ■ — -  p  +  Ux) 

mais,  d'après  la  formule  (a), 

(a  —  x)p  +  ^ 
R,,  +  1  = ^ 7 — ■ — -<^P  +  \x). 

I    .    2    .  .  .     (p  -}-    I  ) 

(a  —  x,P  +  -^ 
On  a  donc — ■ -s^p  +  Ux) 

(a  —  x)P  +  ^       ,                 (a  —  xyp  +  i 
=  -^ ^P  (x) j — -  p  +  i(x), 

\    .2  ...  [)  l    .    2    .  .  .    i  p  -\-    l)    '  ^     " 

ou  eu  simplifiaut 

(a  —  x)cp/^  +  ^(x)  —  (/>  +  iyj(i'  (yX)  -f-  //'  +  \x)  =  o. 


—  S()  — 

(j'ëst  la  relation  de  récurrence  dont  nous  voulions  parler  ; 
elle  permet  de  calculer  cp'P  +  i',  quand  on  connaît  o  /')  et 
/'(p  +  <).  On  retrouve  ainsi,  et  il  ne  pouvait  en  être  différeni- 
nient.  la  relation  entre  /"/'  et  les  deux  fonctions  cp7'  ,  oP  -  ', 
que  nous  avons  établie  au  début  de  cette  note. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  ■:.   a.  Boqiit'l. 

[stdle,  voir  page  40  . 


—  Equation  générale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
deux  points  donnés  par  leurs  équations.  —  On  sait  qu'en  coor- 
données cartésiennes,  l'équation  générale  des  droites  qui 
passent  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données 
par  leurs  équations  Ax  -j-  B?/  -j-  C  =  o  et  A'./-  -f-  B'//  -]-  C  =  o 
est  Xx  -[-  %  +  G  -f-  ^-  {^-'^  +  B'(/  -|-  ti)  =:  o  ;  de  même,  en 
coordonnées  tangentielles.  l'équation  générale  des  points 
situés  sur  la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  par  leurs 
équations  uXq  -j"  '7/o  —  1  =  0,  ux^  -f"  vy^  —  1=0,  est 
uXq  -f-  vijo  —  I  +  y-  {i<-'\  -\-  vyi  —  i)  =  o.  En  effet,  cette 
équation  représente  des  points,  puisqu'elle  est  de  la  forme 
wX  -j-  i'Y  —  I  =0  ;  ces  points  ap})artiennent  à  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  donnés,  puisque  l'équation  dont  il 
s'agit  est  vérifiée  quelque  soit  y.  jîour  la  droite  dont  les  coor- 
données annulent  à  la  fois  uXq  -f~  ^'^0  —  i  et  uxi  -\-  viji  —  i , 
et  elle  les  représente  tous,  puisqu'on  peut  toujours  disposer 
du  paramètre  ;j.  de  manière  à  faire  coïncider  le  point  variable 
avec  un  point  donné  sur  la  droite  qui  joint  {x^ijo)  et  (Xiij^). 

Un    tel    point    ayant  i)Our    coordonnées    x  =  — - — ; — ~—^> 

Il ; — r— ,   il  suftit.    en    ellot,    pour  cela,    de   prendre 

I   -|-  K  ^  ^ 

a  =  K. 
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Xolation  symbolique. —  D'une  manière  générale,  l'équalion 

Au  -f-  By  -}-  C  ^  o  esl  l'équalion  du  point  ayant  pour  coor- 

,   .                              A                         B 
données  cartésiennes  x  = —  et  //  = :;-  ;    on   peut 

Ll  (_4 

aussi  l'écrire  sous  la   forme   homogène  Mi  -\-  Bv  -f-  Giv  =  o 

{IV  =1). 

On  la  représente  souvent  par  une  seule  lettre,  désignant 
une  fonction  linéaire  en  u  et  i;,  -rr  par  exemple,  par  analo^-ic 
avec  P  qui  représentera  la  fonction  linéaire  en  jc  et  ii, 
kx  -}-  B?/  4-  C  ou  Ax  -f  By  +  C/  (t  =  i). 

Les  équations  de  deux  points  étant  alors  tu  =;  o  et  /  =  o, 
l'équation  générale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  donnés  sera  tz  -\-  ix/  =  o  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  de  même  qu'eu  coordonnées  cartésiennes  l'équa- 
tion générale  des  droites  qui  ])assent  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  P  =  o  et  Q  =  o  est  P  -)-  XQ  -~.  o. 

Les  coordonnées  cartésiennes  du  point  particulier  qui  cor- 

resi)ond  ù  une  certaine  valeur  de  a  sont  alors  x  ■= '~  '"': 

—  B  -f  aB' 

■l  —  ~    G  -f  <j.G  ' 

Interprétation  de  a.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite.  —  Soient  respectivement  tt  =  o  et  /  =  o  les 
équations  de  deux  pointsprisessous  la  îonneux„-\-vi/Q —  i  =o 
et  uXi  -\-  viji  —  I  =  o  ;  un  point  quelconque  de  la  droite  qui 
les  joint  est  représenté  par  l'équation  tt  -\-  y./  ==  o,  et  nous 
avons  vu  plus  haut  que,  pour  faire  coïncider  ce  point  avec 


celui  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  :  x  = 


a-o  -f  Kxi 


I  +K  ' 

?/"  4-  K(/i      -1  .     ,  -,  T- 

Il  =  — r-T^ — j  il  iSLut  prendre  a  =  Iv. 

I  4-  Jû>- 

Or  on   sait  que  K  représente  le  rapport  des  distances  du 

point  (x,  //)  aux   points  (x^,  //„)    et    {x^,  y^)   {-),  ce  rapport 

avant  un  certain  signe  quand  le  point  (xij)  est  entre  les  deux 


[*)  On  (lénionlre.  en  ('H'et.  ces  formules  dans  tous  les  cours  élémentaires  de 
géométrie  anaij  tiiiue. 
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points  donnes,  et  le  signe  contraire  quand  il  laisse  ces  deux 
points  d'un  même  côté  de  lui-même. 

Puisque  y.  n'est  autre  chose  que  K,  on  a  donc  ainsi  la 
signification  de  u.. 

Si  l'on  veut  introduire  dans  les  calculs  les  distances  MM^ 

MM  n 

et  MMi  elles-mêmes,  on  pourra  poser  -^'^-  =  K  =  —  =:  <j., 

^  ^  MMi  m 

et  l'on  aura  : 

m  -\-  n      '  m  -j-  n 

Soient  maintenant  les  quatre  points  en  ligne  droite  -  =  o, 
y=  o,  -j:  -}-  \J'/,  =  o,  TT  -f-  l-*-/  =  o,  a  et  a'  ayant  la  signifi- 
cation que  nous  venons  d'obtenir.  Nous  appellerons  rapport 

anharmomque  de  ces  quatre  points  le  quotient -V-j  et  nous 

[7. 

retomberons  ainsi  d'une  manière  purement  analytique  sur  la 

,,„      .    ,  ^       -^r     r,,  ^  r^  '^  ^^  ^^  MM^         MM, 

définition  de  M.  Lhasles.  Car  -V= 


m  m  MMi  M'Mo 
c'est  donc  le  quotient  du  rapport  des  distances  du  troisième 
point  M  aux  deux  premiers  Mo  et  M^,  par  le  rapport  des 
distances  du  quatrième  point  M'  aux  deux  premiers. 

Mais  il  est  bien  certain  que  les  numéros  des  points  con- 
sidérés sont  absolument  arbitraires;  par  conséquent,  il  y 
aura,  à  priori,  autant  de  rapports  anharmoniques  de  quatre 
points  en  ligne  droite  que  l'on  pourra  former  de  permutations 
de  quatre  lettres,  c'est-à-dire  vingt-quatre  ;  mais  ces  rapports 
se  réduisent  d'abord  à  six  distinctes,  et,  de  plus,  ils  sont 
tous  fonctions  de  l'un  d'eux,  de  sorte  que,  l'un  étant  déter- 
miné, les  autres  le  sont  également.  On  peut  donc  n'en  con- 
sidérer qu'un  (*). 

Valeur  (jénérale  du  rapport  anhannonigue  en  fouet/on  des 
paramètres  des  quatre  points  considérés.  —  Dans  la  valeur 
précédente  du  rapport  anharmonique^  les  deux  points  qui 
déterminent   primitivement  la    droite  des  quatre  points,  et 

(*)  Nous  avons  donné  dans  notre  Géométrie  analjtiquo,  la  démonstration 
complète  de  ce  fait,  dans  le  §  intitulé  :  «  Rapport  anliarmonique  de  giialre points 
en  ligne  droite  ». 
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auxquels  convient  parfaitement  le  nom  de  points  de  base 
adopté  par  Clcbsch,  interviennent  par  eux-mêmes;  il  est 
important  d'obtenir  une  expression  plus  générale,  se  rappor- 
tant à  quatre  points  absolument  quelconques  sur  la  droite 
dont  il  s'agit.  Soient  donc  a^,  <j.^,  y.^,  >j.^  les  paramètres  des 
quatre  points  considérés.  Si  l'on  considérait  les  deux  pre- 
miers comme  points  de  base,  en  posant  tt  -}-  y-i/  =  ;,  et 
~  -f-  [-/-aX  =  Y,,  les  deux  derniers  s'écriraient  ;  -)-  ^'1  =  o  et 
;  -j-  v'r,  =  o,  et  le  rapport  anharmoniquc  aurait  pour  valeur 

V 

—7-.  Or,  il  suffit  pour  cela  de  poser: 

~  +  l'-iA  =  -  +  y-i7.  +  ^'(~  +  [J-2/j  =  o 
^  +  'MV.  =  ^  +  y-iX  +  ^^1  et  (-  H-  a^/j  =  o 
ce  qui  donne  : 

ij-i  -f-  v';x.2 


y-l     ~f~     ^^'-'■2 

I  4- V 

d'où  l'on  tire  : 

■  —  y-3 

—  y-3 

—  :-'-2 

Des  lors    —  =  -î-^ 

y-3 

et 


et  v'  = 


Cette  expression  fournit  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  en  ligne  droite,  en  fonction  des  paramètres  qui  défi- 
nissent ces  points  en  coordonnées  tangentielles,  et  cela 
indépendamment  des  points  pris  comme  points  de  base  sur 
la  droite. 

—  Dans  la  suite,  nous  supposerons  bien  connue  la  théorie 
du  rapport  anharmonique,  telle  qu'on  l'expose  ordinairement 
en  géométrie,  et  conséquemment  aussi,  nous  admettrons 
comme  parfaitement  acquises  les  propriétés  de  son  cas  par- 
ticulier le  plus  remarquable,  qui  est  la  division  harmonique, 

Pour  simplifier  les  notations,  nous  représenterons  doré- 
navant par  M,j  =  o,  l'équation  d'un  point  M^,  cette  équation 
étant  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  uXq  -j-Vy^  —  i  =o, 
ou  At<„  -j-  Bi'o  -j-  Go  =  o;  et  de  même  nous  désignerons  par 
Po  =  o,  l'équation  d'une  droite  P^,  cette  équation  étant  de 
la  forme  u^x  -{-  l\!J  —  i  =  o,  ou  de  la  forme  X^x  -j-  B^y 
+  C,  =  o. 
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De  la  correspondance.  —  Uu  point  M  de  la  droite  M„  Mj 
ayant  ainsi  pour  équation  -[-Mq  uM^  =  o  et  une  droite  P  du 
faisceau  P(,  Pi  (c'est-à-dire  passant  par  le  point  de  rencontre 
des  deux  droites  P^  et  Pj)  élant  représentée  par  l'équation 
Pu  -|-  àPi  =  o,  ou  peut  considérer  un  point  et  une  droite  pour 
lesquels  on  ait  \  =  ;x,  et  les  appeler  correspondants. 

Conditions  de  projectivité  des  figures.  — Si  Fon  considère  ainsi 
sur  une  même  base,  trois  points  quelconques,  et  dans  un  même 
faisceau  trois  droites  qui  soient  en  correspondance  avec  les  trois 
points,  on  reconnaît  facilement  que  pour  qu'un  quatrième  point 
de  la  base  soit  en  correspondance  avec  une  quatrième  droite  du 
faisceau,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  ij  ait  entre  les  paramètres  À  et  [j. 
en  relation  du  premier  degré  par  rapport  h  ces  paramètres  con- 
sidérés séparément,  c' est-à-dire  une  relation  de  la  forme 

a\[j.  -j-  1j^^  -j'  c;-»-  -|-  d  =  o 
telle  qu'il  une  valeur  donnée  de  \  corresponde  une  seule  valeur 
de  [j.  et  réciproquement. 

Soient,  en  effet,  À^,  a^,  A3,  les  paramétres  des  trois  premières 
droites;  ai.a2,a3,  paramètres  des  trois  premiers  points,  seronl. 
par  hypothèse,  respectivement  égaux  ù  1^,  À;  ÀgjX^et  a^  étant 
les  paramètres  de  la  quatrième  droite  et  du  quatrième  point, 
on  devra  avoir  identiquement 

a\\  +  ftXi  +  cXi  -\-d  =  o 
al-.i  +  '^^-2  +  ''^'2  -\-  d  =  o 
aAg^  +  ^^-3  +  CA,  -\-  d  =  o 
al^'j-i  -\-  bl^  -\-  cj-i  -{-  d  =  o 
Ces  quatre  relations  sont  homogènes  et  linéaires  en  a,  b, 
c.  d,  quantités  qui  ne  sont  pas  nulles,  simultanément;  donc 
il  faut  et  il  suttlt,  pour  qu'elles  aient  lieu  à  la  fois  que  le 
déterminant  de  leurs  coctïicicnts  soit  nul,  c'esL-à-dire  que 
l'on  ait 

y  1,  X,  I 
I 
1 
I 

Ce  que  l'o.i  peut  écrire,  en  retranchant  les  éléments  de  la 
deuxième  colonne  de  ceux  de  la  troisième  ; 


K' 

\ 

Al 

1,^ 

\ 

l. 

A3' 

h 

^3 

>-.Mi 

Àc 

'.■>■'. 

a^  _ 


V 

\ 

o 

I 

h'     A, 

o 

I 

^3                 H 

o 

I 

A;  y-,        A,     \)..^ 

—  K 

I 

Ce  déterminant  se  réduit  à 

: 

V 

^■] 

I 

(K  —  l^i) 

1,^ 

^2 

I 

À,?- 

À:, 

I 

=  o 


Or,  le  deuxième  facteur  de  ce  produit  est  identiquonienl 
égal  à  —  (Ài  —  hj  (À.,  —  A3)  (l-i  —  Xi  ) 

et  comme  ou  suppose  /^  îi  1^  >  1^,  il  faut  que  l'autre  facteur 
soit  nul,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  /^  =  <j.^. 

Le  quatrième  point  et  la  quatrième  droite  sont  donc  cor- 
respondants, c.  q.  f.  d. 

Il  est  clair  que  la  démonstration  précédente  s'applique, 
sans  modifications,  à  deux  bases  difierentes  dont  les  points 
sont  unis  chacun  à  chacun  par  une  pareille  relation,  et 
aussi  à  deux  faisceaux  dilTérents  dont  les  rayons  satisfont  à 
cette  relation. 

Les  figures  présentant  la  correspondance  que  nous  venons 
d'étudier  s'appellent  figures  projectives.  On  trouve  dans  les 
Leçons  sur  la  géométrie  de  Clebsch  une  autre  démonstration 
de  ce  principe  de  projectivilé  ;  'mais  celle  que  nous  venons 
d'exposer  nous  semble  plus  précise. 

Deux  figures  projectives  par  rapport  à  une  même  troisième  sont 
projectives  entre  elles.  —  Les  cléments  correspondants  de  la 
première  et  de  la  troisième  figure  ont,  en  effet,  même  para- 
mètre; il  en  est  de  même  des  éléments  correspondants  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  figure;  ces  éléments  sont  donc 
aussi  correspondants  dans  la  première  et  la  deuxième  ligure, 
comme  ayant  même  paramètre. 

(A  suivre.) 
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QUESTION  213 

Solution  par  M.  Liégeois,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Soit  l'équation  à  coefficients  positifs. 

X™  —  a^x™  -  -1  +  32^'"  ~  ^  —  83^™  "•'+••• 
-f(—  i)P  ap  xm  -  I  -f  ... 

Il  !/  aura  drs  racines  imaginaires  si  l'une  des  conditiona  sui- 
vantes  est  remplie.      a.^  >  a- 


as  > 


I    .  2  .  m 
(m  —  i)(ni  —  2) 


(m— i)(m  — 2)...(m  — p+  i)  „„ 

cln    ^      d' 

I  .  2  . . .  p  .  mP  -  I 
(Laurent.) 

Les  coefficients  c/,,  a^,  ...  dp  étani  positifs,  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  ne  présente  que  des  varia- 
tions. La  transformée  en — 'x  ne  présente  que  des  perma- 
nences. Donc  l'équation  proposée  n'admet  pas  de  racines 
négatives.  Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  elles  sont  posi- 
tives. Supposons  qu'elle  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  soient 
rTj,  «2  ...  Xm  ses  racines. 

On  a  Xi  -\-  X2  -j-  .-•■}-  ocm  =  a^ 

X^  X^Xs   ...   Xm  =  (—  l)»»  +  1  a  m 

Si  nous  considérons  x^,  x^,  Xm  comme  ayant  une  somme 
constante  r/t  le  produit  de  ces  m  quantités  sera  maximum 
quand  elles  seront  toutes  égales  entre   elles.  Le  maximum 

(fi\  \^ 
) 
m  ) 

Or,  ces  quantités  ne  sont  pas  toutes  égales,  car  le  premier 

membre  de  l'équation  donnée  serait  le  développement  de  la 

puissance  ??i'"''   d'un  binôme,  ce  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 
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Donc  Om  < 

\  m 

quand  toutes  les  racines  sont  réelles 

Si  l'on  avait  am.  >  (  — 

\  m 

c'est  qu'il  j  aurait  des  racines  imaginaires. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  d'ordre  m  —  ^  et  égalons- 
la  à  zéro,  nous  aurons 

m(m  —  i)  . . .  {p  -\-  i)x   —  (m  —  i)(m  —  2)p  Oi  xp  -  ^  -\-  . . . 
+  (—  0?  ("^  —  p)  ...  2  .  i  .  np  =  o 
Cette  équation  ne  peut  avoir  de  racines  négatives.  Si  elle 
avait  toutes  ses  racines  réelles,  elles  seraient  positives  et 
l'on  aurait, 

I  .3   ...  p ^  /      jJ       Y 

''   m{in  —  r )  ...  (m  —  p  -{-  ï)    ^  \in  —  p  J      i 

(m  —  I  )  ...  (m  —  1)  4-  I  ) 

ou  a„  < î^ i—^ — -  a,P 

ï  .  2  .  p  .  mP  -  ^ 

Si  donc  l'on  a 

(m—  i)  ...  w  —  (p-f  i) 

a»  >  -^^ '■ ^i— ! — -  a,P 

i  .  2  .  . . .  p  .  mP  -  ^ 

c'est  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

Puisque  /'"  -  p  =  o  a  des  racines  imaginaires  4/""'  -  p  +  t 
:=  o  a  aussi  des  racines  imaginaires  et  ainsi  de  suite  en 
remontant  f(x)  a  des  racines  imaginaires. 

Si  nous  faisons  p  =  2,  nous  aurons 
m  —  I 


a 


i  .  2  . . .  m      < 
Si  nous  faisons  p  =  3,  nous  aurons 
{m  —  i)(m  —  2) 


I   .  2   .   T  .  m-        ' 

Nota.  —  A  i-ôsolu  la  même  quc-ition  :  ^I.  ihi  Afolel,  du  Ivoéo  Syint-Lfiuis 
(classe  de  M.  Liums). 
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QUESTION  2-26 

Solution  par  M.  Le  Pont,  élève  du  Lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  E.  Lucas). 


Démontrer  que  si  Von  a  Ja  relation 

(fl)"^+(gm)^  +(hiir  =o, 
les  deux  coniques  fyz  -(-  gzx  -f-  hx^^  =  o, 

\^lx  +  ^^™y  +  ^nz  =  o. 
sont  tanç/entes.  Trouver  les  coordonnées  de  leur  point  de  contact. 

Les  équations   des  tangentes  aux  deux  coniques  au   point 
X,  Y,  Z,  sont 

\/x         y  y         yz 

Identifiant  ces  deux  équations,  nous  aurons  les  égalités 

x(gz  -\-  /?//)    _    yUix  -f  fz)    _     zjfy  +  gx) 

Six                         S  m  y  \  nz 

fyz  gzx     hxy 


ou 


yix  ymy  ynz 

ou  en  divisant  par  xyz 

f  il       _       h 


z\nz 


fl  gm  lin 


{lx)-i  (my)-  (n: 

(fiy  (gmf  (hn)' 


par  suite  ^ 

y  Ix  ^m  y  \/nz 

et  comme  \'lx  -\-  \n)y  -\-  fnz  =  o, 

1  I  I 

on  a  aussi        (/'/)'  -f-  (gm)^  -\-  (hn)'  =o. 
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Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

x=-L-       >  =-^        --  =  — 

r  m  11' 

Nota.  —   M.  Simon,  élève  du  lycée  S^iint-Louis   (classe   de   51.  Lucas),  a 
résolu  également  cette  question. 


QUESTION  265 

^olulioii  p;ir  M.  Vernay.  du  Lycée  de  Lyon. 


—     -f-    y—      ^   I .    on  mène  en 

u)i pointa  de  celle  cowbe  une  laivjenle  qui  rencontre  les  axes  de 
coordonnées  en  A.  et  B.  On  achève  le  rectangle  ai/ant  pour  côtés 
OA  et  ÙB;soit  'SI'  le  sommet  opposé  à  0.  On  propose  de  trouver 
le  l'eu  décrit  par  M'  quand  M  décrit  la  courbe  donnée. 

Cela    fait,    on   projette    un  point    quelconcjue   de    la    courbe 

—     -|-  ^     ==  I  sur  les  axes  en   G   et  B  ;   on  joint  CD  : 

trouver  immédiatement  l'enveloppe  de  CD. 

—  H~   /  \^  ^  ^'^ 

Ce  point  satisfait  à  la  relation 


[fr+m'"-'       ('/• 


La  taneente  en  ce  point  est h  -^, =  i. 

^  ^  a"'        '       b'" 

En  faisant  //  =  o       puis  ce  =  o,  on  obtient  les   coordon- 


nées  du  point  M'       (2)       / 


y 


y  "'  ~  ' 

I^lliminons  as'  et /y'  entre  les  équations  (1)'  el,  (-i)  on  a  pour 
lieu  du  point  M'. 

m  m 
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2°  On  considère  la  courbe  - —  H~  /  =  i  et  on  pro- 
pose de  trouver  l'enveloppe  de  CD.  C'est  le  problème  précé- 
dent renversé.  On  connaît  l'équation  (3j  et  il  s'agit  d'en 
déduire  l'équation  (1). 

On  voit,  en  posant  »  =  ,  d'où     m  =  — - — ,  aue 

m  —  I  p  —  I       ' 

l'enveloppe  cherchée  a  pour  équation 

p  p 

b 


m-'Hi]'-'- 


y 

Nota.  —  Ont  résolu  l;i  même  question:  Mil.  Gilly,  à   Montpellier;  r.ardot, 
à  Nancy;  Boudénes,  à  Grenoble;  Baron,  lycée  Henri  IV. 


QUESTION  271 

Solution  par  M.  Andrieux.  élève  du  Lycée  de  Rouen. 


Trouver  le  coefficient  du  terme  en  xp  dans  le  développement 
suivant  :  (  i  -|-  x  -{-  x-  -{-  x"  -|-  .  .  .  x^  -  ^y. 

Supposons  d'abord  que  ce  terme  se  trouve  entre  i  et  .tp-i 
on  a  à  faire  le  produit 

i  -}-  X  -^  œ"^  -\-  x^  -\-  .  .  .  -}-  oCP   +  .   .  .  -j-  £c«  -  •< 
1  -\-  X  -\- x^  -{- x^  -^  .  .  .  -\-  xP  -j-  .  .  .  +  ce'»  -  1 
on  multiplie  les  termes  de  la  première  ligne  successivement 
par  ceux  de  la  seconde  ;  considérons  le  terme  en  xp  , 

Tous  les  termes  de  la  seconde  ligne  compris  entre  i  in- 
clusivement et  xP  en  donnent  chacun  un  qui  résulte  de 
l'addition  des  exposants  pour  former  p.  ainsi  i  en  donne 
un  multiplié  par  xp  .  x  en  donne  un  multiplié  par  xP  -  \ 
x'^  jDar  xP  -  -  et  ainsi  de  suite  ;  or  comme  il  y  a  ;j  -|-  i  termes 
le  coefficient  de  xP  est  (p  -j-  i).  Il  n'y  a  que  les  termes  qui 
ont  des  exposants  inférieurs  à  p  qui  puissent  donner  xP  par 
une  multiplication,  puisqu'on  ajoute  les  exposants  et  cha- 
cun ne  peut  en  donner  qu'un,  car  avec  un  nombre  donné 
il  n'y  a  qu'une  manière  d'avoir  p. 
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Supposons  maintenant  que  le  ternie  en  xP  soit  en  dehors 


de  (i  -|-«  +  .  .  .  +  X»  -  I). 


+  ....+  a^P 
+  .   .  .  .  -h  œP 


ï  -{-  X  -{-  X-  -{-  .  .  .  -f-  ^"  ~ 
I  -j-  ^  +  ^^  +  •  •  '  -\-  x"'+ 

Si  on  ne  considérait  pas  le  développement  jusqu'à  œ»  -  ^ 
le  coefficient  de  xp  serait  p  +  i  ;  mais  dans  le  cas  qui  nous 
occupe  le  coefficient  est  trop  fort,  car  on  a  ajouté  en  trop  des 
termes  qui  résultent  de  la  multiplication  des  (]J  +  t  —  n) 
premiers  termes  de  la  seconde  ligne  par  les  (p  -\-  i  —  ») 
termes  de  la  première  qui  suivent  x"'  -  ^  et  des  (j)  +  i  — ii) 
derniers  termes  de  la  première  ligne  par  les  (j)  -f-  i  —  ») 
premiers  termes  de  la  première  ligne,  donc  le  coefficient  de 
xP    est  p  -\-  2  —  2('p  -f-  I  —  '')  =  2/i  —  (p  +  0- 

Il  faut  évidemment  que  xp  se  trouve  dans  les  n  termes  qui 
suivent  x^  -  ^  sans  quoi  il  n'y  aurait  pas  de  termes  en  xP 
dans  le  développement. 


QUESTION   574 

ïiolntion  i);u'  M.  Gino-Loria.  à  Mantoue  (Italie). 


Elanl  donné  l'arc  za,  effectuer  la  somme  S  déterminée  par  la 
formule 

S  =  3  -f-  sin^  a  -j-  cos^  a  -|-  sùf  a  -f-  cos^  a  -f-  ... 
-f  .s^m2°  a  4-  co52n  a  -j-  ... 

La  série  donnée  peut  s'écrire 

S  =  I  -}-  sin-  a  -|-  siu^  a  -}-  sin"  o  -|-  ...  sin2"  a 
-j-  I  -f-  cos^  n  -j-  cos^  a  -j-  cos"  a  -{-  . . .  cos^'*  a 
I  [  sin^  a  -f-  cos'*  a 

ou    S   =  r-^; -\- 


I  —  sm-  a  r  —  cos'^  a  sm''  a  .  cos-  a 

4-  /• 

d'oïl  S  = : — =  4  cosec'^  2a. 

4  sin^  a  cos^  a 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  ilM.  Boulogne,  de  Lille;  .Toly,  <le 
Tarbes;  Daguillon.  <lu  lym'  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay. 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

299.  —  Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  du  péri- 
mètre aux  diamètres  des  trois  cercles  ex-inscrits  sont 
exprimés  par  des  nombres  entiers  est  rectangle.  Dire  la 
forme  de  ce  triangle.  (Geoffroy.) 

300.  —  On  donne  dans  une  circonférence  0  une  corde 
CD  et  un  diamètre  AB.  Déterminer  un  point  M  sur  la  cir- 
conférence, de  telle  manière  que  les  lignes  MC  et  MD 
déterminent  sur  le  diamètre  AB  des  segments  OH  et  01 
dont  le  rapport  soit  égal  à  un  rapport  donné.         (Delpit.) 

301. —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  la 
ruédiane  et  la  bissectrice  partant  du  sommet  de  l'angle. 

(Dcsmons.) 

302.  —  Étant  donné  un  segment  de  cercle  AGB,  C  étant 
le  milieu  de  l'arc  du  segment,  on  décrit  sur  les  droites  AC 
et  BG  des  circonférences  qui  se  coupent  sous  un  angle  égal 
à  l'angle  dont  le  segment  est  capable.  Quel  est  le  lieu  du 
point  de  rencontre  M  de  ces  circonférences?     (Desmons.) 

303.  —  On  donne  un  cercle,  et  un  point  fixe  P.  intérieur 
au  cercle.  On  demande  :  1°  quel  est  le  lieu  des  points  symé- 
triques du  point  P  par  rapport  aux  quadrilatères  inscrits 
ABCD,  dont  les  diagonales  sont  rectangulaires  et  passent 
par  le  point  P;  2"  quoi  est  le  li'?u  dei?  sommets  des  quadri- 
latères obtenus  en  menant  parles  sommets  des  quadrilatères 
ABCD  des  parallèles  aux  diagonales.  (Desmons.) 

304.  —  On  donne  deux  cercles  0  et  0',  et  on  mène  une 
sécante  SAA'  par  un  centre  de  similitude  S.  Par  les  points 
antihomologues  A  et  A',  on  mène  les  rayons  OA  et  O'A'  qui 
se  coupent  en  I,  de  même  les  tangentes  respectives  AH, 
AH,  qui  se  coupent  en  H.  On  joint  SH  et  SI.  S'  étant  le 


—  U3  — 

second  centre  de  siniililude.  On  demande  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  droites  SH  et  SI.  Si  l'on  prend  pour  centre 
d'inversion  le  point  S  et  pour  module  d'inversion  un  module 
tel  que  chaque  circonférence  se  change  dans  l'autre,  on 
demande  quelle  est  la  figure  inverse  de  l'axe  radical  des 
deux  ceicles.  {Desmons.) 

305.  —  On  donne  un  cercle  O.etparle  centrede  ce  cercle 
on  mène  deux  rayons  rectangulaires  OA  et  OB  ;  par  les 
extrémités  de  ces  rayons  on  mène  deux  droites  parallèles  à 
deux  directions  fixes  et  rectangulaires.  Ces  deux  droites  se 
coupent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  le 
système  AOB  tourne  autour  du  point  0. 

(De  Longchamps.) 

306.  —  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  isoscèle  ABC,  ou 
mène  une  sécante  AL  ;  on  prend  le  symétrique  M  du  point  C 
par  rapport  à  la  droite  AL,  et  on  mène  la  droite  BM,  qui 
coupe  AL  en  P.  Lieu  du  })oint  P  lorsque  AL  tourne  autour  du 
point  A.  (Malloizel.) 

Mathématiques  spéciales. 

307.  —  Former  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

a     ., 

U  =  ^'' 

a.  Etablir  que  la  dérivée  d'ordre  n  est  égale  au  produit 
de  la  fonction  elle-même  par  un  polynôme  entier  en  x,  Vn  , 
du  degré  n; 

b.  Démontrer  que  entre  les  divers  polynômes  P  existent 
les  relations  suivantes: 

P(t  =  F  n  —  i   -y-  fl  J'I  n 1 

P',i  =  naVn  -  I 
Pu  -  1  —  a./'Pn —  naVn  _  i  =  o. 
P"n  4"  axP'u  —  naP   =  o  ; 

c.  Démontrer  que,  si  a  est  négatif,  l'équation  P,(  =  o  a 
toutes  ses  racines  réelles; 

d.  Former  le  polynôme  P„  ,  en  se  servant  delà  troisième 
relation. 


X      ,      x{x  — 

-    T) 

1      x(x —  i){x —  2) 

.  +    .= 

3' 

—  u  — 

308.  —  a  et  6  étant  deux  quantités  réelles,  on  considère 
la  fonction  y  =  {x—  a)"'  {x  —  6)»"  ; 

On  demande  combien  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro 
la  dérivée  m'""  de  y  a  de  racines  réelles. 

309.  —  Étudier  la  série 

+   •    .    • 

310.  —  Sur  une  corde  AB  de  l'ellipse  comme  diamètre,  un 
décrit  un  cercle  qui  coupe  l'ellipse  en  deux  autres  points 
C  et  D.  On  demande  le  lieu  des  points  M  où  les  sécantes 
communes  AB  et  CD  se  rencontrent,  lorsque  AB  se  meut 
parallèlement  à  elle-même. 

311.  —  Par  Tuu  des  foyers  d'une  ellipse,  on  mène  deux 
cordes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  et  coupanl 
la  courbe  en  A,  A',  d  une  part,  en  B,  B'  d'autre  part  ;  dé- 
montrer que  la  somme  AA  -j-  BB'  est  constante,  et  trouver 
sa  valeur. 

312.  —  On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  qu'on  peut  lui  circonscrire.  Par 
un  point  P,  extérieur  à  l'ellipse,  on  mène  les  deux  tangentes 
PA  et  PB  à  l'ellipse.  On  prolonge  la  corde  des  contacts  AB 
jusqu'à  sa  rencontre  en  C  et  D  avec  le  cercle.  Faire  voir 
analytiquement  et  géométriquement  que  les  angles  CPA, 
BPD  sont  ésraux. 
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plus  de  dévelopijoment  pour  certaines  questions;  aussi  voyons-nous  avec  plaisir 
la  nouvelle  édition  complétée  par  l'étude  de  théories  très  souvent  demandées 
dans  les  examens,  présentées  ici  avec  un  degré  de  rigueur  ipii    n'exclut   pas 


—  Do  — 

cependant  une  exiiosiliuii  très  élémentaire,  mise  à  la  portée  de  tous  les 
élèves  qui  veulent  travailler  avec  un  peu  d'attention.  >'ous  citerons  plus  parti- 
culièrement : 

Les  conditions  pour  qu'un  [lolynôme  soit  identiquement  nul,  ou  pour  ((ue 
deux  polynômes  soient  identicjues  ; 

Les  valeurs  d'une  expression  algébrique  qui  prend  des  formes  illusoires; 

La  discussion  des  formules  qui  iiermettent  de  résoudre  un  système  de  trois 
é(iuations  à  trois  inconnues  ; 

L'étude  de  la  variation  de  la  fraction  du  second  degré; 

La  recherche  des  maxima  et  miniuia  par  la  méthode  des  coellicients  indéter- 
minés. 

Nous  avons  la  certitude  que  cet  ouvrage,  étudié  avec  soin  par  les  élèves  de 
mathématiques  élémentaires,  qui  se  préoccuperont  de  faire  les  exercices  gradués 
proposés  à  la  lin  de  chaque  chapitre,  les  mettra  en  état  de  comprendre,  et  de 
pouvoir  résoudre  la  plus  grande  partie  des  difficultés  que  peut  présenter  un 
examen,  de  la  force  de  ceux  qu'ils  ont  à  subir. 


Eléments  de  géométrie,  suivis  d'un  complément,  par  M.  Aniiot.  —  A''oi<- 
velte  édition  revue  et  augmentée  par  M.  Vintcjoux,  professeur  au  Lycée 
Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Delagrave. 

Le  succès  légitime  obtenu  par  l'ouvrage  de  M.  Amiot  nous  dispense  d'en 
l';dre  l'éloge.  Il  est  probable  cependant,  (jue  l'auteur  ne  lui  aurait  pas  laissé, 
dans  ses  diverses  éditions,  constamment  la  même  forme,  et  qu'il  aurait  apporté 
dans  la  rédaction,  les  modilications  exigées  par  les  changemenis  mêmes  qu 
s'introduisent  peu  à  peu  dans  l'enseignement  de  la  géométrie.  11  était  difficile 
de  tenter  de  se  substituer  à  l'auteur  primitif,  et  de  changer  son  œuvre,  sans 
craindre  d'en  modifier  l'esprit.  C'est  ce  ([u'a  fait  M.  Vintéjoux,  avec  grand 
succès.  Nous  signalerons  en  particulier  son  cinquième  livre,  dans  lequel  il  gé- 
néralise déjà  les  questions  sur  la  droite  et  le  plan  dans  l'espace.  La  partie  la 
plus  importante  de  cette  nouvelle  édition  est  certainement  l'introduction,  dans 
le  Complément,  de  quelques-unes  des  théories  qui  forment  ce  que  l'on  appelle 
encore  (jéomélrie  moderne,  telles  (juc  les  transversales,  les  axes  radicaux,  la 
division  harmonique  et  l'inversion.  Ces  diverses  théories  devraient  être  main- 
tenant couramment  enseignées  en  mathématiques  élémentaires.  Déjà,  dans  le 
corps  de  l'ouvrage  l'auteur  a  donné  plus  de  développements  que  ne  l'avait  fait 
M.  Amiot  dans  les  éditions  précédentes  aux  Ugures  homothétiques  à  deux  et 
trois  dimensions,  à  la  .symétrie  et  aux  propriétés  métriques  des  ligures  planes. 

La  lecture  de  cet  ouvrage  nous  fait  vivement  désirer  de  voir  le  professeur, 
qui  a  si  bien  interprété  la  pensée  de  M.  Amiot,  reprendre  et  compléter  un  autre 
ouvrage  du  même  auteur,  maintenant  introuvable,  les  Leçons  nouvelles  de  Géo- 
métrie, où  |)rôcisément  M.  Amiot  avait  étudié  au  point  de  vue  des  élèves,  les 
théories  qui  constituent  la  base  de  la  géoiiétrie  moderne.  Il  nous  semble  qu'en 
faisant  entrer  dans  cet  ouvrage  les  modifications  que  le  développement  de  la 
géométrie  a  rendues  nécessaires,  on  pourrait  en  faire  une  bonne  introduction  à 
l'étude  de  la  géométrie  supérieure. 


ExEKCicES  ET  PROBLÈMES  j)'.VL{iÈBRE.  p(ir  .U .  Tzaut^  professeur  à  l'école 
cantonale  à  Lausanne.  —  Seconde  partie.  — Paris,  librairie  Gauthier-Viliars. 


—  96  — 

Cet  ouvrage,  dont  nous  avons  signalé  autrefois  la  prcniiéro  partie  comprend 
des  exercices  sur  les  radicaux,  les  équations  du  second  degré,  le  binôme  et  les 
déterminanis.  Les  exemjiles  numériques  y  sont  1res  nombreux;  les  systèmes 
d'équations  simultanées  préicnteiit  parfois  des  dillicullés  dans  leurs  solutions. 
>iOus  devons  dire  que  nous  aurions  aimé  voir  dans  ce  recueil  un  nombre  plus 
considérable  de  problèmes  proprement  dils,  et  surtout  de  ces  problèmes  si 
intéressants,  tant  par  eux-mêmes  iprau  point  de  vue  des  examens,  de  Tappli- 
calion  de  l'algèbre  aux  questions  de  génmétrie.  L'ouvrage  aurait  ainsi  mieux 
répondu  aux  besoins  de  notre  enseignciiienl  en  France. 

A.  M. 


ERRATUM 


La  queslion  2H1  doit  être  rectiliée  comme  il  suit  : 
Résoudre  le  système 

1  I  I 

(uc  —  btj  —  I  bij  —  ax  —  I  a.r  -(-  by  —   i 

l.i-  -\-  ay  =^  m. 

V  ,.        N 

1)  MIS  le  niiméi'ode.lunvier.  page  8.  ligneO.  aulieu  de .  il  laut  lire . 


AVIS 


Nous  n'avons  pas  reru  la  solution  des  questions  n"*  i±l.  233.  236.  231.  2M. 
2W,  :247,  262.  Nous  ]jrions  nos  lecteurs  de  nous  les  envoyer;  nous  les  prions 
aussi  de  nous  envoyer  les  questions  du  baccalauréat  données  aux  sessions  de 
.Juillet  et  de  Novendjre. 


Le  Rédacleur-Géranl,. 
J.  KOEHLER. 


IMI'lil.MKKlt    CKNTKAI.E  I)i:S  j;HKill.\S  DK   FKl;.    —    A.    CUAIX    liT    ('.' 

r.Ui-:  uiiUGi'iuii,  20,  a  pauis.  —  990-1 
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NOUVELLE    MÉTHODE 

POUR  LE  CALCUL 


DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE 

Par  li,  Geoffroy, 

Répétiteur  à  l'École  Centrale,  Professeur  au  Collège  Chaptal. 

[Suite,  V.  page  49.) 


Nous  avons  exposé,  précédemment,  une  méthode  permet- 
tant d'obtenir  par  des  considérations  élémentaires,  le  déve- 
loppement du  nombre  tt  en  série  convergente.  Nous  nous 
proposons  d'établir,  pai"  des  considérations  du  même  ordre 
d'autres  expressions  en  série  de  la  valeur  de  tt. 

Supposons  qu'on  ait  partagé  le  rayon  OB  =  1,  d'une  cir- 
conférence, en  n  parties  égales, 
et  qu'on  ait  mené  pa^  les  points 
de   division    des   parallèles   au 
rayon  OA  perpendiculaire  à  OB. 

Nous  aurons  divisé  ainsi  l'arc 


AB  de  loui2rueur 


en  n  divi- 


sions inégales.  Les  cordes  telles 
que  CD  soutendant  ces  n  arcs 
forment  une  ligne  polygonale 
irrégulière  inscrite,  de  longueur 

P,  qui  tend  vers  —    à  la    limite,    c'est-a-dire    lorsque    le 

nombre  n  augmente  indéfi ûiment.  Soit  EF  la  division  du 
rayon  OB,  correspondant  à  l'arc  CD.  —  En  menant  01  per- 
pendiculaire à  CD,  IH  perpendiculaire  à  OA,  et  enfin  CG 
parallèle  à  FE  nous  avons,  en  raison  des  triangles  semblables 
CG  OH 


CDG  et  OIH 

JOURNAL  DE   MATH.    1881 


CD 


01 
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et  comme  CG-  =  EF  ou  aura 

EF  ,.       OH  FD 

^^"^  -GD    =  ^"^'  -W=  — 

EF 

par  conséquent  lim  CD  =:  lim  ■ 

OB  I 

or  EF  =  =  — 

n  n 


V/oD-^-OF^     =/,-4 


et  FD 

en  appelant  p  le  nombre  des  divisions  comptées  de  0  eu  F, 
Ou  aura  donc  : 

lim  CD  ^ 


lim  n 

I 


lim 


yn^  —  p- 

Par  conséquent  le  périmètre  P  étant  la  somme  des  élé- 
ments tels  que  CD,  on  aura 

+  ...  + 


/,f-  —  (n  —  i)^ 
et  comme  —  est  la  limite  de  P,  on  aura 

+  . . . 


2  ^"^  L  '^  \fn-  —  I         //«='  —  2^  '  '  /n'^ 


+  ...•+ 


1 

—  (/i  —  i)0 


Vn^  —  (/i  —  i)' 

Développement  en  série  de  la  limite  précédente. 
Nous  pouvons  écrire  : 

=  {n^-p')-T 


on  sait  qu'on  a 
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I  I    J_ 

-J-  "T  2         2 

o  o  o 


I 


I       3 


_       I  2       p^  2         2        J9^ 

ni     n^  1.2       71^ 


1 


3       5 


f  ?i^  — 


1  o  o  J)S 

^1.2.3      n^  ^ 
Nous  pouvons  doue  écrire,  eu  dcveloppaut  saccessiveraeul 
chaque  terme  de  la  quanti  té  ^entre  crochets 

I     I 

n  n 

î  I  2         I  2         2  I 

n  I      n"'  I   .  2      n^ 

1      3      5 

^1.2.3        w^    ^ 
1.22^  222* 

/)  I      n'^  I    .   2     n^  ' 

I    _3_  _5_ 
2222'^ 
"^        1.2.3    ""*"■'* 


y  ?i'-  —  2- 


12     p'^         2     2     p* 


yJn^  —  «2  «  I      'i' 


I 

2 

II' 

I 

3 

5 

2 

2 

2 

_L      -        -        "        ^^         I 
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_    j I 2_  (n  —  l)'  2        2       (w  —  [ 


I       3      5 

,         2         2        2        (n  I  )'' 

~      1.2.3  n'        ^ 

Eu  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  ou  obtient,  à 
la  limite 


TT 


l 


I     S. 


2         2         S4 

I    .  2     ir 

I      3      5 
090 

+  ; ...  ; 

:;+••■] 

—  =   lim       I   H f  + 

•  2       71* 


En  désignant  par  S.^,  S4,  Sg,  etc.  La  somme  des  puissances 
semblables  des  nombres  entiers  de  i  à  71  —  i ,  inclusive- 
ment, l'exposant  de  la  puissance  étant  marqué  par  l'indice. 

Or  nous  avons  démontré  précédemment  les  égalités  ; 

Sj  I  T  Sj  I 

lim  =  — -  lim  =  — 

n'  5  n'  3 

1-        Se  I       . 

lim  =  —  etc.  . . . 

n'  7 

Eu  remplaçant  dans  l'expression  de  — ^,  il  viendra  : 

—  '^  I  •■)  O  T  O  O  •>  T 


2           I 

_1_ 

2 

2 

I 

2 

2 

2 

I       3 

r 

I   . 

I 
0 

2 
3 
0 

5 
5 
0 

i 

7 
0 

I    . 
I 

2 

3 

+ 

I 

2 

.  3 

•  4 

q 

+ 

... 

on  retrouve   la    forme  ordinaire  donnée  à  cette  série  dans 
les  traités  de  calcul  intégral  : 

•^    ,1      ^i'--^'      ■      1-3.5      1 

2  2        3  2.   432.   J..    07 

-f-etc.  ... 


..45' 

,3 

2.4.6 
.5.7           I 

'     2.4 

.6.8     q 
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Autre  expression  du  rapport  de.  la  circonférence  au  diamètre. 

Au  lieu  de  considérer  la  circonférence  comme  la  limite 
d'une  ligne  polygonale  irrégulière  inscrite,  nous  considére- 
rons la  surface  du  cercle  comme  la  limite  de  l'aire  d'un 
polygone  irrégulier  inscrit. 

Supposons  le  rayon  OA  =  i,  partagé  en  n  parties  égales, 
menons  par  les  points  de  division 
des  ordonnées  que  nous  désigne- 
rons successivement  en  partant  du 
point  0,  par  /y,,,  ?/i,  y^,  etc.,  i/n  _  t  ; 
l'indice  exprimant  le  nombre  des 
subdivisions  du  rayon  comptées  du 
point  0,  au  pied  de  l'ordonnée  cor- 
respondante. 

Evaluons  la  somme  des  surfaces 
des  trapèzes  obtenus  en  joignant 
les  extrémités  de  ces  ordonnées  ;  la  limite  de  celte  somme, 
lorsque  n  augmente    indéfiniment,    nous  donnera  l'aire  du 

quart  de  cercle  de  rayon  i ,  c'est-à-dire  la  valeur  — . 

Les  trapèzes  successifs  ont  pour  hauteur   commune  une 

—  ;  la  somme  des  surfaces  S,  de  ces 


y^^^ 

~^ 

■^ 

\\ 

M 

/            yo 

yi 

yz 
/ 

/ 

/ 

yp\ 

0 

l 

^ 

H        1 

division  du  rayon,  soit 
trapèzes  est  : 

n   L 


j/o  +  !/i    ,    .vi  +  y-,    I    W".  +  Wz 


+ 


y„  _  2  +   IJn  - 


+ 


+ 


-fo 


] 


ou 


s  =  "^["T"  +  yi  H-  2/2  +  ys  +  •  • .  +!/»  -  2  +  yn  - 1 J 

Calculons  une  ordonnée  de  rang  quelconque  yp  on  a  : 


)//;  =  V  UM"^  —  OH-  =  )/  I 
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par  suite  : 


-  I     +  \ln~  —  2'-    +  V^'  —  3^  +  ... 
-)_  Yn^  _  (n  —  I  )^1 

Développons  en  série  le  terme  général  de  la  parenthèse, 

c'est-à-dire  \jn^  —  p'^  . 
On  a 


.  I.  1  2        1)^ 


I       n  I 

1  I        3        5 

2  2  2  2  p^ 

n' 


I     I 

~ — r  JEl 


etc. 


I    .2.3         n"'  1.2.    3.4 

Appliquons  cette  formule  à  tous  les  termes  de  la  paren- 
thèse nous  aurons  : 


I 

I      I 

I     I 

.1 

2 

n • 

I 

I 

2     2 

I 

2    2 

2 

I 

n 

I  .  2 

?i'' 

I  .  2 

3 

w^ 

I 

I     I 

I     I 

3 

2 
2 

2' 

2     2 

2'' 

2     2 

2 

06 

n 

I  .  2 

w* 

1.2. 

3 

n'     '  '  ■ 

I 

I 

I     I 

I     I 

3 

n^ 

2 
I 

f 

2     2 

// 

2     2 

2 

pd 

n 

1  .  2 

n-' 

1.2. 

3. 

n" 

I 

I 

I 

• 

2 
11 

I 

(n 

—  i)^ 

2 

2       (n 

— 

0* 

n 

I    . 

3 

1V^ 

I        I 

3 

2       2 

2 

(n 

-l)« 
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Eu  multipliant  la  quantité  entre  crochets  par — -,   et  en 
ajoutant  par  colonnes  verticales  on  obtient  : 


I 

I          I 

n  —  I 

I 

2 

S, 

2         2           S 

n 

211 

I 

n' 

1.2       n 

I       I 

3 

I 

I 

3      5 

2         2 

2 

S« 

2 

2    , 

2.2          S'"* 

S  = 


1.2.    3       n''  1.2.3.4      ^^^ 

Sj,  Sj,  Sg,  ayant  le  môme  sens  que  précédemment.  En  passant 
à  la  limite,  c'est-à-dire  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  on 

pourra  remplacer — |-, — ^  etc.,  parleurs  limites  — ,  — ,  etc. 
ir     71"  3      5 

on  aura,  à  la  place  de  S  la  valeur  — du  quart  de  cercle;  don 

4 
I  II  I  I  3 


2       I 

221             2          22 

T 

I       3 

1.2       5                1.2.3 
I      I      3      5 
2222       I 

7 

1.2.3.4      9 

en  multipliant  les 

deux  membres  par  2 
I                     I      3 

I      I 

21             221 

I     .•> 

1.2     5           1.2.3      7 

I      3      5 

I      3         5         .7 

222 

22         2         21 

1.2.3.4  1.2.3.4.5        II 

En  calculant  les  huit  premiers  termes,  on  trouve  : 

-  =  1,5799  ...  au  lieu  de  1,5707  ...  valeur  véritable. 

Nous  croyons  que  cette  dernière  formule  est  nouvelle. 
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APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMETRIE 


Par  M.  Gino-IiOria 

(Suite,  voir  p.  62.) 


7.  —  (R)  Les  bissectrices  des  angles  A,  B,  C,  d'un  triangle 

coupent  le  cercle  circonscrit 
aux  points  Aj,  B^,  Cj.  Calculer 
les  côtés,  les  angles  et  Vaire  du 
triangle  k^  fil  en  fonction  des 
éléments  du  triangle  ABC 

L'angle  A^  (fig.  'I)  est  me- 
suré par  la  demi-somme  des 
deux  arcs  ABj,  AC^;  comme 

AB,  =  — AC  et  AG,  =  — AB 

2  2 

l'angle  A^  sera  égal  à  la  demi- 
somme  des  angles  B,  C.  Nous 

aurons  donc   A^  =  — (B  -|-  C)  ;=  — A. 


De  même     B^ 


L-B:       C,  =  — ^C. 


En  appelant  a^.  b^,  c^,  les  côtés  du  nouveau  triangle,  nous 
a,  bi  Cy 


aurons 


=  2R. 


cos  —  B 


cos 


c 


cos   —  A 

2 

d'où 

«1  =  2R  cos  — A;     h,  =  2R  cos   — B;     c.  =  2R  cos  — C 

2  2  2 

et,  si  Si  est  la  surface  du  nouveau  triangle,  on  aura 
,    S,  =z  4R2  cos  — A  cos  — B  cos  — C. 

3  2  2 

Remarque.  —  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points 
de  rencontre  des  bissectrices  extérieures  des  angles  du 
triangle  avec  le  cercle  circonscrit,  est  égal  au  précédent. 
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8.  —  (B.)  Étant  donné  un  triangle  circonscrH  à  un  cercle,  on 
désigne  par  A^,  Bi,  G^,  les  jjoints  de  contact  sur  les  côtés  BC, 
CA^  AB;  on  propose  de  calculer  les- côtés,  les  angles  et  la  sur- 
face du  triangle  AiB^Cj  en  fonction  des  éléments  du  triangle 
ABC. 

Posons  (fig.  2)  :  Bfi^  =  a^  ;     Q.k,  =  b,  ;     A^B^  =  c,. 

Du  triangle  isoscèle  AB^Ci  o^^ 
lire  (-) 

«1  =  2{p  —  a)  sin  — A. 

De  même 

6j  =  2(p  —  h)  sin  -^B  ; 

fi  =  2(p  — c)  sin  -i-C. 

Pour  calculer  les  angles,  considé- 
rons les  triangles  ABiCj,  BCiA^, 
CAiBi  ;  nous  en  tirerons 

ABA  =  AGiBi  =    """7^    ; 

T) 

BC^Ai  =  BA.Ci  = ;     GA^B,  =  GB^Ai  = 


Par  conséquent, 

t:  —  A  ^  t:  —  B 

K=  -_ ;  Bi 


2  2 

En  appelant  S^  l'aire  du  nouveau   triangle,  et   en    nous 
rappelant  que 

a,  =  2/-  cos  —  A,        h,  =  2r  cos  —  B 

2  2 

on  aura    S.  =  ^r"^  cos —  A  cos  —  B  cos  —  G 

2  2  2 

Si  ou  veut  Si  exprimée  au  moyen  des  côtés  on  trouvera 

4  S'^ 


Si 


{(i  -\-  b  -\-  c)  abc 


(*)  Desboves,  Questions  de  Trigonométrie  rectiligne,  2''  éd.,  p.  221. 
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9.  —  Étant  donnés  un  triangle  et  un  des  cercles  ex-inscrits, 
on  désigne  par  Aa  Ba  C^  les  points   de   contact  sur   les  côtés 

BC,  CA,  AB.  071  demande  de 
calculer  les  côtés,  les  angles 
et  la  surface  du  triangle  Aa 
l^a  Ca  en  fonction  des  éléments 
du  triangle  ABC. 

Posons  (fig.3):  Ba  Ca  =  Ua  ; 

^a  Aa    =   Oa  '■,     Aa  iia  =  Ca. 

Le  triangle  isoscèle  A  Ba 
Ca  donne  : 

Ua  =  2»  sm  —  A 

2 

de  même 

ba  =  2(p  —  b)  cos  —  B  ; 

c       =  2(p  —  c)  cos  — G. 

2 

Des  triangles  isoscèles  ABaCa,  BCaAa.  CAaBa^  on  tire  : 
ACaBa  =  ABflCa  = ;      BAaCa  =  BCaAa  =  —  : 


CBaAa  =   CAaBa  =  — 


et  par  conséquent. 

::-!-    A 


Aa  = 


Ba  = 


B 


Ca  — 


G 


Eu  appelant  Sa  la  surface  du  nouveau  triangle,  et  en  nous 
rappelant  que  : 


Qa  =  2r'  cos  —  A; 

2 


ba 


2r'  sin  —  B 

2 


on  aura  Sa  =  2r'-  cos  —  A  sin  —  B  sin  —  C, 

2  2  2 

si  'on  veut  Sa  exprimée  au  moyen  des  côtés,  ou  trouvera 

(  —  a  -\-  b  -\-  c)  abc 
0.  —  Nous  avons  trouvé  dans  les  n°'  8.  9  : 

4S^  o  4S' 


S,= 


(fl  -j-  6  +  c)  abc  ' 


Sa  = 


(  —  o  -|-  6  -j-  c)  abc 
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D'une  manière  analosjue  on  trouverait  : 


(a  —  b  -{-c)  abc   '  [a -\-  b  ~\-  c)  abc  ' 


I 


On  lire  donc  :  -5—  -\ — ^3 1 — i^r-  =    ^    - 

Ort  06  Oc  Oj 

Cette  égalité  donne  le  théorème  qui  suit,  que  nous  croyons 
nouveau  : 

L'tnvei'se  de  l'aire  du  triangle  formé  en  joignant  les  points  de 
contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés  d'un  triangle,  est  égale 
à  la  somme  des  inverses  des  ailles  des  triangles  formés  enjoignant 
les  points  de  contact  des  cercles  ex-inscrits. 

11  (R),  —  Si  a,  b,  c,  sont  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on 
propose  de  calculer  les  angles  du  triangle  AiEjCi  dont  les  côtés 
sont  :  tti  =  a  cos  A;       b^  =  b  cos  B;       c^  =  c  cos  C. 

Les  relations  données  peuvent  s'écrire  : 
aj  =  2Rsin  A  cos  À;  &i  =  2Rsin  B  cos  B;  q^  2Rsin  Ccos  C 
ou     %  =:  R  sin  2A  ;       b^  =  B.  sin  2B  ;       Cj  =  R  sin  2G. 

Il  s'ensuit  que  : 

2p^  =  flj  +  bi  =  Cl  -{-  R  (sin  2 A  -(-  sin  2B  -j-  sin  2C) 
c'est-à-dire  (*)    Pi  =  2R  sin  A  sin  B  sin  G. 

On  a  encore 

2(pi  —  aj)  =  R  (  —  sin  2A  -\-  sin  2B  -f-  sin  2C), 
d'oïl  (**)  pi  —  «1  =:  2R  sin  A  cos  B  cos  C. 

De  même  : 
p^  —  6j  =  2R  cos  A  sin  B  cos  C;  pi  —  c^  =  2R  cos  A  cos  B  sin  G. 

On  déduit  donc: 


tg 


1  ,           l/cos^  A            ,     .             /  -  .\ 
—  A.  =    y  — —  =:  cotg A  =  tff AI 

2  ^         '    sm^  A  "  ^  V  2  / 


donc  Al  =  TT  —  2x\. 

D'une  manière  analogue  : 

Bi  =  -  —  2B  ;       G,  =  -  —  2G. 

12  (R).  —  Les   liauteurs  du  triangle  ABG   coupent   le   cercle 
circonscrit  aux  points  A,,  Bj,  G^  Calculer  les  angles,  les  côtés 


C)  Desboves.  Questions  de  Trigonométrie,  p.  119 
(**)  Ibid. 
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et   la   swface  du  triangle  AiB^Ci  en   fonclion  des  éléments  du 

triangle  ABC. 

On  a  (Fig.  4.)  : 
Al  =  Cl  A,  A  +   BiAjA  =  CiCA 

De  même  on  aurait  : 

B,=:t.—  2B;  Cl  =71—20 

Les  côtés  (II,  bi,  Cy,  du  nouveau 
triangle  seront  donnés  par  les 
relations  : 


(-  —  2B) 


sm  (- 


tC) 


2R 


sin  (t:  —  2A) 
d'où  l'on  déduit: 

&i  =  2R  sin  2A;       61  =  2R  sin  2B  ;       Ci  ^  2R  sin  2(''-. 
La   surface    S^    du   triangle     A,BiCi   sera    donnée    par   la 
relation  S^  =  2R-  sin  2A  sin  2B  sin  2C. 

Remarque. —  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  triangle  dont 
les  côtés  sont  a  cos  A.  b  cos  B,  c  cos  C  (n°  11)  n'est  autre  que  le 

triangle  A'B'C  (fig.  o)  formé 
en  joignant  les  pieds  des 
hauteurs.  Si  nous  appelons 
AiB^Ci  les  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  avec  le 
cercle  circonscrit,  et  si  nous 
nous  rappelons  le  résultat 
obtenu  aux  n"'  11,  l^,  nous 
déduirons  que  les  triangles 
ABC,  AjBiCi  sont  sembla- 
bles. Mais  ils  sont  aussi 
homologiques,  donc  ils  sont 
homothétiques.  Or  les  deux 
angles  ACGi  ABBj  sont  égaux  comme  suppléments  du  même 
angle,  donc  les  arcs  AB^,  AO^  sont  égaux,  et  la  droite  AA^ 
est  la  bissectrice  de  l'angle  Aj.  AA^  est  par  conséquent  la 
bissectrice  de  l'angle  A'  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  ceux 
de  l'angle  A,.  De  même  on  prouverait   que  les  droites  BBi, 
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CCi  sont  les  bissectrices  des  aug'les  B',  C.  Nous  arrivons  donc 
au  théorème  bien  connu  :  Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  les 
bissectrices  des  angles  du  triangle  forme  en  joignant  leurs  pieds. 

(A  suivre.) 


NOTE  DE  GEOMETRIE 


M     H 


Problème  I.  —  Exprimer  le  volume  du  parallélipipéde  en 
fonction  des  trois  arêtes  issues  du  même  sommet  et  des  angles 
qu'elles  font  entre  elles. 

Nous  supposons  connus,  dans  le  parallélépipède  les  trois 
arêtes  BX  =  a,  BR  =  b,  BC  =:  c. 

et  les  angles  ABH  =  y,  ABC  =  Ç>,  GBH  =  a. 

Considérons  la  section  droite  ALMN,  perpendiculaire  à 
l'arête  BO;  le  vo- 
lume du  solide  est 
égal  au  produit 
de  cette  section 
droite  par  l'arête 
BC.  Or,  la  surface 
de  la  section  a 
pour  expression 
ALxLMsinALM. 

Il  faut  donc  ex- 
primer, au  moyen 
des  données ,  les 
quantités  AL,  LM 
et  l'angle  ALM. 

On  a  d'abord 
AL  =  a  sin  S; 
LM  =  b  sin  y.  ; 
puis,  l'augle  ALM  sera  déterminé  si  je    jDuis    connaître    le 
côté  AM. 

Or,  d'une  part,  le  triangle  ALM  donne 

AM*  =  AL^  4-  LM-*"  —  2AL  .  LM  .  cos  ALM  ; 
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d'autre  part  ou  a,  parle  triangle  rectangle  AMH: 
AM^  =  AH^  —  HM^^ 

On  a  facilement  les  deux  égalités  suivantes  : 
AH'^  =  «^  +  b'  —  2ab  cos  y 
HM  =  a  cos  fi  —  b  cos  a. 
Donc,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  AM'^que  l'on  obtient 
ainsi,  on  a 

a"^  sin  p  -\-  b'^  siu^  a  —  2ab  siu  x  sin  [i  cos  ALM 
=  a"^  -{-  b'^  —  lab  cos  y  —  {a  cos  fj  —  b  cos  %Y 
En  réduisant,  on  trouve  ; 

sin  a  sin  f^  cos  ALM  =  cos  y  —  cos  v.  cos  S. 
D'où  l'on  tire  facilement  : 


.  T  -iT        1/  sin-  y.  sm-  'i  —  (cos  y  —  cos  a  cos  3)* 

sm  ALM  =  V  ■ — r- ■ — • 

'  sm^  V.  sm'*  j5 

Or,  le  numérateur  de  cette  expression  peut  s'écrire  comme 

il  suit  :  • 

(cos  y -j- sin  a  sin  S  —  cos  a  cos  p)  (sin  -y.  sin  B -)-  cos  a  cos  fi  —  cosy) 
ou  encore  : 

[cos  y  —  cos  (y.  4-   P)]   [cos  (a  —  fi)  —  COS  y], 
ce  que  l'on  peut  écrire  : 

'a  +  fi-fyX  /y.H-fi  — y\  /a  — fi  +  y\  /fi  +  y —  a 


4  sm  I sm  l ^ sm  l : ■    sm 


Par  suites  si  Ton  fait  sortir  le  dénominateur  du  radical,  et 

AL  LM 

ue  1  on  remplace  — : par  a,  — : — 

sm  6  sm 

pour  l'expression  clierchée  du  volume 


AL  LM 

que  1  on  remplace  — : par  a,  — : par   o,    on   trouve 

^  ^  sm  6    ^  sm  a     ^ 


'  =  2a6c  y 


■     C'  +  r^  +  Y    .     a-f-fi  — y    .     [5-|-y— y.    .     y-f-a- 
sm  — — — —^  sm  — — sm  — — sm  -i— ^ 


Problème  II.  —  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  en  fonc- 
tion de  trois  ai^êtes  issues  du  même  sommet  et  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles. 

On  déduit  facilement  ce  volume  du  précédent,  dont  il  est 
la  sixième  partie.  Si  on  veut  le  trouver  directement,  on 
construira  le  prisme  ayant  pour  base  une  des  faces  du  té- 
traèdre contenant  deux  des  arêtes  données,  et  ses  arêtes 
latérales,  égales  et  parallèles  à  la  troisième  arête.  Puis,  on 
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cherchera  comme  précédemment  la  secliou  droite  de  ce 
prisme;  ou  continuera  le  calcul  comme  nous  l'avons  fait  plus 
haut,  et  on  trouvera  en  défiailive,  pour  le  tétraèdre  qui  est 
le  tiers  du  prisme  : 

_        I      ,    1/  ■    ^-+^  +  7   •    ^•  +  fi— Y   •    ,^^+7  — c^-   •    ^-  +  Y— fi 
V  =:—-ahcy  sm — — — l—i-sm ■ i-sm ■ sin ■ -, 

X  r  o  ^  2  2 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


I.  —  On  a  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy;  par  un  point  B 
de  Ox,  on  mène  une  parallèle  BD  à  Oy,  jusqu'à  sa  rencontre 
en  D  ayec  îine  parallèle  CD  à  Ox,  menée  par  un  point  G  de 
Oy;  par  le  point  D  on  mène  une  sécante  MDN,  qui  détermine 
deux  triangles  BDM^  CDN.  On  demande  la  position  de  la  droite 
MDX,  pour  laquelle  la  somme  des  deux  triangles  est  minima. 

Nous  prendrons  pour  inconnues  les  segments  déterminés 
sur  les  droites  Ox  et  Oy  par  la  droite  MDN  ;  nous  poserons 
donc  0N  =  (/;  OM  =  j?, 

puis  OB  =  a  ;  OC  =  6. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  quantités  x  ei  y  sont 
liées  par  la  relation 

X  y 

La  somme  des  surfaces  des  deux  triangles  est 
a(y  —  b)  -\-  b(x  —  a) 
ou  ay  -|-  bx  —  2ab. 

Or,  d'après  la  première  relation,  on  a 

ay  -\-  bx  =  xy. 
Donc,  l'expression  dont  on  cherche  le  minimum  est 
xy  —  2ab, 

ou  ab{ .  -7 

a  b 


—     JL 

a     '     b 
inverse    passe   par    un    minimum,   et  puisque    la    somme 


La  quantité  .   -y- passe  par  un  minimum  lorsque  son 
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— '. 1 est  consLauLe,  le  produit  sera  maximum  quand 

X  y 

a            0 
on  aura  :  m  

X  y 

c'est-à-dire  que  la  droite  cherchée  sera  parallèle  à  BC. 

IL  —  Un  nombre  étant  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  le 
décomposer  en  une  différence  de  deux  carrés. 

Il  suffit  de  supposer  le  nombre  n'ayant  que  des  facteurs 
premiers  à  la  première  puissance,  car  si  un  facteur  premier 
entre  avec  une  puissance  paire,  on  le  mettra  en  facteur. 
S'il  entre  avec  une  puissance  impaire  in  -\-  i,  on  mettra 
en  facteur  la  puissance  2n  de  ce  facteur  premier;  il  est  bien 
évident  en  effet  que  si  a-  —  6^  est  une  différence  de  carrés, 
il  en  sera  de  même  de      p'^{a^ —  6^), 

Cela  posé,  si  je  décompose  le  nombre  en  un  produit  de 
deux  facteurs,  qui  seront  premiers  entre  eux,  j'ai  facilement 
une  solution  de  la  question,  puisque  j'ai  identiquement  en 
appelant  A  et  B  ces  deux  facteurs  : 

AB  =  ^^  +  ^)'  _  (^  -  ^r 

4  4 

Si  le  facteur  2  n'est  pas  affecté  d'un  exposant  impair,  les 

deux  facteurs  A  et  B  seront  tous  deux  impairs,  et  les  deux 
carrés  seront  entiers;  dans  le  cas  contraire,  ils  seront  frac- 
tionnaires, mais  le  dénominateur  4  peut  disparaître,  si  le 
facteur  2  entre  dans  le  facteur  carré  parfait  que  nous  avons 
négligé. 

On  peut  se  demander  combien  il  y  a  de  solutions  au  pro- 
blème. Il  est  évident  qu'il  y  en  a  autant  que  Ton  peut  former 
de  facteurs  de  la  forme  A  et  B  ;  et,  puisque  l'un  de  ces 
facteurs  donne  immédiatement  l'autre,  on  voit  que  le  nombre 
des  solutions  est  la  moitié  de  la  somme  des  nombres  de  com- 
binaisons que  l'on  peut  former  avec  k  objets  pris  i  à  i, 
2  3  2,  .  .  .  ,  k  étant  le  nombre  des  facteurs  qui  entrent 
avec  un  exposant  impair.  Par  suite,  le  nombre  de  solutions 
cherchées  est  2''  -  S  car  il  faut  compter  la  solution  obtenue 
en  prenant  tous  les  facteurs  pour  former  l'un  des  facteurs  du 
produit,  l'autre  étant  l'unité. 
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3.  Etant  donné  an  secteur  AOB  donl  l'un  des  côtés  est  horizon  ta/ , 
trouver  sur  l'arc  AB  un  point  M  tel  qu'en  menant  ME  parallèle 
il  OA^  et  rencontrant  OB  en  E,  et  par  les  points  M,  E,  des 
perpendiculaires  MM',  EE'  à  OA,  la  figure  ME  E'M'  soit  un 
carré.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Soit  y.  l'angle  du  secteur,  x  l'augle  AOM.  Ou    a  d'abord, 

eu  prenant  le  rayon  pour  uuité, 

-MM'  =  sin  X 

puis,    le    triangle  MEO,    dans    lequel    l'angle   MEO    est   le 

supplément  de  a,  donne 

ME     sin  (a  —  jc) 

MO  sin  y. 

Doue  l'équation  du  iDroblème  est 

sin  y.  sin  x  =  sin    (a  —  x) 

sin    y. 
On  en  tire  tg  x  =^  — ; . 

sm  a  -j-  COS   y. 

i.  On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  P  sur  la  base  BG; 
on  demande  de  mener  une  parallèle  MN  à  BG,  qui  rencontre  les 
côtés  AB  et  AG  aux  points  M  et  N,  de  telle  sorte  que  l'angle 
MPN  soit  droit.   (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Menons  la  médiane  AD  du  triangle  ABC;  elle  rencontre 
la  ligne  inconnue  MN  en  sou  milieu  H,  et  ou  a  PH  =  HM, 
puisque  le  triangle  MPN  est  rectangle  en  P.  Prenons  pour 
inconnue  AH  =x;  l'angle  DAP  est  connu,  appelons  le  y 
le  triangle  HAP  nous  donne 

PH^-  =  x^  +  PA^  —  2PA  .  X  cos  a  ; 
d'autre  part,  on  a,  m  étant  la  médiane,  a  le  côté  BC 
2HM     _    X 
a  m   ^ 

ax 


d'où  HM  =  PH  = 

2m 

l'équatiou'  du  problème  est  donc,  en  appelant  d  la  distance 

PA  r=:  a?^  -j-  d'-   —  2dx  cos    a 

ou  sous  forme  entière 

{a}  —  jfm'^)x^  +  Mm"^  cos  a  .  x  —  ^d^m-  ==  o, 
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On  reconnaîtra  que  l'équation  a  deux  racines  de  signe 
contraire  si  a^  —  4m'*  est  positif;  les  racines  sont  de  même 
signe  lorsque  «'^  —  -[iii^  est  négatif.  L'équation  s'abaisse 
au  premier  degré  si  a'-  —  ^m^  est  nul;  or,  on  sait  que 
a-  —  4m^  est  positif  si  l'angle  K  est  obtas,  négatif  s'il  est 
aigu,  nul  si  l'angle  est  droit.  On  peut  donc  facilement  voir, 
d'après  la  valeur  de  l'angle  en  A,  les  différentes  solutions 
du  problème. 

Nous  indiquerons  ici  une  construction  géométrique  de 
la  figure,  construction  que  nous  avons  trouvée  signalée 
dans  un  journal  américain  (Ihe  Mathematical  Visitor)  et  qui 
donne  les  particularités  de  la  solution  algébrique:  sur  la 
base  BG  comme  diamètre,  nous  décrivons  une  circonférence  ; 
nous  cherchons  l'intersection  I  de  la  ligne  AP  avec  cette 
circonférence;  la  droite  DI  et  la  droite  PH  sont  parallèles, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  car  on  a  bien 
2PH  _  .V 
a  m 

On  verra  facilement  que  : 

Si  l'angle  A  est  aigu,  la  ligne  AP  rencontre  la  circon- 
férence en  deux  points  situés  du  même  côté  du  point  A,  et 
que  l'on  en  déduira  deux  j)ositions  de  H,  aussi  du  même 
de  A;  si  l'angle  est  obtus,  l'un  des  points  d'intersection  se 
trouvera  sur  le  prolongement  de  AP;  enfin,  si  l'angle  est 
droit,  l'un  des  points  d'intersection  sera  en  A  et  si  par  le 
point  P  on  mène  une  parallèle  au  rayon,  qui  est  alors  DA, 
on  n'aura  plus  d'intersection  avec  la  médiane. 

ù.  Étant  donné  un  demi-cercle,  on  demande  de  mener  une  corde 
parallèle  au  diamètre  qui  soit  vue  sous  un  angle  droit  d'un 
point  P  pris  sur  le  diam,ètre  du  cercle. 

Nous  prendrons  pour  inconnues  la  distance  x  du  centre  du 
ct3rcle  à  la  corde  cherchée,  et  la  demi-corde  ^  ;  on  a  donc 
d'abord  x'^  -\~  if  =  r'^ 

puis  la  distance  du  point  P  au  milieu  de  la  corde  étant 
égale  à  la  moitié  de  cette  corde,  puisque  l'angle  est  droit, 
on  a  aussi  x^  +  d'''  =  y"^ 

d  étant  la  distance  du  point  au  centre. 
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On  eu  tire  facileiuenl 

■ix^  =  /•'-  —  d-. 
qui  est  l'équation  du  problème.  On  voit  qu'il  faut  que   1  on 
ait  (f"  <  r'\ 

6.  Étant  donné  un  cercle  0,  et  deux  points  A  et  B  sur  un  dia- 
mètre, l'un  A  inlérieur,  l'autre  B  extérieur  au  cercle,  mener  par 
B  une  corde  telle  que  la  partie  interceptée  soit  vue  du  point  A 
sous  un  angle  droit. 

Je  prends   pour  inconnues  l'angle  que   fait  avec  le  dia- 
mètre OAB  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  la  corde, 
cette  perpendiculaire  et  la  demi-corde  ;  je  pose  en  outre 
OA  =  d;OB  =  d'  ; 

J'ai  les  relations,  puisque  la  distance  du  point  A  au  milieu 
de  la  corde  est  égal  à  la  moitié  de  cette  corde  : 
y-  =  £c^  -)-  d'^  —  2dx  cos  z 

X  =  d'  cos  3. 
Par  suite  l'équalion  devient,  en  éliminant  y  et  cos  z. 
^  _  d^r'  —  d') 
"^  ~    2[d'  —  d) 
Il  faut  donc  que  l'on  ait  d'abord  d  <  r,  pour  que  x  soit 
réel.  En  outre,  on  doit  avoir 

d(r'  —  d-) 
— ■ <  r^. 

2{d'  —  d)       ^ 

On  trouve,  en  cherchant  à  résoudre  cette  inégalité  par 
rapport  h  d,  qu'elle  est  toujours  vraie  si  d'  est  extérieur  au 
cercle,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  l'énoncé. 


QUESTION  ^241 

Solution  par  M.  Gallon,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce 
point  à  deux  cercles  0  et  0'  soient  dans  un  rapport  donné  — — . 


—  IKi  — 

Soient  OA  =  R,  U  B  =  r.  M   est  uu   point  de  lieu.  Un    a 
MA  m     , 


Elevant  au  carré  les  deux  membres  de  celte  égalité  et  rem- 
plaçant MA'  et  HE'  par  leurs  valeurs,  ou  a 
MO-  —  R-  m' 

MF-  —  r^   ~  ~iF 
ou  n^  MÔ'^  —  Hi^  MO"-  =  n^R^  —  m-rK 

Soit  G  un  point  quelconque  pris  sur  00'  et  MD  perpendi- 
culaire à  00'.  On  a 

"MO-  =  MÛ-  +"QC-  —  2OC  .  CD 
MO'-  =  MO-  -f-lTc"-  —  20'C  .  CD 
multiplions  les  deux  membres  de  la  première  de  ces  relations 
par  n'^,  ceux  de  la  seconde  par  m-  et  retranchons  membre  à 
membre  ;  il  vient 

n.\W)-  —  m-'W)"'  =  (?f-  —  wi-)ldC-  -f  nHjiy-  —  niHyc' 

—  2CD(n^0C  —  m-O'C). 
Si  l'on  détermine  le  point  C  par  la  condition 
7i^0C  =  w^O'C 
OC  m'  ... 

O  C  n- 

le  terme  qui  renferme  CD  disparaît,  et  l'on  a  en  résolvant  par 
rapport  à  MG^ 


(  jj  )  31  Li    —      '    

jV'  —  m"" 


constante. 
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Le  lieu  est  donc  un  cercle  décrit  de  C  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  MC.  Le  point  G  étant  déterminé  par  la  re- 
lation (A). 

Lorsque  m  =  a,  le  rayon  devient  infini,  le  lieu  est  alors 
l'axe  radical  des  deux  cercles. 

La  relation  (A)  montre  que  OC  et  OC  sont  deux  segments 
de  même  sens,  le  point  C  est  donc  toujours  extérieur  à  00'.  On 
voit  en  outre  que  si  m  >  h,  on  a  également  OC  <  O'C.  C'est- 
à-dire  que  si  m  <  n,  C  est  à  droite  de  0,  et  à  gauche  si  m 
est  plus  grand. 

Si  l'on  résolvait  le   problème  en  permutant  m  et  n  et  en 

,    MA  n 

posant  par  conséquent r-  =  — ?    on   trouverait   comme 

^lB  m 

lieu  un  cercle  de  centre  G'  symétrique  de  G  par  rapport  au 
milieu  de  00',  mais  de  rayon  différent  de  MC. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur 
(le  MG    donnée  par  (B)  soit  positive. 

Remarque.  —  M.  Mayon,  du  Lycée  Henri  lY,  tire  de  la 
solution  précédente  la  conséquence  suivante  ; 

Etant  donnés  trois  cercles  0^  0  ,  0",  les  lieux  géométriques 
(les  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  0  et  0'  d'une  part. 
à  0"  et  0'  de  l'autre,  sont  dans  un  rapport  donné,  et  l'axe  ra- 
dical des  cercles  Oet  0"  se  coupent  en  un  même  point. 

-Nota.  —  Ont  résolu  la  inr-me  question:  M.M.  Mayon.  Lapareillé  du  lycée 
Henri  IV  (classe  de  M.  Colasf  ;  Vazou,  au  collège  liollin;  Al.  Joly,  de  Tarbes; 
Rois,  du  lycée  de  Montauban  ;  Bonneville,  du  lycée  de  Toulouse;  Pierron,  à 
.\anles;  Santol,  à  Perpignan;  Marit.  lycée  Louis  le  Grand;  H.  Bourget  à  Aix. 


QUESTION  ;251 

Solution  \n\v  M.  Cli.  Bunnevuxe,  élève  du  l,.\eèe  de  Toulouse. 


On  donne  un  carré  ABCD  et  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
sommet  A  de  ce  cercle  et  pour  rayon  le  côté  du  carré;  à  ce  cercle 
(ni  mène  une  tangente  quelconque  PQ  qui  rencontre  les  côtés 
BG.  CD  du  carré  aux  points  P  et  Q.  Trouver  le  lieu  géométrique 
décrit  par  le  centre  du  cercle  rircnns(  rit  nu  triangle  APQ. 
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Soient  0  le  centre  du  cercle  dont  il  faut  chercher  le  lieu. 

Posons  BAQ  =.  a,  HAQ  =  &, 
HAP  =  Y,  PAD  =  0. 

Les  droites  AQ  et  AP  sont 
bissectrices  des  angles  HAB. 
H  AD. 

On  a    7.  -f  —  =  qo 

Q 

^  +  -f  =  90 

.;  -f  -—    =    90 
.  +  —    =    90 

d'où  S  -j-  Y  =  a  -}-  5. 

mais  a  -\-  'i  -\-  'f  -}-  ù  =^  90". 

donc  ft;  +  ï  =  4^°  • 

Soit  OK  la  perpendiculaire  sur  AQ.  Joignons  OQ,  l'angle 
AOQ  =  2APQ,  donc  AOK  =  APQ,  donc  les  triangles  AOK 
et  APH  sont  équiangles  et  PAH  =  OAK  et  PAO  =  HAQ 
=  QAB,  donc 

PAQ  =  OAB  =  45°,  donc  le  lieu  du  point  0  est  la  diago- 
nale du  carré.  Le  lieu  est  du  reste  la  diagonale  tout  entière 
puisque  tous  les  points  D  et  A  en  font  partie  lorsque  la  tan- 
gente se  confond  avec  les  autres  côtés  du  carré. 

Nota.  —  MM.  Marin,  à  Agen;  Dupuy,  à  Grenoble;  Santol.  à  Perpignan,  ont 
résolu  la  même  question.  • 


QUESTION  252 

itolntioii  par  M.  L.  Rivard.  élève  au  Ljcée  du  Mans. 


ABCD  est  un  quadrilatère;  M  et  N  sont  les  milieux  des  diago- 
nales AHC,  BHD  qui  se  coupent  en  H.  Les  cercles  AHB,  CHD 
se  coupent  en  P,  les  cercles  HBG,  HDA  se  coupent  en  Q.  Démon- 
trer que  les  cinq  points  M,  N,  H,  P,  Q  sont  sur  un  même  cercle. 


-•  ilO  — 

Par  les  points  P,  H.  Q  on  peut  faire  passer  une  circon- 
férence dont  le 
centre  est  en  to  oîi 
se  coupent  les 
lignes  oui  joignent 
les  centres  0  et  0', 
0,  et  0/.  Je  dis  que 
cette  circonférence 
passe  par  le  point 
M. -Pour  le  démon- 
trer, joignons  O^.  0  ; 
0,0/ ;0i.  0/;0'.  Oi. 

Les  droites  00^,  O'O'^  sont  précisément  les  perpendiculaires 
élevées  surles  milieuxF  et  L  des  lignes  AH  et  HL  ;  elles  sont 
donc  parallèles.  De  même  les  deux  lignes  O'^O  et  O'Oj  sont  pa- 
rallèles. Donc  lequadriiatèreOOiOO'i est unparallélogramme. 
Donc  si  par  le  point  w,  oli  se  coupent  les  diagonales,  on 
mène  une  parallèle  aux  côtés  00^  et  O'^O',  cette  ligue  par- 
tagera eu  deux  parties  égaies  toute  droite  FL  qui  joint  deux 
points  des  côtés  00^  et  O'^O'.  Donc  le  point  G  est  le  milieu 
de  LF. 

D'un  autre  côté,  la  droite  wG  parallèle  a  0/0'  est  perpen- 
diculaire à  FL  ;  donc  le  point  m  est  à  égale  distance  de  F 
et  de  L  ;  or  on  a  FL  =  MC 

donc  FM  =  LG  =  HL 

par  suite  wH  =  coM.  Même  démonstration  pour  prouver  que 
la  circonférence  to  passe  par  le  point  N. 

Nota:  —  Cette  question  a  été  résolue  par  M.  Gallon,  élève  du  lycée  Louis- 
le-G  ranci. 


QUESTION  261 

Siolution   pa    M.    Daguillon,  élève  du  Lvcée  Henri  IV. 


071  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  A  et  B  dana 

Cl  a 

son  'plan  ;  on  prend  sur  AB  le  point  fixe  G  tel  que  — f —  =  — . 

On  prend  un  point  P  quelconque  sur  la  circonférence  et  on  le 
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joint  au  point  B.  On  prolonge  BV  jusqu'en  D  de  telle  sorte  que 

=  — .  Ou  demande  'e  lieu  du  point  de  rencontre  des 

DB  q 

deux  droites  AP  et  CD  lorsque  le  point  P  décrit   la  circonfé- 
rence donnée. 

Soit  X  le  point  de  rencontre  :  le  triangle  ABP,  coupé  par 
la  transversale  DMC,  donne 

BC  .  AM  .  CP    _ 
DB  .  MP  .  GA    ~  ' 
AM  aq 

MP  bp 

AM  aq 

par  suite  =  -r ■ 

AP  bp  -\~  aq 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence 

homolhélique  à  la  circonférence  donnée,  A  étant  le   centre 

d'homotliétie  et  — — — le  rapport  d'homothétie. 

bp  -\-  aq 

Il  est  à  remarquer  que  la  position  et  la  grandeur  de  cette 
circonférence  dépendent  uniquement  de  la  position  du  point 

A  et  des  rapports  — ,  —,  mais  nullement  de  la  position  et 
b       q 

de  la  grandeur  de  la  droite  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  que;tion  :  MM.  P.  Boulogne,  de  Saint-Quen- 
tin; A'an  Aubel,  à  Liège;  Joly.  à  Tarbes;  Perrier.  Prost,  à  Lons-le-Smlnier; 
('hrélit'n,  au  Havre;  Ilous^ette,  à  Amiens;  Cardot,  à  Nancy;  Santol  à  Perpignan. 


QUESTION  268 

iSolutiou  par  M.  A.  Joly.  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque  comme  diamètre  on 
décrit  des  circonférences  et  on  mène  les  tangentes  communes  ii  ces 
circonférences  prises  deux  ii  deux. 

Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  inverses  des  tangentes 
est  égale  au  carré  de  l'inverse  du  ragon  du  cercle  inscrit. 

Désignons  par  /,  m,  n,  les  trois  tangentes  obtenues.  La 
tangente  MN  =  ?»  est  le  côté  de  Tangle  droit  d'un  triangle 


—  m  " 

rectangle  ayant  FE   pour   hypoténuse   et  AF  —  AE  =  HF 
pour  côté  de  l'angle  droit,  on  a  donc 

a-  (r  —  b)-  (a  -\-  c  —  bHa  —  c  -^  h) 


w"  = 


4  4  4 

Ou  en  posant  a  -\-  b  -{-  c  ^  ip 

m-  =  (p  —  b)(p~c) 
i  p  —  a 


Dès  loi 


m""  {p  —  ii)(p  —  b){p  —  c) 

Par  analogie  on  a 


p-b 


n^  ip  —  a}{p  —  b){p  —  C) 

I  p  —  c 


i'  {p  —  a)(p  —  b)(p  —  c) 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités,  il  vient 


m''      '      n^      '       /-     ~    {p  —  n)[p  —  b)ip  —  c) 
Si  l'on  remarque  que  p^/-'-  =  p(p  —  o){p  —  b)(p  —  c),  ou 
aura  finalement 

J_ ^ ^    I i_  _      P      _  _J_ 

m-      '      n'    ~^     1^     ~~     pr-  r' 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  ilM.  Van  Aubel,  à  Liège  ;  Munterou, 
lycée  Louis-le-Grand;  Daguillon.  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;  Tinel.  à  Rouen; 
(lino  Loria.  à  ilantoue;  Arthus  Bertrand  [école  Albert-le-iirand).  Arcueil; 
r.harpot,  à  Vitrv  le  François. 


QUESTION  209 

Solution  par  M.  Gino  Loria,  à  Mantoue. 


Par  un  point  donné  dans  un  angle  et  également  distant  de  ses 
deux  côtés,  mener  une  droite  terminée  à  ces  mêmes  côtés,  de  telle 
sorte  que  le  point  donné  la  divise  en  deux  segments  dont  la  somme 
di'\  carrés  soit  donnée. 

Soit  P  le  point  donné  entre  les  côtés  de  l'angle  XOY  =  o, 
menons  PQ  parallèle  à  OY  et  PR  parallèle  à  OX  et  soit  /  le 
côté  du  losange  ORPQ.  Si  XY  est  la  droite  cherchée,  posons 


—  12^2  — 

QX  =  X,  RY  =  //,  nous  aurons   

PX"^  =  /■'  +  a;^  —  2lx  cos  oj,     PY'  =  l^—tf  —  2///  cos  o, 

dès  lors,  l'une  des  équations  du  problème  est 

2/^  +  X''  +  f  —  2}(x  +  (/)  cos  to  =  K2  (j ) 

de  plus,  les  triani^les  semblables  PQX.  PRY 

X  I 

do7inent  -^  =  — 

'  // 

dès  lors  xji  =  /^  (2) 

donc  (x  -\-  y)'^  =  x''-  -j-  ?/"  +  2/^ 

et  l'équation  devient 

[x  -\-  xjY  —  2/  (X  -j-  .'/)  cos  M  —  K^  =  o 

d'où  œ  -j-  //  =  /  cos  0)  '^;_  Yl"^  cos^  03  -|-  K'^  • 

Cette  équation  jointe  à  (2)  fera  connaître  x  et  y. 
Le  problème  a  quatre  solutions. 


QUESTION  276 

Solution,  par  M.  G.  Métier,  élève  au  Lycée  de  Moulin^; 


Par  un  des  sommets  C  d'un  triangle  quelconque  ABC  mener 
une  droite  telle  que  la  somme  des  projections  des  côtés  du 
triangle  aboutissant  à  ce  sommet,  sur  cette  droite,  soit  égale 
à  une  quantité  donnée. 

Du  sommet  A  par  exemple,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  h  la  longueur  donnée  /,  décrivons  une  circonférence  et 
menons  lui  une  tangente  BD  par  le  point  B.  Joignons  AD 
et  par  le  point  G  menons  une  parallèle  EF  à  cette  droite. 
La  parallèle  EF  est  la  droite  cherchée.  En  effet,  si  l'on  pro- 
jette sur  EF  les  points  A  et  B  l'un  en  E  l'autre  en  F,  EF  sera 
la  somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BG.  Comme  le 
quadrilatère  AEFD  est  un  rectangle  on  a  EF  =  AD  =  /. 

Comme  par  le  point  B  on  peut  mener  deux  tangentes  à  la 
circonférence,  la  question  aura  en  général  deux  solutions. 
La  solution  correspondante  à  la  tangente  BG  est  la  droite 
CK,  parallèle  à  AG.  rayon  de  contact. 

Si  la  longueur  donnée  est  plus   petite  que  AB,  on   aura 
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deux  solutions.  Si  /  =  AB  on  aura  une  seule  solution.  Dans 
ce  cas  la  droite  cherchée  sera  une  parallèle  à  AB  menée 
par  C.  Enfin,  si  la  longueur  /  est  plus  grande  que  AB  il  n'y 
aura  pas  de  solution. 

]XoTA.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Hauion,  au  Mans  ;  Andrieux, 
Tinel.  à  Rouen  ;  Lanoir,  à  Toulouse;  Plerron,  à  Nantes;  Daguillon,  lycée 
Henri  IV  ;  Latallerie,  à  Saint-Dier  (Puy-de-Dôme)  Dupuy,  à  Grenoble;  Potlier, 
à  Rennes;  Bourget    H   à  Aix;  Gallon  au  lycée  Louis-le-Grand;  Joly,  à  Tarbes. 


SUR  LES  MAXIM  A  ET  LES  MINIMA 

Par  M.  Kcpiiîs'8. 


Nous  rappellerons  que  si  cp(j?)  est  une  fonction  continue 
entre  deux  valeurs  a  et  6  de  x  et  qu'il  en  soit  de  même  de 
ses  premières  dérivées,  on  a  si  ,r  -{-  h  esl  compris  entre  q 
et  b  : 

/;  h' 

ç{œ  -f  /()  =  'f(J2)  H cpU)  H —  cj>"(£c  +  Oh) 

où  0  est  un  nombre  inférieur  à  l'unité;  de  même  si  a?  —  h 
esl  compris  entre  o  et  h  : 

h  /!.* 

(ùiX   —  h)   =  c&(X)  —    Cû('..C)   -] zj"(x   —   0,/() 

'  I        '  1.2' 

où  Oi  est  aussi  inférieur  à    r . 
On  en  déduit  par  addition  : 

9(.r  -|-  h)-[-Qlx  —11)—  2o{.r)  =  — [o"{x-\-f)h)  -]-  o"(x  —  ^ih)] 

Si  on  suppose  que  'j^'^x)  conserve  le  même  signe  entre  a 
et  6,  il  en  sera  de  même  du  premier  membre  de  cette 
identité,  de  sorte  que  si  cp"  est  constamment  positif,  on  a  : 

cp(3-    -f    h)    -f-    -j^ix   —  //)    >    2    cp(CC). 

Cela  posé,  considérons  la  fonction 

Y  =  cp(a)  -f  cp(ri)  -I-  . . .  -f-  cpf;:) 

oli  a  -j-  {î  -|-  ...  -\-  A  =  c,  C  étant  constant:  le  minimum 
de  V  est  aisé  à  trouver  si  on  assujettit  les  variables  a,  p, 
, .  .A  à  varier  entre  a  et  6. 
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Soieut  -/',  'i',  y'  ...  À'  les  valeurs  donnant  ce  minimum,  je 
dis  que  l'on  a  :         -/'  =  S'  =  y    . . .  =  /. 
en  effet,  supposons  y.'  >  'y 

-y.'  -f  ;3'       ,        y.'  —  fi' 


on  a 


Or  y.'  et  6'  étant  compris  entrer/ et  6,  il  on  est  évidemment 
de  même  de  leur  demi-somme,  donc 

cp(a)   +  ',[f)    >    2o(^  '    1"  '^  ) 
donc  en  prenant  pour  y.  et  3  la  demi-somme '—  ,  on  a 

2 

une  valeur-  de  V  inférieure  à  celle  que  l'on  avait  supposée 
minimum,  résultat  absurde  qui  montre  que  a'  et  3'  doivent 
être  égaux. 

On  voit  que  si  cp"  était  constamment  négative  entre  a  et  h, 
au  .lieu  d'un  minimum  ce  serait  un  maximum  que  l'on 
aurait.  De  là  le  théorème   suivant: 

Soit  ffl(x)  une  fonction  continue,  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées  ente  deux  limites  a  e^  b  ;  a.  S,  y  ...  À  des  vnr  iahlea 
comprises  entre  ces  limites  et  dont  la  somme  est  constante. 

Si  o"  conserve  un  signe  constant  entre  ces  limites,  la  fonction 

?(^)'  -f-  9(^  +   • .  •   +  ?(^0 
sera  maximum  ou  minimum  pour  des  valeurs  égales  des  variables 
a,  'b,   ...  À. 

Le  maximum  aura  lieu  si  -z,"  est  négatif  et  le  mininwm  s'il  est 
positif. 

On  peut  appliquer  ce  théorème  à  divers  exemples  : 

Soit  d'abord  cp(£c)  =  xi'  ,     'y'(x)  =  pip  —  i).vP-'-. 

Supposons  ])   _  2,  et  prenons  a  =  o   et  6  =  so   o"{x)  est 
constamment  positive,  le  minimum  de  la  somme  a^^  -|-  ^p 
-j-   . . .   -\-  À/'  est    donc    atteint   lorsque  y.  =:  f>   ...   =  À,  la 
somme  y.  +  (i  -{-  7  -j-  ...  -]-  ^'  =  G  étant  constante. 

Considérons,  par  exemple,  une  équation  de  «.icgré  m  assu- 
jettie seulement  à  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et  posi- 
tives el  de  somme  constante  :   on  voit  que   la  somme  des 
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puissances  p'"'^  de  ses  racines  (oh  /;  __  2)  sera  miniinuiu  :?i 

réqualion  a  toutes  racines  égales. 

Si  réquation  était  simplement  assujettie  à  avoir  ses  racines 

réelles  et  que  l'on  prit  /)  £:  2  n  ais  pair,  le  minimum  de  la 

même  somme  aurait  lieu  dans  les  mêmes  circous lances. 

,          „               L        .  , 

Considérons  encore  o(.r)  =  L.r;  9   = -.  Si  a  et  0  ne 

X'- 

coniprennent  pas  zéro,  le  théorème  s'applique  :  et  comme 

Ly.  -f  LS  4-  . .  .  +  LÀ  =  L(ai3  ...  À) 
on  voit  que  a^y  ...  a  sera  maximum,  lorsque  a  =  S  ...  =  X 


NOTE  DE  CtEOMËTRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  Jouaniie,  professeur  au  Lycée  de  Caeu. 


Remarque  sur  le  problême  d'ayrégation  de  1879 
Noir  !\'  année,  page  4:20. 

Autre  discussion  de  l'équation  de  la  surface  S. 
L'équation  peut  s'écrire,  en  posant  : 

a-     ^    b'  €■' 

2     \  a'     ''    6'^  c-  )       V    fl'^     "^     b-'  c^ 

+  (-^^)(^  +  ^-^) -*«  +  "  =  °- 

On  forme  les  équations  du  centre,  savoir  : 

Hag   _  23^0  / au-Q  j/j/o  _   sgp  \         x^  (H  +  4)    _ 

a-  a^    \  fl-      '6^  cW  20^  ~  °' 

^""6^ 6^  V^;^  -^  1^ ^j  +  — ^6^ —  -  °' 

Hz         2-rt   /œjL-0    ,     yyo        zzo\  ,     ^0  (H  +  4) 


c^  c'     \  a'  6*  c^  )  2C* 

D'abord  on  reconnaît  que  pour  H  :^  o  les  trois  équations 

se  réduisent  a  une  seule 1 — 1=0, 


a' 
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et  dans  ce  cas  la  surface  se  réduit  à  deux  plans  confondus 
(le  plan  langent  à  l'hyperboloïde  au  point  ou  se  trouve  A). 

ce  }!  " 

Ecartant  cette  hypothèse  ou  voit  que  — '■ —  =  — —  :=  — ^ 

et  que  h;  centre  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  point  A 
à  l'origine,  centre  de  l'hyperboloïde  donné. 

En  joignant  à  ces  équations  l'une  des   équations  (1),    on 
trouve  pour  les  coordonnées  du  centre  : 

a-o(H+  4)  .Vn(H  4-4)  :,^  (H  -j-4) 

J5  = TU — \ — TT        y  " 


2   (H    +    2)  •"  2    (H    -[-   2)  2    (H   +    2) 

lorsqu'on  a  H  -f"  -  =  o  le  centre  est  à  l'inlini  sur  la  droite 
et  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique.  Supposons 
H-f-  2  ;■  o  et  transportons  l'origine  du  centre.  Alors  l'équa- 
tion de  la  surface  S  devient  : 


2     \  r/*     '      6*  cW        \    o-  b'-  c 

(H  +   i)  H^ 
"^       8  (H  +  2)    -  °- 
Pour  déterminer  la  nature  de  la  surface,  il  faut  chercher 
les  intersections  du  diamètre  conjugué  de 

(/"  6^  c^ 

et  la  nature  de  la  section  l'aile    par  ce  plan. 
Les  équations  du  diamètre  conjugué  sont 

■^0  ,'/o  -^0 

et  les  points  d'intersection  de   cette  ligne  et  de  la   surface 
sont  déterminés  par  l'équation  suivante  : 

^[,H+.)i_(H+0-]  +  4i^=o.     (4) 


8(H  +  2) 


ou  z^ 


4(H+2)-^ 

dou  z  =±  '°  , 

2(H  +  2) 

valeurs  toujours  réelles. 

L'équation  de  la  projection  de  la  section  sur  le  plan  xy, 
s'obtient  en  éliminant  z  entre  (f)  et  (3),  ce  qui  donne  : 
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_H_r^       £ c'  rxx,        ////oy-i        HMH+n 

2  L  a*    "^    ^'^  ;;o'  \  «'-  6^  J  J  "^    8      H  +  2 

ou  en  ordonnant  et  en  tenant  compte  de  la  valeur 


o; 


a*       '        6^  c- 

x^  (   z;'  x,^  \  .V-  /    r„-  .Vo"  \  2.T„  (/o 


a^ 


6'^  \    f'-  b^^  J  a^b^ 


xy 


VH(H+i) 


c^H(H  4-  2 

Le  genre  de  la  courbe  est  donné  par  le  signe  de  la  fonc- 
tion suivante  : 

j,  2  /    -  2  ,.  2  \     /    -  2  y;  2   \  -  2 


a'b''  \  c'  a'  J  \  e  6'^  /  c' 

Alors  on  voit  aisément  que  cette  courbe  est  du  genre 
byperbole,  si  H-f-  i  >  o,  parabole  pour  H-)-  i  =0,  et  ellipse 
pour  H-)-  I  <  o.  Donc  : 

1"  Si  le  point  A  est  eu  dehors  du  cône  H  +  i  =0,  la  sur- 
face est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

i2°  Si  le  point  A  est  sur  le  cône,  la  surface  S  est  un  cône. 

3°  Si  le  point  A  est  à  l'intérieur  du  cône  H  -j-  i  =  o,  mais 
en  dehors  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  H-|-  2  =  o,  S  est 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

4°  Si  le  point  A  est  sur  l'hyperboloïde  H  -j-  2  =  u,  la  sur- 
face S  est  un  paraboloïde  elliptique. 

5"  Si  le  point  A  est  à  linlérieur  de  l'hyperboloïde  H  -j-  2 
la  surface  S  est  un  ellipsoïde.  Il  est  facile  de  reconnaître  que, 
dans  ce  cas,  H-f-i  <o,H-)-2<oetà  forliori  H  <  o  et  alors 
que  l'ellipse  (5)  est  réelle,  tandis  qu'elle  est  imaginaire 
pour  H-|-2>oetH-|-i<o. 

0"  On  a  vu  que  pour  H  =  o  la  surface  est  réduite  à  deux 
plans  confondus. 

La  troisième  partie  du  problème  devient  très  facile  au 
moyen  de  cette  notation. 

L'équation  de  la  surface  devient  en  ordonnant  ; 

' e    \    2'  "^  ~c^/ 

X]i  ^  ...  =0. 
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l"  Supposons  que  a;„,  //„  et  z-q  soient  ditierents   de  zéro  ; 

alors  la  condition  pour  que  la  surface  soit  de  révolution  est; 

.     /  H    _  jC  \    ,     f^  ^  _i_  /J! ^\    1    Jh^ 


=  -4.(-^  +  ^)  + 


C'^     \    2  C-    J  C 

Cette  condition  ne  peut  être  remplie  que  pour  H  =  o  et 
alors  la  surface  se  réduit  à  deux  plans  confondus. 
2°  Soit  So  =  o- 
Alors  on  a  pour  condition 


et  en  développant  et  supprimant  le  facteur  commun  —  on 
et  si  on  remplace  H  par  sa  valeur 


I     \    /     I  .       _I_, 

et  enlm  — ;—  I  —, — r    1  ~r, — — 

a^     \  c-  a-  /  \b-  c-  ,- 

eu  encore  plus  simplement  : 


a\a^  -j-  c')       '       b\b-  -f  c') 
Ellipse  dans  le  cas  de  a  >  b  >  c. 

Ou    trouverait  de    même    des    coniques    dans   le    cas    de 
y^  =  o  ou  de  .Xo  =  o. 


Savoir  : 
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a-{a''  —  b-)      '       r-        b-  -[-  c"- 


}f-       (a-  +  b-)  z-     (a-  —  C-) 

et  —  -T^ — 73 TTr+—r 


b-       [a^  —  b^)      '      c-      a-  +  c- 
il  suffit  d'uue  simple  permulalioii  circulaire. 


OUESTION  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


Former  l'équation  du  second  degré  qui  admet  pour  racines 
les  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  représentée  par  l'équation 
générale  du  second  degré  à  deux  variables,  en  coordonnées  obliques^ 
il  priori,  sans  passer  par  les  calculs  de  la  réduction.  —  Appli- 
cations. 

Soit  Xx-  -j-  2BXIJ  -{-  C//'-  +  2Da?  -j"  2E)/  -|-  F  =:  o  l'équa- 
tion d'une  conique  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  dont 
l'angle  est  6. 

Supposons  que  l'on  fasse  tourner  les  axes  de  coordonnées 
autour  de  l'origine,  sans  déplacer  celle-ci  ;  les  variables  x 
cly  seront  remplacées  par  des  fonctions  linéaires  homogènes 
des  nouvelles  coordonnées,  de  la  forme  x  =■  mx  -\-  ny  , 
y  =  px  -\-  qij' ,  et  l'on  aura  identiquement,  en  vertu  de  cette 
transformation  : 

Aa;2  -f  2Bxy  +  Ci/'-  +  iDx  +  2E?/  -|-  F 
=  AV^  4-  2B'a;V  -|-  ay'^  +  2J}'x'  +  2E'/y'-|-F. 
L'origine    n'ayant  pas  changé,  on  aura  aussi  identique- 
ment, pour  tout  point  du  plan  : 

^■^  ~\~  D^'  ~\~  ^^y  cos  0  =  x''^  -{-  y-  +  2x'y'  cos 0'; 
car  les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  les  deux  expres- 
sions, dans  les  deux  systèmes  de  coordonnées,  de  la  môme 
grandeur,  qui  est  le  carré  de  la  distance  à  l'origine  du  point 
considéré. 

A  désignant  un  paramètre  numérique  quelconque,  n  aura 
donc  identiquement  : 

Xx-  -\-  2'Bxy  -\-  Cy-  —  a{x-  -\- y-  -{-  2xy  cos  ô) 
=  X'x'^  -{-  2B'x'y'  -\-  C'y''^  —  a(x'-  -f-  ,'/'-+  ^^u'  cos  G'), 
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(x,  y)  et  (x'y')  désiguaut  les  coordonnées  dans  les  deux  sys- 
tèmes d'un  même  point  de  la  conique  considérée. 

Si  l'on  vient  à  déterminer  A  de  manière  que  le  premier 
membre  de  cette  dernière  égalité  soit  le  carré  parfait  d'une 
fonction  linéaire  et  homogène  nx  -f-  ^'y>  la  transformation 
de  coordonnées  sera  aussi  du  second  membre,  et  pour  la 
même  valeur  de  1,  un  carré  parfait,  puisque  cette  transfor- 
mation ne  sera  autre  chose  que  la  substitution  dans 
(ux  -\-  vijY,  à  la  place  de  x  et  de  y,  des  valeurs  x  =  mx 
-\-  ny\  y  =  px  -f-  QU  i  ce  qui  fera  de  (ux  -f-  ^''ijY  un  autre 
carré  parfait  (u'x  -\-  v'y'y. 

Or  la  première  fonction  devient  un  carre  parfait  pour  les 
valeurs  de  a  qui  annulent  son  discriminant,  c'est-à-dire  qui 
sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(A  —  >.)(G  —  À)  —  (B  —  A  cos  ay  =  o 

ou      X""  sin^  6  —  a(A  -j-  G  —  2B  cos  ô)  -f  AC  —  B^  =  o. 

La  seconde   fonction    devient  de  même  un  carré  parfait 

pour  les  valeurs  de  1  qui  sont  racines  de  l'équation  analogue 

X2  sin*  ô'  —  >.(A'  +  G'  —  2B'  cos  0')  +  A'G'  —  B''^  =  o. 

Mais  nous  avons  montré  que  les  valeurs  de  A  qui  rendent 

les  deux  fonctions  carrés  parfaits,  sont  nécessairement  les 

mêmes  ;  les  deux  équations  précédentes  doivent  donc  avoir 

les  mêmes  racines  ;  et  par  conséquent  leurs  coellicients  sont 

•proportionnels.  Par  suite  : 

A  -|-  G  —  2B  cos  6   __    A'  +  G'  —  2B'  cos  6' 

sin^  0  sin^  0'  ^  ^ 

AG  — B^         A'G— B'^  ^^^ 

et  : =  :— — : (2). 

sm^  0  sm^  0  ^  ^ 

G'est  la  traduction  de  ce  fait  que  l'on  exprime  quelquefois 

assez   improprement  d'ailleurs,  en  disant  que  les  fonctions 

ci-dessus  sont  des  invariants  de  l'équation  du  second  degré. 

Les  relations  (1)  et  (2)  ne  sont  en  réalité  que  des  effets  d'une 

cause  algébrique  dont  l'étude  ne  fait  pas  encore  partie  des 

programmes  actuels  ;  il  faut  nous  borner  ici  à  les  considérer 

.      .  ,       n       ,•  A  4-  G  —  2B  cos  0 

comme  signifiant  que  les  fonctions  — -^ : et 

^  ^  sm^  0 

^G  —  B^  ,         .  ,         , 

conservent  la  même  valeur  dans  tous  les  sys- 


sin^  0 
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tèmes' d'axes  de  coordonnées,  et  proscrire  de  la  far-on  la  plus 
absolue  tout  autre  énoncé,  qui  ne  serait  pas  exact  parce  que 
la  définition  véritable  et  précise  d'un  invariant  nous  fait 
complètement  défaut  dans  les  cours  de  spéciales. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  l'équation 

X*  sin^  0  =  X(A  4-  G  —  2B  cos  ô)  +  AG  —  B^  :=  o   (3) 
est,  en  géométrie  plane,  une  sorte  d'équation  en  S,  c'est-à- 
dire  qu'elle  admet  pour  racinesles  coelticients  des  carrés  des 
variables  dans  l'équation  de  la  conique  rapportée  à  ses  axes 
principaux. 

Supposons,  en  effet,  que  la  Lrausformaliou  de  coordonnées 
effectuée  soit  telle  que  les  axes  nouveaux  soient  parallèles 
aux  axes  principaux  de  la  courbe  ;  l'équation  nouvelle  man- 
quera du  terme  eu  x'ij',  et  sera  de  la  forme 

Islx'^  +  N(/'2  +  2Hx-'  -f  2Kij'  -\-  F  =  o. 

Or  l'équation  (3j,  dont  nous  avons  vu  que  les  racines 
sont  invariables,  se  réduit  dans  ce  cas  à 

(M  —  Àj(N  —  \)  =  o.  (4) 

Les  racines  sont  évidemment  M  etN;  donc  les  racines  de 
l'équation  générale  (3)  sont  aussi  M  et  N. 

Dès  lors,  il  est  facile  d'arriver  à  l'équation  aux  carrés  des 
demi-axes  d'une  conique  représentéepar  l'équation  générale. 

L'équation  de  cette  conique,  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes  est,  en  effet  : 

MX'-  +  NY^  +  A  =  o  (5) 

A  et 


étant  les  déterminan 

ts  connus 

A  B  D 

A  = 

B  G  E 

et  0  = 

A  B 

D  E  F 

B  G 

(On  sait,  eu  effet,  qu'en  transportant  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes  en  un  point  quelconque  du  plau,  les  termes 
du  second  degré  ne  changent  pas.) 

Or  les  carrés  des  demi-axes  de  la  conique  (5)  sont  respec- 
tivement en  grandeur  et  en  signe 

_      I     ^  I       A 

W     S  "N"  T  • 

L'équation  (3j  admet  pour  racines  M  et  N  ;  donc  l'équa- 


—  J3^2  — 

lion  en admellra    pour     racines    —  — -  et :rT-. 

Celle  équaliou  est  la  suivante: 

oÀ^  -|-  A  (A  +  C  —  2B  cos  0)  +  siu^  0  =  o, 
et  pour  avoir  l'équation  cherchée,  il  suffît  de  multiplier  les 

A       .       ,      . 

jacines  de  celle  dernière  par  — ::-,  c'esl-à-diro    de   changer  À 

oz  . 

eu  ,  ce  ffui  donne: 

A  '        ^ 

o':.'^  -{-  Ao(A  -f-  C  —  2B  COS  (})z  ~\-  A2  sin^  0  =  o.     (6) 

Les  valeurs   de  :;  qui  sont  les    racines  de  cette  équaliou 

sonl,  en  grandeur  el  en  signe,  les  carrés  des  demi-axes  de 

la  conique  représentée  par  l'équalion  générale. 

Application.  —  1°  Condition  pour  que  l'équalion  générale 

représente  une  hyperbole  équilalère.  —  Dans  l'hyperbole  équi- 

lalèrc,  les    carrés   des   demi-axes  sont  égaux   et  de  signes 

contraires  ;  la  condition  est  donc 

A  -j-  C  —  2B  cos  0  =  o, 

A  sin  0 
et  dans  ce   cas  a^  =  . 

0^  —  0 

formule  oli  —  5  =  B-  —  AC^    quantité   que    l'on    sait   être 
positive  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

^^  Aire  de  l'ellipse.  —  L'aire  de  l'ellipse 1 —  =   i 

^  ^        a^    ^    6- 

esl,  comme  ou  sait,  la  projection  de  l'aire  du  cercle  x'^  -\-  y- 

=  a^  sous  l'angle  dont  le  cosinus  est  — ;  cette  aire  est  donc 

a  ' 

~a^  X  —  ou  r.ab. 
a 

Or  on  a,  par  l'équation  (6): 

A-^  sin^  0 
a^b-  = ; 

,                                             ,            A  sin  0 
doue  ab  =  =^— 


ovo 
A  sin  0 


et  S  =  -  , 
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formule  do    la   composition  de  laciuelle  il  esl   facile  de    se 
readrc  compte  à  priori. 

Elle  doit,  en  efTet,  conlonir  A  en  numérateur;  car  l'aire 
doit  s'annuler  quand  rdlipse  se  réduit  à  son  centre,  c'est- 
à-dire  pour  A  =:  o  ;  elle  doit  contenir  un  facteur  o  à  son 
dénominateur  ;  car  l'aire  doit  devenir  infinie  quand  l'ellipse 
se  déforme  en  parabole,  c'est-à-dire  pour  o  =  o  ;  si  le  facteur 
A  est  à  la  puissance  i  au  numérateur,  le  facteur  o  doit  être 

à  la  puissance  -^  au  dénominateur,  puisque  A  est  du    Iroi - 

2 

sième  degré  et  o  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients 

de  l'équation  générale,    et    que  S   doit   être  du   degré  o  par 

rapports  à  ces    mêmes  coefficients,  cet'e  valeur  numérique 

n'étant  qu'un    nombre   d'unités   de   surface  c'est-à-dire  un 

simple  rapport.  L'existence  du  facteur  t:  est  nécessitée  par 

le  fait  que  l'aire  de  l'ellipse  doit  se  réduire  à  celle  du    cercle 

quand  les  axes  sont  égaux,  et  enfin  le  facteur  sin  0  provient, 

S 

si  l'on  veut,  de  ce  que  doit  être  indéterminé,  c'est-à 

smO 

dire  prendre  la  forme  —,  quand    il    n'y  a    plus    ni   ellipse 
définie,  ni  axes  de  coordonnées  ("). 

3"  Théorème  d'Apollonius.  —   Reprenons    les   relations  (I) 
A  4-  C  —  2B  cos  0    A'  -}-  <^  —  2IV  cos  0' 

et 


sin-  0  sin^  0' 

AG  —  B2  A  C  —  B'2 


sin-  0  sin-  0' 

Prenons  l'ellipse  ou  l'hyperbole  rapportée  dans  le  premier 

cas,   à  un    système    de   diamètres    conjugués  faisant   entre 

eux  l'angle  0.  et  dans  le  second,  aux  axes  principaux.  Leurs 

équations  sont  alors  : 

X-      ,      II-                                 .       X-      ,      )/^ 
1°     -T-±-^=i         el         -l"   -  +  4— =1' 


{*]  Celte  dernière  interprAtntion  nous  pnraît  bien  un  peu  biznrro.  miis  mm:; 
l'indiquons  comme  nous  l'avons  vu  donner.  Il  vaudrait  mieux  la  rnjiiiorler  à  la 

constanre  d'une  autre  fonotion  des  coeffieients  nui  est . 

Mil  0 
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L'application  de  la  première  relation  donne,  eu  observant 
que  dans  les  deux  cas  B=  B'  =  o,    et  que  dans  le  second 

a  •  h'     I  I 

^  ^  '^°°'  ^Ï^J         "^  ~^  ~  IF 

L'application  de  la  seconde  relation  donne  de  même  : 


a'^h"-  sin-  0  a'-b'^ 

d'où  immédiatement       ab  =  ab'  sin  0. 

En  divisant  membre  à  membre  les  deux  formules  précé- 
dentes, il  vient  : 

pour  l'ellipse  :  a-  -\-  b''^  =  a-  -\-  b- 

ct  pour  riiyperbole  :  à-  —  b'-  =  (C-  —  b"^. 

Ces  relations  sont  précisément  les  deux  théorèmes  connus 
sous  le  nom  de  théorèmes  d'Apollonius. 


CHOIX    DE   QUESTIONS 

PROrOSF.ES  AUX  EXAMENSD'A  OMISSION  A  LÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Algèbre. 

Décomposer  le  polynôme  (■«-  +  œ  +  i)'-  +  i  en  un  produit  de  deux  facteurs 
réels  du  2°  degré  en  x. 

—  Développer  en  fraction  continue  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 
loa;  =  2. 

—  Est-on  5ùr  d'arriver,  par  le  seul  emploi  du  théorème  de  Rolle,  à  séparer 
des  racines  d'une  équation  algébrique  de  degré  quelconque  ?  (abstraction  faite 
de  la  longuenr  des  calculs.)  .\ppliquor  à  l'exenqile  a"  -f  5^;"  —  3a;^  +  8a; 
+  9  =  o. 

Former  une  équation  dont  les  racines  (y)  soient  liées  à  celles  de  l'équation 
f[x)  ■=  o  p.ar  la  relation  y  t=  x'  -\-  2x".  x'  et  x"  étant  deux  racines  quelcon- 
ques de  l'équation  f  [x]  =  o. 

—  Soit  l'équation  ix"  —  jx^  A-  ax-  +  Ix  +  5  =:  o.  Quelle  relation  doit 
exister  entre  a  et  b  pour   que   deux   des   racines  .satisfassent   à   la    relation 

x   +  -^  =  3  ? 

X 

—  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation. 

I  I  I 

+  r  +  ==  O' 

X  —  a  X  —  0  X  —  c 

p  et  q   étant    deux  nombres   impairs    premiers    entre  eux.  décomposer  la 

fraction — en  fractions  simples. 

,(a;p  —  i)  [x'i  —  i)  ^ 
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—  Former  le  polynôme  du  deuxième  degré  qui  est  égal  à  a  pour  x  =  a, 
à  h  pour  a;  =  p.  et  à  c  pour  a?  =  Y-  

—  Extraire  la  i-acine  carrée  de  l'expression  i  +  2  \J  —  i   . 

—  Étudier  la  série   i  +  a?  cos  9  +  a;=  cos  2  9  +  . . .  +  ir"  cos  n  cp  -f    ... 
Former  la  somme  des  n  premiers  termes. 

/  I  I  I   \"* 

—  Limite  de  l'expression  (  i  -{ \-  — -  +  — -   ,  quand  m  croit  in- 

'  \  m  m-  wi'  / 

définiment. 

—  Montrer  que  la  méthode  des  groupements  ne  peut  donner  pour  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  d'une  équation  un  nombre  inférieur  à  celui 
que  donne  la  méthode  de  Newton. 

—  Parmi  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale,  quel  est  celui  qui  a  le 
plus  petit  volume  ? 

—  Les  racines  d'une  équation  f  [x]  =:  o  pouvant  se  partager  en  groupes  tels 
que  la  somme  de  deux  des  racines  de  chaque  groupe  soit  égale  à  une  quan- 
tité donnée  R,  comment  peut-on  abaisser  le  degré  de  l'équation  f  [x]  =  o  "! 

—  Chercher  quel  est  le  quadrilatère  de  périmètre  minimum  inscrit  dans  une 
dom  i-circon  férence . 

—  Que  direde    la  série 

X  cos  8          X-  cos  26     .     x^  cos  38                         .-r"  cos  «8 
I    +  + 5-   +   ...  +   5 +  ■■■ 

I  1.2  1.2.3  1.2.3...?! 

Trouver,  sans  employer  les  dérivées,  vers  quelle  valeur  tendent  les  deux 
expressions    ,  quand  m  augmente  indéfiniment,  i»  est  un  nombre 

positif,  et  .r  une  quantité  donnée.) 

—  Etudier  les  variations  de  la  fraction 

y  r=  a;  +  sin  x  -)-  \lx-  —  i 
quand  x  croit  de  —  00  à  4-  00 . 

—  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

I  t 

\ tgx  +  1  =  o. 

X  —  2  X  —  :> 

—  Quelle  est  la  valeur  du  déterminant 

I  a  P 

I  r  8 

lorsque  a,  p,  y,  5  sont  des  quantités  satisfaisant  aux  relations  : 

a=  +  p2  ==  I 

«Y  -I-  p6  rrr  O. 

—  Étuili<îr  les  variations  de  la  fraction 

y  —  s]  X-  —  1     +  — . 

—  F(a;)  et  f{x]  étant  deux  équations  algébriques,  on  veut  exprimer  que  les 
racines  de  la  première  sont  respectivement  égales  à  celles  de  la  deuxième 
augmentées  chacunes  du  nombre   2;  méthode  à  suivre. 

Géométrie  analytique  plane. 

—  Maximum  du  quadrilatère  inscrit  dans  une  ellipse. 

—  Lieu  des  points  tels  que  la  polaire  de  chacun  d'eux  soit  normale  à 
l'elllipse. 
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—  Construire   In    courbe 

x-'x  —  i)(x  —  2) 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y-    =    I    —   X  \Jx  -\-    1- 

—  Construire  la  courbe  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

p-  +  p  sin  (co   -|-   -^)  +  I  =.  o. 
4   / 

—  Construire  la  courbe  dont  l'écpiation  est 


Trouver  les  points  d'inflexion. 
—  Recherche  des  asymjjtotes  de  la  courbe 


=  f-£ 


y-    .'     ^-oX'^'  +  a,x>n  -  l  + 


XP   +  l),rP  -  1  4-  ... 

—  Calculer  le  iiaramùtre  d'une  parabole  représentée  par  l'équation  générale 
du  second  degré  à  deux  variables. 

Inciilemment,  démontrer  que  les  trois  quantités 

A  +  C  —  2B  cos  0  0  A 

et  — — 

sin-  0  sm-  0  sin-  fj 

sont  des  invariants. 

—  On  demande  de  prévoir  complètement,  a  prmi.  la  formule 

[Ax  +  By  +  C)  sin  Q 

s/ A-  +  B-  —  2AB  cos  6 
qui  donne  la  distance  d'un  point  (,r,  y]  à  une  droite  Ax  +  By  +  C  =  o. 

—  Si  une  hyperbole  a  mêmes  axes  qu'une  ellipse  donnée,  et  que  l'on  joigne 
à  un  foyer  de  l'ellipse  les  points  de  rencontre  de  cette  hyperbole  avec  la  direc- 
trice de  l'ellipse  qui  correspond  au  foyer  considéré,  on  a  deux  tangentes  à 
l'hyperbole.  —  Ces  tangentes  sont  rectangulaires. 

—  Former  l'équation  qui  représente  le  système  des  deux  bissectrices  des  deux 
droites  représentées  par  l'équation 

A{x  —  rj,y-  +  2B(x  —  a.)[y  —  jï)  +  C{y  —  fi)-'  =  o. 

—  Trouver  les  longueurs  des  axes  de  la  courbe  r<îprésentée  par  l'équation 

X-  —  2xy  +  3if  +  2X  —  2.y  =  o. 

—  C.onstrnire  la  courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées 

_     i  +  t  _        I 

~  1  —  r  ''  ~  1  —  i 

x'~  xi~ 

■ — Etant  donnés  un  point  (««)  et  une   ellipse  +  =  i,  décrire  do 

a-  h-   . 

ce  point  comme  centre,  un  cercle  tel  ([ue  deux  sécantes  communes  au  cercle  et 

à  relli})se  soient  rectangulaires. 

—  On  donne  une  droite  et  trois  points.  Construire  la  conique  passant  par 
les  trois  points,  et  ayant  pour  axe  la  droite  donnée. 

—  ('onstruire  la  courbe 


I    —    2    cos  0) 
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—  Discuter  l'équation  if  -{-  x'-  =  i  ... 
Points  remarquables  de  la  courbe  qu'elle  représente. 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

I 

=  tang  co  sin  o). 

p 
Lieu   des   milieux   des   cordes   parallèles  à  la  direction  y  =  mr,  dans  la 

courbe  y-  =  cc-^- 
Lieu  du  sommet  de  l'angle  droit  dont  les  côtés  sont  normaux  à  la  parabole. 

—  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  une  directrice 
communes. 

—  On  considère  les  hyperboles  équilatères  ayant  un  sommet  réel  commun, 
ainsi  qu'im  point  de  l'une  des  asymptotes.  —  Trouver  l'équation  générale  de 
ces  courbes  et  le  lieu  de  leurs  foyers. 

—  Etant  donnée  la  longueur  qui  rei)résoiite  l'unité  linéaire,  construire  les 
longueurs  définies  par  les  formules 


.=   |/|.  et    .^f±. 


ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  «o<iiu>l. 

(Suite,  voir  page  80.j 


Interprétation  (jéom-'trique  de  la  projectiv/té.  —  Deux  figures 
projectiles  sont  telles  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
éléments  de  l'une  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
éléments  correspondants  de  l'autre.  —  En  eflet,  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  éléments  dans  l'une  des  figures  a 
pour  valeur,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré, 
Ài  —  A3    .    >^i  —  ^v, 

^3  —  ^2       ^^'1  —  ^^2 

Les  paramètres  étant  les  mêmes  pour  les  éléments  corres- 
pondants, le  rapport  précédent  est  nécessairement  le  même. 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  propriétés  résultant  de  la 
conservation  du  rapport  anharmonique  appartiennent  aux 
figures  projectives  ;  cette  simple  remarque  peut  servir  do 
hase  à  la  géométrie  supérieure,  et  elle  a  donné  les  magni- 
fiques résultats  dont  les  Poncelet,  les  Steiner,  les  Chasles 
ont  enrichi  la  science. 
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Mais  nous  ferons  observer  que  leur  point  de  vue,  d'ailleurs 
purement  géométrique,  est  précisément  l'inverse  de  l'étude 
analytique  de  la  projectivité,  et  c'est  surtout  à  Glebsch  que 
revient  l'honneur  d'avoir  considéré  les  figures  projectives 
sous  cet  aspect  nouveau,  à  la  fois  original  et  logique, 

Définition  de  l' homographie.  —  La  relation 
(i\<j.  -\-  hX  -\-  ("j.  -\-  d  =  o. 
en  vertu  de  laquelle  à  un  point  d'une  base  ou  à  un  ra3'on 
d'un  faisceau  correspond  un  point  nnique  d'une  autre  base 
ou  un  ra^^on  unique  d'un  autre  faisceau,  est  ce  qu'on  nomme 
une  relation  homographique,  et  deux  séries  de  points  pris 
sur  une  même  base  ou  sur  des  bases  différentes  et  satis- 
faisant à  cette  relation  s'appellent  divisions  homographiqués 
de  même  hase  ou  de  bases  différentes. 

Deux  séries  de  points  en  projectivité  sont  donc  homogra- 
phiqués, et  les  divisions  homographiqués  jouissent  par  con- 
séquent des  propriétés  des  figures  projectives,  et  en  parti- 
culier de  celle  qui  est  la  plus  imporianle  de  toutes,  de  la 
conservation  du  rapport  anharmonique. 

Il  résulte  aussi  de  tout  ce  qui  précède  que  deux  divisions 
homographiqués  de  même  base  qui  ont  trois  points  corres- 
pondants confondus  coïncident  dans  toute  leur  étendue, 
c'est-à-dire  ne  forment  qu'une  seule  et  même  division. 

Il  en  est  de  même  pour  deux  faisceaux  de  même  centre 
dont  trois  rayons  correspondants  coïncident. 

Nous  nous  occuperons  plus  tard  des  propriétés  des  figures 
homographiqués,  mais  toujours  au  point  de  vue  anah'tique; 
car,  au  point  de  vue  géométrique,  elles  ont  été  complète- 
ment étudiées  par  Ghasles  et  Poncelet. 

Figures  perspectives.  —  Si  l'on  considère  une  division 
(c.-à-d.  une  série  de  points  en  ligne  droite),  et  un  faisceau 
(c.-à-d.  une  série  de  droites  passant  par  un  même  point), 
et  que  l'on  suppose  la  série  et  le  faisceau  projectifs,  il  peut 
arriver  que  chaque  rayon  du  faisceau  passe  par  le  point 
qui  lui  correspond;  on  dit  alors  que  les  deux  figures  sont 
en  perspective . 

Or,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  séries  et  les  faisceaux 
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qui  sont  projectifs  peuvent  toujours  être  amenés  en  perspective  ('^). 
Il  suffit,  eu  eftet,  de  déplacer  le  faisceau  tout  d'une  pièce, 
de  manière  à  faire  passer  trois  de  ses  rayons  par  les  trois 
points  correspondants  de  la  série  des  points.  Les  autres 
rayons  passeront  alors  par  les  points  qui  leur  correspondent 
respectivement,  en  vertu  des  théorèmes  démontrés  plus 
haut. 

Les  figures  projectives  d'espèces  différentes  peuvent  donc 
être  considérées  comme  provenant  du  déplacement  de  figures 
perspectives. 

Cette  remarque  peut  être  étendue  aux  figures  projectives 
de  même  espèce. 

Nous  dirons  pour  cela  que  deux  divisions  projectives  sont 
perspectives  quand  les  lignes  qui  joignent  les  points  cor- 
respondants concourent  en  un  même  point,  qu'on  appelle 
le  centre  de  perspective,  et  que  deux  faisceaux projectifs  sont 
perspectifs  quand  les  rayons  correspondants  se  coupent  sur 
une  même  ligue  droite,  qu'on  appelle  axe  de  perspective. 

On  amènera  deux  divisions  projectives  à  être  en  pers- 
pective, en  déplaçant  l'une  des  divisions,  de  manière  à  faire 
coïncider  l'un  de  ses  points  avec  le  point  correspondant  de 
l'autre  division,  et,  de  même,  on  amènera  deux  faisceaux 
projectifs  à  être  en  perspective  en  déplaçant  l'un  des  fais- 
ceaux, de  manière  à  faire  coïncider  l'un  de  ses  rayons  avec 
le  rayon  correspondant  de  l'autre  faisceau. 

Tous  ces  résultats,  que  nous  venons  d'exposer  très  som- 
mairement, et  par  conséquent,  les  propriétés  qui  en  décou- 
lent, sont  donc  établis  directement  par  l'analyse,  et  l'on 
voit  qu'en  réalité,  pour  regagner  le  terrain  d'abord  conquis 
par  la  géométrie  pure,  il  suffit  de  fournir  au  calcul  des 
moyens  d'investigation  plus  commodes  et  plus  puissants 
que  les  procédés  trop  restreints  dus  à  l'emploi  des  seules 
coordonnées  de  Descartes.  Les  coordonnées  tangentielles 
constituent  l'un  de  ces  moyens,  et  leurs  principal  avantage 
consiste  dans  la  facilité  avec  laquelle  elles  mettent  en  lu- 
mière le  principe  de  dualité. 

t*j  Clebsch,  Leçons  sur  la  géométrie,  t.  I.  p.  57  et  58. 
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De  Véquation  langentielle  d'une  courbe.  —  Si  entre  les  coor- 
données langentielles  u  et  i:  de  la  droite  on  établit  une 
équation  f(u,  r)  =  o,  nous  avons  dit  qu'un  s^'slènie  de 
solutions  réelles  m,  et  Vi  de  cette  équation  définit  une  tan- 
gente d'une  certaine  courbe  qu'on  peut  regarder  comme 
représentée  par  la  succession  continue  de  ses  tangentes,  et 
par  l'équalion  /(w,  v)  =  o,  que  l'on  appellera  pour  ce  motif 
Véqualion  langentielle  de  la  courbe  considérée. 

Si  la  définition  géométrique,  ou  la  construction  de  la 
courbe  au  moyen  de  quelqu'une  de  ses  propriétés,  permet 
d'établir  à  priori  une  relation  entre  les  coordonnées  tangeu- 
tielles  u  et  v  de  l'une  quelconque  de  ses  tangentes,  relation 
s'appliquant  à  cbacune  de  ces  tangentes,  et  à  ces  droites 
seulement,  la  relation  ainsi  établie  donnera  immédiatement 
l'équation  tangcnlielle  de  la  courbe. 

Par  exemple,  toutes  les  tangentes  d'un  cercle  jouissant 
de  la  propriété  d'être  équidif  tantes  du  centre  ;  si  nous  pre- 
nons pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  passant  par 
le  centre  ;  il  est  clair  que  l'on  a  : 

1,1 

— r  +  —  ---  /^ 
u-  V- 

en   appelant  u  et  c    les  coordonnées  d'une    tangente  quel- 
conque, et  /  la  longueur  comprise  entre  les  axes.  Mais  on  a 

aussi  :  R/  = ;    donc  l  =: 


vu   '  V\uv 

et  par  conséquent  entre  u  et  v  on  aura  la  relation 

u"-  V-  \\'u-i- 

c  est-a-diro  »- -L  ^=        ,  ■' 

que  l'on  obtient  aussi,  immédiatement,  en  écrivant  que  la 
distance  de  l'origine  à  la  droite  ?rr -}~  ''.'/  —  i  =o  est  égale 
à  R,  quels  que  soient  v  et  r.  Le  carré  de  cette  distance  est 

en  elVet,      ■ ;  on  a  donc  =  R-.  d'oiu(M_.j,2 

u''-  -L  r-  n-  -|-  r- 

I 

^  "r^  ■ 

Celte  relation  entre  v  et  r  est  l'équation   langentielle  du 
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cercle,  par  rapport  à  deux  diamètres  rectangulaires  passant 
par  son  centre,  pris  pour  axes  des  coordonnées  carté- 
siennes. 
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L'ouvrage  que  nous  signalons  aujourd'hui  à  nos  lecteurs  présente  une  expo- 
sition très  rigoureuse  et  très  claire  des  principes  fondamentaux  et  des  métliodes 
employées  en  géométrie  descriptive;  cette  première  partie,  étudiée  sérieusement, 
permettra  d'apprendre  avec  lacilité  la  seconde  i)artie  du  cours,  comprenant 
l'étude  des  surfaces,  la  partie  la  plus  importante  pour  l'entrée  à  l'Ecole  Poly- 
technique, partie  indispensable  à  bien  savoir,  si  l'on  veut  suivre  avec  fruit  le 
cours,  si  intéressant,  fait  à  l'intérieur  de  l'école,  où  la  théorie  des  surfaces  est 
l'objet  maintenant  d'études  approfondies. 

Il  appartenait  ù  M.  Javary,  par  suite  Cm  sa  double  situation  comme  chef  des 
travaux  grai)hiques  à  l'École  Polytechnique  et  comme  professeur  pour  les 
classes  de  mathématiques  spéciales,  d'écrire  une  sorte  d'introduction  au  cours 
de  M.  Mannheim.  Au  début  de  la  préface  de  son  cours  de  (iéométrie  descrip- 
lixe,  le  professeur  de  l'École  dit  qu'il  est  nécessaire  de  bien  posséder  les  élé- 
ments de  la  science  qu'il  professe,  en  commençant  la  lecture  de  son  ouvrage. 
C'est  pour  répondre  à  cette  nécessité  que  le  livre  que  nous  annonçons  a  été 
écrit. 

Parmi  les  modifications  les  plus  importantes  introduites  dans  l'étude  élémen- 
taire de  la  géométrie  descriptive,  nous  signalerons  l'emploi  des  changements 
de  plans  nettement  indiqué  dans  un  certain  nombre  de  problèmes  comme  pro- 
cédé d'exécution  seulement,  et  non  \)ns  comme  moyen  de  solution.  L'auteur  a 
soin  de  ne  pas  recommander  la  méthode  des  rotations,  (jui  présente  le  grave 
inconvénient  de  complitiuer  les  tracés,  et  de  les  superjtoser  à  la  ligure  princi- 
pale; cependant,  cette  .méthode  peut  être  utile  dans  certains  cas;  elle  est  donc 
étudiée  à  part. 

Indi(iuons  aussi  la  construction  d'un  certain  nombre  de  problèmes  au  moyen 
d'un  seul  plan  de  projection.  Ces  questions,  souvent  intéressantes,  montrent 
aux  élèves  que  les  deux  plans  ne  sont  pas  nécessaires  toujours  et  les  achemi- 
nent à  la  méthode  des  projections  cotées  qui  termine  le  [)remier  volume. 

Enfin,  signalons  des  applications  de  l'intersection  des  polyèdres  à  des  ques^ 
lions  d'ombre  et  les  principes  de  la"i)erspective  cavalière,  limités  ici  à  l'étude, 
l)ar  ce  mode  de  représentation,  des  ligures  planes  et  des  i)olyèdres.  et  qui  ra- 
mènent les  figures  à  l'apparence  (pi'on  leur  donne  en  général  dans  l'étude  des 
figures  de  l'espace;  nous  aurons  indiqué  ainsi  les  parties  les  plus  importantes 
de  cet  ouvrage. 

Nous  pouvons  en  terminant,  dire  que  jamais  lecture  d'un  livre  de  Géométrie 
descriptive  ne  nous  procuré  un  plus   réel  plaisir    que  celui  que    nous  avons 
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éprouvé  en  lisant  cet  ouvrage,  dont  les  figures,  cette  partie  si  importante  pour 
un  livre  de  cette  nature,  sont  faites  avec  un  soin  tout  particulier.  Nous  espé- 
rons que  la  seconde  partie  du  cours  de  31.  Javary  ne  se  fera  pas  attendre  bien 
longtemps,  et  viendra  compléter  ce  traité  qui  prendra,  dès  le  début,  sa  place 
parmi  les  très  bons  ouvrages  destinés  à  l'enseignement  scientifique  en  France. 

A.  M. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

313.  —  Si  dans  uu  triangle  ABC,  les  côtés  a  et  6  sont 
tels  que  l'on  ait  a  =  by^,  démontrer  que  :  1°  la  médiane 
du  triangle  qui  part  du  sommet  A  coupe  le  côté  BC  sous  uu 
angle  égal  à  l'angle  A  du  triangle;  2"  que  cos  ^A  =  cos  2B. 

(de  Longchamps.) 

314.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD.  Du  point  A  comme  centre, 
avec  AC  =  AD  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  l'on 
prend  un  point  M  sur  ce  cercle.  On  mène  les  lignes  AM,  BM 
qui  rencontrent  le  cercle  0  aux  j^oints  A'  et  B';  on  mène 
aussi  le  rayon  01  qui  passe  par  le  point  M.  Démontrer  que 
l'on  a  :  arc  CI  =  arc  B'C  -j-  arc  A'I,       (de  Longchamps.) 

315.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD  dans  ce  cercle.  Dans  le  demi- 
cercle  ADB,  on  trace  deux  rayons  rectangulaires  OP,  OP'; 
on  abaisse  des  extrémités  P  et  P'  de  ces  rayons  des  perpen- 
diculaires PQ,  P'Q'  sur  le  diamètre  AB.  On  forme  ainsi  deux 
triangles  rectangles  OPQ,  OP'Q'  dont  nous  désignerons  les 
centres  des  cercles  inscrits  respectivement  par  co  et  w'.  Cela 
posé,  la  ligure  donne  lieu  aux  remarques  suivantes,  qu'on 
propose  de  démontrer  : 

l"  La  droite  tow'  qui  est,  pour  des  raisons  évidentes,  paral- 
lèle au  diamètre  AB,  est  égale  au  rayon  du  cercle  donné  ; 

â**  Le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  Coko'(  est  un  cercle; 

3*^  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  PP'  et  de  wto'  est 
constamment  parallèle  à  CD,  et  égale  à  la  moitié  du  rayon; 
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4o  Les  droites  AP,  BP',  CI  sont  concouraules  ; 
o"  Les  cinq  points  P,  P',  w,  to',  0  sont  sur  un  même  cercle  ; 
6"  On  a  Co)'2  J-  Ow'-  =  Co)'-  +  Oco'^  =  2R^  ; 
7''  Le  milieu  de  PP'  etles  points  w,  co',  I  forment  les  quatre 
sommets  d'un  carré.  (de  Longchamps.) 

316.  —  On  donne  deux  parallèles  A,  B,  et  sur  la  pre- 
mière un  point  fixe  0.  Soit  C  un  point  quelconque  de  B. 
Sur  OC  comme  diamètre,  décrivons  une  circonférence  et 
menons  en  C  la  tangente  CD,  sur  laquelle  nous  prenons 
CD  =  CO.  Enfin  joignons  le  point  D  au  milieu  E  de 
CO.  Cette  droite  rencontre  le  cercle  en  deux  points  I  et  I' 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique,    (de  LoïKjchamps.) 

Mathématiques  spéciales. 

317.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  ligne 


H/ 

X  cos  '^  -\-  y  sin  cp  =1/ (a  cos  m). 

(Edmunds.) 

318.  —  Résoudre  le  système 

3  

x'-{-  if=    /f     .  (Edmunds.) 

X  -\-  y 

319.  —  1'^  On  prend  sur  la  tangente  à  une  courbe  fixe, 
à  partir  du  point  de  contact,  une  longueur  proportionnelle 
à  la  normale  en  ce  point.  Trouver  le  lieu  de  l'extrémité  de 
cette  longueur  quand  la  tangente  se  déplace.  —  2°  On  prend 
sur  la  normale  à  une  courbe  fixe,  à  partir  du  pied  de  la 
normale  à  la  courbe,  une  longueur  proportionnelle  à  la  tan- 
gente en  ce  point.  Trouver  le  lieu  du  point  ainsi  obtenu 
quand  la  normale  se  déplace.  —  Application  aux  coniques 
et  à  la  cycloïde.  (Julliard.) 

320.  —  Établir  l'identité  suivante,  qui  a  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  de  p  et  de  n  : 

IIP  —  Cp+i{n.  —  OH-  Cp+,(/i  —  2jP  -f-  . . .  + 
(-  0''C/;^,(«  -  P}^  +  (-  0^^  +  ^  {n-  p  -  i)P  =  o. 

(de  Longchamps.) 
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321. —  Établir,  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de 
p  et  de  n,  et  quel  que  soit  x,  l'identité 

(^x  —  i)P+i  [iP  X  -\-  2i>  x-^  -\-  . . .  +  nP  X''  ] 

r=  f5,X"+/'+l   +  h  X'^+P  +   .  .  .  +  fS/,  +  ,   X»+' 

+   y.p  XP  -f-  'J-p+\  xP-^  4"  •  •  •  +  '^-f  ^^' 
les    coefticieuts  a,  ft    claut  indépendants  de    x,    et   donnés 
par  les  égalités 
p.,  =  nP 

r,,  r=(u-ij/'-C;_,.,  n/' 

,%  =  (n  —  2)/^  —  C;+,  (n  —  I  )/'  +  C;,+,  /i/^ 


f:.,H^,  =  (a  —  /O''—  C;_|,    (>i  —  p  H-   i)/' 

a,  =  (—  l)i'+i.  I'' 

as  =^  (-   1)/'+'  .    3/'  -j-  (-   i)P  C;;+,   2P  +  (—  ij/'-i 


a,=  (-  i)i'+i  p/'  +  •••  +  (-  n^qVi- 1^'. 

(de   Lomjchamps.) 


Le  Rédacteur-Géraal, 
J.  KŒHLER. 
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NOTE  D'ARITHMETIQUE 


1.  —  Décomposer  en  fadeurs  premiers  le  produit  : 
1 . 2 . 3 . 4 . . .  //i 

Soil  a  un  facteur  premier  qui  entre  dans  ce  produit  ;  si 
l'on  divise  m  par  a,  et  que  l'on  trouve  pour  partie  entière 
du  quotient  q,  les  seuls  facteurs  divisibles  par  a  seront 
a,  2a,  Sa,  4a  . . .  qa. 

Par  conséquent,  en  réunissant  ces  facteurs,   nous  pour- 
rons mettre  en  évidence  le  produit 
a'^i  .  i  .2.3  . .  .q. 

Supposons  de  même  que  l'on  ait 
q  =  aq'  -\-  r. 

Dans  le  produit  1.2. 3... 5',  nous  pourrons  encore  mettre 
en  évidence  le  produit 

al' .  i  .2.3. .  .q' . 

Enfin,  supposons  qu'en  divisant  q   par  a,   on  ait  un  quo- 
tient q"  inférieur  à  a;  on  mettra  en  évidence  le  produit 
a'i'i  .2.3. .  .q". 

Il  en  résulte  que,  pour  chaque  facteur  premier,  on  trou- 
vera facilement  la  puissance  à  laquelle  il  entre  dans  le  pro- 
duit i  .2.3. .  .m,  d'après  la  règle  suivante  : 

On  divise  w  par  le  facteur  premier  considéré  a,  on  a 
pour  partie  entière  du  quotient  q  ;  on  divise  q  par  a,  ce  qui 
donne  pour  partie  entière  q' -,  on  divise  q  par  a,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  un  quotient  qn  inférieur  à  a  ; 
la  puissance  à  laquelle  le  facteur  a  entre  dans  le  produit 
est^  ^  q_^  q    -{-  q"  -^   ...   ^  ç„. 

En  opérant  ainsi  pour  tous  les  facteurs  premiers  qui 
entrent  dans  le  produit,  on  décomposera  celui-ci  en  facteurs 
premiers. 

Ainsi,  par  exemple,  prenons  le  produit 

I .2.3.4.5.6.7.8.9,10. i I . 12. i3. 14. i5. 16. 17. 

Les  facteurs   premiers  qui  entrent  dans  le   produit  sont 

-;    -^   -S    7'    I'.    '^^    17- 

JOUU.NAL  DK    MATH.    1881.  10 
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On  trouve  pour  le  facteur  2,  les  quotients 
8,  4,  2,  I  ; 
donc  2  eutre  au  i^roduit  avec  la  puissance  i  5  ;  on  trouverait 
pour  3  la  puissance  6  ;  pour  5  la  puissance  3  ;  pour  7  la 
puissance  2,  et  pour  les  autres  la  puissance  i  ;  donc  on  aura 
pour  le  résultat  de  la  décomposition  du  nombre  en  facteurs 
premiers      2*3  X  3«  X  5^  X  7'  X  1 1  X  i3  X  17 

'à.  —  Décomposer  en  facteurs  premiers  le  produit 
(P  +  i)(P  -f  2)(p  -h  3)(p  4.  4)  . . .  (p  -f  m). 

Je  remarque  que  ce  produit  est  le  quotient  du  produit 
des  (m  -f-  p)  premiers  nombres  par  le  produit  des  p  premiers 
nombres. 

Gela  posé,  si  nous  considérons  un  facteur  premier  supé- 
rieur a  p,  il  est  certain  qu'il  n'entrera  pas  au  dénominateur; 
nous  le  retrouverons  au  quotient  avec  un  exposant  égal  à 
celui  qu'il  a  dans  le  numérateur,  exposant  que  nous  obte- 
nons d'après  la  règle  précédente.  Si,  au  contraire,  nous 
prenons  un  facteur  premier  b  inférieur  à  p,  nous  aurons,  en 
appliquant  au  numérateur  et  au  dénominateur  la  règle  jjré- 
cédente,  d'abord 

m-{-p  =  bqi  -f  /-,  ;  />  =  bq  -{-  r, 

et  il  est  bien  certain  que  l'on  a 

q,  >  q. 

Nous  eu  déduirons  donc,  en  continuant  de  même,  et 
appelant  q^,  q^",  ...  les  quotients  successifs  pour  le 
numérateur,  q',  q"  .   .   .  les  quotients  pour  le  numérateur 

9i'  >  f/;  q\>  q"  •  •  • 

et,  en  définitive,  en  posant  d'une  part 

Qi  =  9i  +  q.  +  qi"  -f  •  •  • 

d'autre  part         Q  =  q  -\-  q  -\-  q"  -\-  .   .  . 

Nous  trouverons  que  le  facteur  b  entre  au  quotient  à  une 
puissance  égale  à  Qi  —  Q. 

En  opérant  de  même  pour  tous  les  facteurs  premiers 
ijiférieurs  à  p,  nous  décomposerons  en  facteurs  premiers 
le  produit  donné,  en  mettant  en  outre  tous  les  facteurs 
supérieurs  à  p,  pour  lesquels  nous  appliquons  la  règle 
donnée  dans  le  premier  problème. 
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Exemple.  —  Décomposer  en  facteurs  premiers  le  produit 
i8. 19.20.21 .22. 23. 24. 25. 26. 27. 28.29. 

On  a  ici  :  /?  =:  17  ;  p  -\-  m^  29. 

Les  facteurs  premiers  sont  2,  3,  5,  7,  11,  i3,  17,19,23,29. 

Les  facteurs   19,  23,  29   entreront   dans   le  produit  avec 

l'exposant  i  ;  pour  les  autres,  on  trouve  le  tableau  suivant 


Qi 

Q 

Q^-Q 

• 

Q 

Qi-Q 

2 

25 

I  5 

10 

1 1 

2 

I 

I 

3 

i3 

6 

7 

i3 

2 

I 

I 

5 

6 

3 

0 

17 

I 

I 

0 

/ 

4 

- 

2 

Donc  le  produit,  décomposé    en   facteurs  premiers,  donne 
2»«  X  3'  X  53  X  7^^  X  1 1  X  i3  X  ig  X  23  X  29. 

3.  Théorème.  —  Le  produit  de  p  nombres  entiers  consé- 
cutifs est  toujours  divisible  par  le  produit  des  p  premiers 
nombres. 

Je  puis  toujours  supposer  que  le  plus  petit  des  nombres 

qui  entrent  au  numérateur  surpasse  d'au  moins  une   unité 

le    plus  grand    facteur  du  dénominateur  ;    sans   quoi,    il    y 

aurait  des  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomi^ 

naleur,  que  je  pourrais    supprimer  immédiatement,   ce  qui 

me    ramènerait  au    cas  précédent  ;    je  considère  donc    la 

{m  +  i)(m  +  2)(m  -f-  3)   ...   (m  +  p) 

traction — 

1.2   ...  p 

dans  laquelle  je  suppose  m  y_p;  il  en  résulte  que  l'on  a, 

pour  un  facteur  premier  a,  en   appelant   q^  le  quotient   de 

m  -}-  p  par  a,  et  q  le  quotient  de  /;  par  a 

</i  >  2fy 
de  môme  </j    >^  27' 

ql   >    27" 
etc.,    q\,   q'i,...    q',  q-..    ayant     la    signification    que   je 
leur  ai  donné  précédemment.  J'en  déduis  : 

Ql  -  Q  >  Q. 
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Donc  tout  facteur  premier  du  dénominateur  entre  au 
numérateur  avec  nn  exposant  au  moins  égal;  par  consé- 
quent le  numérateur  contient  tous  les  facteurs  premiers 
du  dénominateur  avec  des  exposants  au  moins  égaux  à 
ceux  qu'ils  ont  dans  ce  dénominateur:  par  suite  l'expression 
considérée  est  un  nombre  entier. 

4.  Théorème.  —  Si  l'on  a 

m    >_  y.  +   ^  +  Y  -f-  0, 
l'expression 

1.2.3.4   •  •  •  1^^ 
; .  2 . 3  . .  .  a  X    1.2.3...   p   X    i .  2 . 3 . . .    •;  X    i .  2  . 3 . . .   0 
est  un  nombre  entier. 

En  effet  on  peut  d'abord  supprimer  le  produit  1.2. 3...% 
au  numérateur;  puis  on  remarquera  que  l'expression  est  le 
produit  des  expressions  suivantes  : 

(g  +   l)   (g  ^   2)   .    ■   7.+  ',) 

1.2.3...     fi  ' 

(7.  +54-0  (-^  +  'p  +  2)...  (-^  +  >  +  y) 

1,2.3...'' 

r;:  -  -  ç.  +  8  +y-f-  p  ...  (7+  s  +y+o) 

1.2.3...    0 

et  de  plus,  un  produit  sous  forme  entière  P  s'il  y  a  lieu. 

Or,  chacune  des  expressions  précédentes  est  entière, 
d'après  ce  que  l'on  a  dit;  donc  l'expression  considérée  est 
un  nombre  entier. 


APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  )[.  Ciino-Ijoria 

[Stdte,  voir  page    104.) 


II 
TÉTRAGOiNOMÉTRIE;    POLYGONOMÉTRIE 

18.  —  (R)  Trouver  une  expression  pour  lo  surface  S  d'un 
quadrilatère  ABCD  dont  on  connaît  deux  côtés  opposés  h,  d  et 
les  anç/les. 
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Les    côtés  AB,  CD  se  coupent  en   E.    L'aire  du  triangle 


I        sin  A  sin  D 
ADr^  est  — d- 


siu  (A  +  I);  ' 
cl  l'aire  du  triangle  BGE  est 

1  sin  (•::  —  B)  sin  (-  —  G)    i       ,  sin  B  sin  G 

2  bin  [2- —  {B-\-Cj]  2         sin  (B  -\-  Uj 

et  comme  S  =  ADE  —  BGE, 

d-  sin  A  sin  D      ,      6^  sin  B  sin  G 

on  aura  S  =  ■ — 

2  sin  (A  -j-  D)      '      2  sin  (B  -f-  G) 

Remarque.  —  On  reconnaît  aisément  que,  quoique  on  ait 
supposé  dans  la  démonstration  que  le  quadrilatère  fût  con- 
vexe, la  formule  trouvée  est  vraie  aussi  quand  il  ne  l'est  pas, 

14.  —  (R)  Étant  donnés  dans  un  qiiadrilntère  quelconque  les 
côtés  a,  b,  c,  et  les  angles  B,  G,  trouver  sa  surface. 

Les  côtés  AB,  CD  du  quadrilatère  se  coupent  en  E.  Comme 
l'angle  E  est  égal  h  -  —  (-  —  B)  —  (-  —  C)  ou  B  -f  G  —  z, 
le  triangle  BGE  donnera 

BG  _      CE      _         BE 

sin  (B -f- G  —  -)  sin  A 

et  ou  aura  donc 

sm  (B  -f  Gj  ' 

et 

AT^  6  sin  C 

AE  =  r/ : — ^    ,    ,,    :        DE  =  c —      .      t.    ,    ,,    • 

sin  (B  -\-  G)  ■  sm  (B  -|-  Gj 

Or  on  a 

T,r,T^  I    /       6  sin  G       \/       6  sin  B       \    •      ,r>    ,    r.  \ 

BGE  =  —  ; 1  — ,.    ,    ,.       sin  (B  +  G  —  -) 

2  Vsin  (B +  G)y\  sin  (B  +  G)  y  ^      ^  ^ 

I      b-  sin  B  sin  C 

"~  2        sin  (B  -f  G) 

i    /  6  sin  C    \/  6siuB    \ 

^  -  (  "  -  sm(B  +  U)X^  -  smlB  +  of'"  ''^  +  ^-"' 

= flc  sin  (B  -j-  G)  -j bc  sin  G  -| ab  sin  B 

1  6^  sin  B  sin  C 

2  sin  (B-j-  G) 


sin  G 

b  sin  B 

sin  (B  -f  G)  ' 

b  sin  B 

ADE 
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et  comme  S  =  ADE  —  BCE, 

on  aura 

S  =  — bc  sin  G  -\ ab  sin  B  —  — ac  sin  (B  -)-  C). 

2  2  2  • 

15.  —  (R)  Le  carré  de  la  surface  d'un  guadn'latère  plan 
quelconque  est  égal  au  carré  de  la  surface  d'un  quadrilatère 
inHcriptible  ayant  les  mêmes  côtés,  diminué  du  produit  des  quatre 
côtés  par  le  cai'ré  du  cosinus  de  la  demi-somme  de  deux  angles 
opposés. 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  la  diagonale 
BD  du  quadrilatère,  on  a 

0*  -j-  '^^  —  2af/  cos  A  =  b^  -\-  c^  —  26c  cos  G, 
d'où  l'on  tire 

«'  -I-  rf2  —  6'-  —  c^ 
ad  cos  A  —  bc  cos  B  =  (1) 

2 

Eu  outre,  la  surface  S  du  quadrilatère  est  égale  à  la 
somme  des  aires  des  deux  triangles  ABD,  BGD,  donc  on  a 
ad  sin  A  +  6c  sin  B  =  2S.  (2) 

Élevons  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  (1) 
(2)  au  carré,  puis  ajoutons  les  premiers  et  les  seconds 
membres  :  il  viendra 

/n'i    -4-   r/2   hi  „2\  2 

«2^2  ^  jj^ct  _  .,ahc4  cos  (A  -I-  G )  =  4S-  +  (      ^       ^     -)  , 

ou 

(ad-\-bcy  —  {—^ — -^ L\^_^S-2-f4ffl6a/cos^^(AH-G). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  le  carré  du  double 
de  la  surface  Z  du  quadrilatère  inscriptible  dont  les  côtés 
sont  a,  b,  c,  d  :  donc 

S'^  =  S2  —  abcd  cos-  —  (A  +  G) 

2 

16.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  ABGD  inscrit  dans  un 
cercle  0,  on  prolonge  les  côtés  opposés  Jusqu'à  leur  rencontre. 
Soient  E  le  point  oit  se  coupent  AB  et  CD,  F  le  point  où  se  cou- 
pent BC  et  DA;  ayant  tiré  les  droites  OD,_OE,  OF,  on  aura 

OE  .  OF  cos  EOF  =  OD". 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  EF  (fîg.  6)  dé- 
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duites  des  deux  Iriangies  EOF,  EBF  on  aura  ; 

ÔË-^-ÔF-— 20E.OFcosEOF  =  BË-  +  BF-— 2BE.BFcosB. 
d'où  2OE  .  OF  cos  EOF  (I) 

=  ÔË-  —  m-  4.  OF^  _  BF-  +  2BE  .  BF  cos  B. 


Du  triangle  BCE  on  tire 


BE 


siu  (tt  —  B  —  C) 
et  comme  Q,  -^z  t.  —  A  il  viendra 

h  sin  A 


sin  G 


BE=: 


sin  (A  —  B)  ' 
De  même  du  triangle  ABF  ou  tire 

BF^       '"'''^      . 
sin  (A  +  B) 

En  posant  OAB  =  OBA  =  o  ;     OBG  =  0GB  = 

les  deux  triangles  ABO,  BGO  donneront  : 

il  ...  ,  b 

cos  '^  =  — —  ;    (4)  cos  ']/  =  — — - 

2K  2R 

Les  deux  triangles  OBE,  OCF  donneront  : 

ÔË-  =  ÔB-  -f-  BË-  —  2OB  .   BE  cos 

ÔF-  =  ÔB-  -f  BÎ  -  —  2OB  .  BF  cos 

et,  eu  nous  rappelant  les  équations  (:2)  (3)  (4)  (o 

ab  sin  A 


.  (o) 


OE-  —  BE-  =  R^  — 


sin  (A  —  B)  ' 


(3) 


OF-  —  BF'  =  R-  — 


—  lo2  — 

ab  sin  A 


siu  ik  +  B)  ' 

donc 

— •>        :;r;^)         -TTT^-)        — ■->  ^  2a6  sin-  A  oos  B 

OE-  —  BE-  +  OF-  —  BF-  —  2R^ 


siû(A-(-Bjsin(A  — B) 
On  tire  encore  des  équations  (2)  (3)  : 

2f76  sin^  A  cos  B 

aBE  .  BF  cos  B  =  — : ^^ — ■ — - — ■ tt-. 

sm  (A  +  B)  sm  (A  —  Bj 

Il  viendra  donc: 

ÔË-  —  BË-  +  ÔF-  —  BF-  +  2BE  .  BF  cos  B  =:  2R'  (6) . 

Enfin  des  relations  (1)  (6)  on  tire  :  

OE  .  OF  cos  EOF  =  R-  =  ÔD"       c.  q.  f.  d. 

17  (R).  —  Si  les  côtés  AB,  BG,  CD,   DA  d'un  qit  a  dri  la  té  ré- 
inscrit forment  une  progression  géométrique,  on  aura  (si  r  est  la 

tg  —  (BCD-XBC)  .^ 

2  (r^  —  I)- 

ra/son)  : 


/^  _L  (BCD  +  ABG)         ""-+!)' 

On  connaît  la  relation: 

■     -Rpn         •     ipr.        tg  —  (BCD-ABG) 
sm  BCD  —  sm  ABC  2 


sin  BCD  +  sin  ABC  ,^  _^  ^^^^       ^^^^ 

'2 

On  aura  siu  ABC  =  2  sin  —  ABC  cos  —  ABC 

2  2 

_    Yip  —  a)ip  —  b)ip  —  c){p  —  d)    _        2S 


(ib  -\-  cd  iib  -f-  cd 

sin  BCD  =    .    ^  ■      ; 

bc  -\-  da 

•      tg  —  (BCD  -  ABC)  j.    ,      ,       , 

^     2    ^                       '         ab  4-  cd  ~  bc  —  da 
donc      =  — ; — . 

,g  ^  (BCD  +  ABC)         "''  +  '■''+  '"■  +  ■'" 

Comme  les   côtés  forment  une    progression    géométrique 
dont  r  est  la  raison  on  aura  : 

b  =  ar,    c  =  ar-,     d  =  ar^ 


—  lo3 


et  par  conséquent, 


[çr  _L  (BCD  —  ABC) 

2  a'-r  -\-  a-n  —  2a-r~ 


tg  _L  ,BCD  +  ABC)  "V  +  .V^+2aV^ 

et  eu  supprimant  au  numérateur  et  au  dénominateur  le  fac- 
teur a^r,  ou  aura  : 

Ig  —  (BCD  —  ABC) 

^2  ^  (r^  —  iV^ 


tg-    ~  (BCD  -f-  ABC)  ^'"  +   '^' 

.  18.  —  (RjDans  tout  quadrilatère  circonscrit  les  car  ré  ides  sinus 
des  moitiés  de  deux  angles  opposés  sont  entre  eux  dan<  le  rap- 
port inverse  des  produits  des  côtés  qui  les  comprennent. 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  la  diao,'onale 
AG  déduite  des  triangles  ABC,  ACD 
on  a       Q"  +  h-  —  2ab  cos  B  =c^  -{-  d-  —  2cd  cos  D, 
ou 
(a  —  b)-  -\-  2ah  (i  — cos  B)  =  (c  —  df  -f  2rd  (i  —  cos  D). 

Gomme  le  quadrilatère  est  circonscriptible, 
on  a  a  -\-  c  =  b  -\-  d 

ou  a  —  b=  d  —  c. 

Par  conséquent,  l'équation  précédente  devient 

4.ab  sin-  — B    =  Acd  sin^  — D 

2  2 

sin-  — B 

2  rd 


0^  .  '        T^  C'^ 

sm'-  —  D 

Remarque.  —  La  relation  démontrée  est  vraie  aussi  quand 
le  quadrilatère  n'est  pas  convexe:  car  alors  on  a  (*)  : 

a  —  r  =  b  —  d 
et  a  —  b  =  r  —  d, 

et  la  démonstration  précédente  ne  subit  aucune  altération. 

(*)  Sleiner,  Journal  de  Crelle.  \\\\\,  \^.  2  "ô. 
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19,  —  (R)  Dans  coût  quadrilatère,  la  somme  des  carrés  de 
deux  côtés  opposés  diminuée  de  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés  est  égale  au  double  du  produit  des  diagonales  par 
le  cosinus  de  ranfjle  compris. 

Si  0  est  l'interseclion  des  diagonales,  posons  AOB  =  GOD 
=  a. 
Les  triangles  AOB,  GOD  donnent 

«^  =  ÂÔ-  +  BÔ-  —  2Â0  .  BO  cos  (-  —  a)  ; 
c^  =  GÔ-  +  DÔ-  —  2GO  .  DO  cos  (t:  —  a) 

donc  a«  +  c'-  =  lÔ'  +  BÔ"  +  GÔ"  -f  DÔ'^ 

+  2(A0  .  BO  +  GO  .  DO)  cos  a 

de  même       b'-  -f  d'  =  W'  -f-  BÔ"  -f  GÔ"  +  DO" 

—  2{B0  .  GO  -|-  DO  .  AO)  cos  a. 

En  retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première,  on  a 

a^-  _  62  _^  r:-  —  d'  =  2(A0  .  BO  -)-  GO  .  DO  +  BO  .  GO 

4-  DO  .  AO)  cos  y., 

fC-  —  h-^  -I-  c'^  —  d-  =  2(A0  +  OG)(BO  +  OD)  cos  7. 

^  2AC  .  BD  cos  a,  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  -^  La  même  })roposilion  s'applique  à  un  qua- 
drilatère non  convexe  ;  la  démonstration  en  est  tout  à  fait 
analogue. 

20.  —  (Wj  Etant  données  les  cordes  a,  h,  c  de  trois  arcs  de 
cercles  adjacents  AB,  BG,  GD,  dont  la  somme  est  éyale  à  une 
demi-circonférence,  trouver  l'équation  qui  donne  le  rayon. 

Soit  0  le  centre  de  la  circonférence,  lirons  OB,  OGet  posons 

AOB  =  2cp,  BOC  =  2},  GOD  =  2(o. 
Ges  angles  sont  liés  par  la  relation 

Le  triangle  isoscèle  AOB  donne 

a  =  2R  sin  ç  • 


d'où 


sin  9 


2R 


De  même      sm  •!  ==  — — -  ;    sin  w  = 

2R  2R 
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Il  s'ensuit  que 

/4R-^  _  b^  /4R2  _  a^ 

COS  <L  =  — I — — ;    COS  cp  =  —!- 

^  2R  '  ^  2R 

Or,  de  l'équation  (i), 

il  vient  :  cos  9  cos  'h  —  sin  9  sii>  'l  =  sin  w; 

f  (4R2  _  lf-)(4R^-  —  a^-)  ah  c 


donc,  ^„  . 

4R'  4R'  2R 

En  élevant  au  carré  après  avoir  isolé  le  radical,  on  aura  : 

16R*  —  4(a2   -^    62)R2    _j_   ^252    ^  ^g2R2  _j_  ^fiJ^ç^   _^   ^,250 

et  supprimant  le  facteur  commun  4R,  on  a  enfin 

4R3  _  (a^  +  62  -f-  c^)R  —  abc  =  o  , 
qui  est  l'équation  cherchée. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Si  dans  un  tétraèdre  deux  arêtes  opposées  ÂC,  BD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles,  on  aura 

AB^  +  CD^  =  AD'^  -f  BG% 
et  réciproquement .  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

L'arête  BD  étant  perpendiculaire  à  AC,  on  peut,  par  BD, 
mener  un  plan  perpendiculaire  à  AC  ;  ce  plan  coupera  AC 
en  un  point  I,  tel  que  IB  et  ID  sont  perpendiculaires  à  AC. 
On  aura  par  suite 

BC^  —  AB^  =  Cr^  —  AI'^ 
DG^  —  DA^  =r  Cr^  —  AP. 
On  en  tirera  facilement  en  égalant  les  premiers  membres. 

BC^  +  DA«  =  AB^  +  DC^ 
Réciproquement,  de  cette  égalité  on  tire 

BC*  —  AB^  =  DC^  —  DA^ 
Si,  du  point  B  on  abaisse  une    perpendiculaire   sur  AC, 
elle  coupera  AC  en  un  point  I,  tel  que  l'on  aura 
BC^  —  AB*  =  Cr-  —  AP. 
Donc,  en  vertu  de  l'égalité  supposée,  on  aura 
DC^  —  DA^  =  CP  —  AP, 
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c'csL-ù-dire  (|ui'  la  porpeiidiculairc  menée  du  point  1)  sur 
AC  tombera  au  mémo  point  I.  Par  suite,  BD  sera  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  AC:  les  deux  arêtes  opposées  sont 
donc  rectang-ulaires. 

Corollaire.  —  N/  A(!  est  perpendiculaire  à  BD  et  que  AB 
soit  perpendiculaire  à  Cl),  AD  est  aussi  perpendiculaire  ii  BC. 
En  effet,  on  a,  d'après  la  première  hypothèse. 

AT)'-  -f  BVr-  =  AB-^  +  CD^ 
Puis,  d'après  la  seconde  hypothèse,  on  a 
AD^  4-  BC-^  =  AC'^  +  Bl)^ 
Donc,  on  aura 

AB'^  +  CD'^  =  AL?  +  BD% 
ce  qui  nous  montre  que  AD  et  BC  sont  perpendiculaires. 


Démontre)'  élémentairement  qui  l'on  a 

x3 
X  —  sin  X  <  — —  . 

() 

La  formule  qui  donne  siu  3^  est 

sin  3a  ==  3  sin  a  —  4  sin^  a. 

X 

elle  devient  en  remplanant  a  par  -^ç- 

sin  ce  =  3  sm  — :; 4  sin'  -^r~, 

3  3 

ce  qui  donne,  puisque  l'arc  est  plus  grand  que  le  sinus, 
4!  ^7-  )  >  3  sm  -t; sin  x. 

On  aura  de  même,  en  remplaçant  x  par  ^7-  et  multipliant 

3 

les  deux  membres  de  l'inégalité  par  3, 
,/  ce  \3       ^      .       x 
4  .  \-^)  >   -  sm  — 

puis  de  même 

X    \3 

4  .  3 


.->  sm  — — 


X 

X 

3.! 

sin 

3.) 

X 

22 

sin 

32 
ce 

3* 

sin 

ji-* 

— 

3.] 

'  sin 

3:. 

-    lo7  — 


X  \'       .^      .       X  ^  .         a: 

>  o"  s  m  — —  —  .v'-i  SI  11 


3"— I 

Ajoutons  ces  inégalités  membre  à  membre,  en  supposant 
Il  inUni.  Le  premier  membre  est  la  somme  des  termes  d'une 

progression  géométrique  dont  le  premier  terme  est  41 -^|  . 

et  la  raison  -— .  On  a  donc  pour  ce  premier  membre,  tout 

calcul  fait.  — -r-. 

b 

Le  second  membre  devient 

.,      .       X 

3»  sm  — sm  x. 

3" 

Le  premier  terme  peut  s'écrire 

X  X 

X  sm  — —  :  — —  ; 

3"       3" 

il  se  réduit  donc  à  x;  et  on  a  bien 

— r-  >  X  —  sin  X, 
b 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


Problème.  —  Trouver  élcmenlairemcnl  le  minimum  de 

Lemme.  —  Lorsque  l'on  a  m  >  n  et  x  —  y  =  d,  l'ex- 

X'"  X  y 

pression  - —  passe  i)ar  un  minimum  pour =  -^. 

i/"  m  n 

'/" 
En  eilet  l'inverse  de  cette  expression,  ou  - — ,  peut  s  écrire. 


eu  posant  m  =  n  -{-  p. 

f  X  —  a 

y'x 

I 

\           X 

XV 

(   I             I 

yi 

I 

ou                          II" 

\  n            X 

i^ 

xv 

n 
X  —  a 

P 

I 

P 

f  +  .'/ 
n  A-  p 

an 

//            « 
n            p 

X 

m 
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Celte  quantité  est  iiu  produit  de  puissances  de  facteurs 
dout  la  somme  est  constante;  donc  on  aura  un  maximum 

I  I  I 

a  X  x 

quand  on  aura 


ou 


ou  enfin 

Par   conséquent,   pour   les  mêmes  valeurs  de  x  et  y,  la 

fraction  proposée  passera  par  un  minimum. 

Ce  lemme  établi,  remarquons  que  la  quantité    proposée 

, ,     .  œ'»  4-  I 

peut  s  écrire  :  , 

^  XI         ' 

en  posant  m  =^  p  -}-  (j. 

Élevons  le  tout  à  la  puissance  m,  et  remarquons  que  l'on 
a  (  x'i  )'"  =  (  a?'"  yi  . 

Nous  avons  à  chercher  le  minimum  de  l'expression 

Ce  minimum  a  lieu,  d'après  le  lemme  précédent,  lorsque 

X'"  4- 1  a?'"  I 


l'on  a  : 


m  Cj  p 


On  en  tire  :  x'"  =  ■ 

P 


QUESTION   277 

i^olntion  par  M.  Andrieux.  élève  au  Ljcée  Corneille,  Rouen. 


Deux  circonférences  roulent  sur  une  ligne  droite  AB,  une 
troisième  circonférence  de  même  rayon  que  les  deux  autres  leur 
est  constamment  tangente;  pour  quelle  position  des  trois  circon- 
férences l'aire  du  pentagone  ayant  pour  sommets  les  trois  centres 
et  les  deux  points  de  contact  sera-t-elle  maxima? 

Soient  E  et  D  les  deux  circonférences  qui  roulent  sur  la 
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droite  AB,  et  0  la  troisième  circonférence  qui  leur  est  cons- 
tamment tangente  et  qui  a  même  rayon.  On  peut  supposer 
une  des  deux  premières  fixe  et  les  deux  autres  mobiles.  Soit 
ACDOE,  le  pentagone  maximum.  Soient  AC  =  ED  =  x, 
OH  =  )/  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  ED.  La 
surface  du  pentagone  est  : 

J^  _|_  Ricou  —  (2R  -h  y). 


Puisque  les  trois  circonférences  ont  même  rayon,  0E  =  0D 
et  le  triangle  EOD  est  isoscèle  ;  alors 

ÔË-  =  ÔH-"  +  GH^ 

ou  4R^  =    if    J^  ^• 

4 


d'où  —  =  \/4R*  —  y\ 

et  l'expression  de  la  surface  devient 

AR^  -  f  (2R  +  y)y 
Expression  qui  sera  maximum  en  même  temps  que 

(2R+^/)M2R-7/). 

Ce  produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante 
sera  maximum  quand 

2R    +    //  p 

_ —  oR   —  //  ; 

d'où  //  =  R. 

Donc  le  maximum  a  lieu  lorque  la  circonférence  0  est 
tangente  à  la  ligne  des  centres  des  deux  premières.  Si  t/  =  R, 
X  =  2R\/3,  c'est-à-dire  est  le  doubledu  colédu  triangle  équi- 
latéral  inscrit.  De  là  une  construction  facile,  et  la  surface 
maxima  est  3R'^\/3,  c'est-à-dire  équivalente  à  la  surface  du 
triangle  équilatéral  circonscrit  que  l'on  obtient  sur  la  figure 
en  menant  AK  et  CL  qui,  i)riilongées,  se  coupent  en  I  à  l'ex- 
trémité du  diamètre  01. 

Nota:  Ont  résulula  int'iiie  qm^siioii  :  MM.  Penùer.  à  Loiis-le-Sauhuerj  Chré- 
tien, au  Havre;  U.  Bourfiet.  à  Aix;  Ilaicl.  école  Albert-le-Grand,  (Ai'cueil); 
Haillon,  au  Man.s  ;  Daguillon,  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;  Gobert.  au  collège 
Cliaptal;  Latallerie.  à  Saint-Dier  (Puy-ile-Dôme)  ;  Tiilel.  à  Rouen.  Callon 
Marit,  lycée  Louis-ie-Grand  ;  Capelle,  Davoine,  Tison,  Morchi|)ont,  à  Tour- 
coing. 
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OUESTION  270 

?>[olution  |)ar  M.  A.  JfiLV,  élève  au  Lycée  de  Tai-bcs. 


Ucsoudrc  un  Irianglc  connaissant  un  côte,  l'angle  opposé  et  le 
produit  d'un  des  côtés  inconnus  par  la  somme  ou  la  différence  de 
ces  deux  côtés. 

Données  (/,  A,  b{lj  -f-  <')  =  *'^^- 

Tx     1         1     •  ^^  '-^  ^' 

De  la  rclalion 


on  lire 


sin  A  sin  B  sin  G 

a  b  -\-  c  b 


sin  A  sin  B  -|-  sin  C  sin  B 

A  B  —  C 


.      ,,  2^/  COS  COS 

,,       ,          a  sm  B      ,    ,  2 

d  ou  b  =  .  b 


sin  A  sin  A 

Par  suite,  en  multipliant  ces  deux  égalités    membre    à 
membre  : 

A  B  —  C 

2«-  COS    SIU  B  COS  


m^  = 


sin*  A 

A    r         3B  —  C 


a-  COS 


A    r         3B  —  U     ,  A  -| 

—    sm \-  COS  I 

2       L  2  2     J 

sin- A  ' 

exj)ression  qui  peut  s'écrire 

A             A               .      3B  — C      ,      ,           A 
^m'-  sin- COS  =:  a'^  sm f-  a-  cos . 


On  en  déduit 

A  r        .A 

3B-G  ''' 


1 4m-  sm^ —  a- 


2  a- 

Pour  que  l'on  puisse  accepter  cette  valeur  il  faut  qu'elle 


vérifie  les  inégalités 


A  r  .        A 

Cos  4"^'"  sm-    — 
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qui  se  réduiseut  aux  deux  suivaules  : 

A  a- 

cos  >  o,   m^  <  


,    .        A  A 

<S  sm^ cos  — . 

Il  2 

La  i^remière  est  toujours  vraie. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,   ou  obtiendra  au  mo^-en 
des  tables  deux    angles  [b    et   [i',    supplémentaires   l'un    de 
l'autre,  pour  3B  —  C.  On  aura  donc  le  système  suivant 
B  +  C  =  7. 
3B  —  C  =  ,^     ou  3B  —  C  =  6' ; 
ou  en  conclut 


4  4 


4  4 

au  moyen  des  relations  (A)  on  calculera  b,  b',  c,  c'  et  par 

suite  S. 

Si  au  lieu  de  prendre  b{b  -\-  c)  =  m^  on  avait  posé  6(6  —  c) 

=  ?n%     c{b  -\-  c)  =  w^,     c(6  —  c)  =  m^  la  marche  à  suivre 

pour  résoudre  le  problème  eût  été  la  même. 

Nota.  —  MM.  CoUod,  de  Bellay,  Diipuy  deGrenoble  ont  résolu  la  mènicquestion. 


QUESTION  2S2 

Solution  par  M.  .4ndrieux,  élève  au  lycée  de  Rouen. 


Résoudre  un  triangle  dont  on  donne  un  élément  linéaire  (côté^ 
bissectrice...}  sachant  en  outre  : 

1"  Que  le  rapport  du  carré  de  chacune  des  hauteurs  au  rectangle 
des  segments  quelle  détermine  sur  la  base  correspondante  est 
exprimé  par  un  nombre  entier; 

2°  Que  le  produit  des  ti'ois  hauteurs  est  un  multiple  du  pro- 
duit des  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par  ces  hau- 
teurs sur  les  côtés  opposés.  (GeofTroy.) 

D'après  les  coriditions  de  l'énoncé  on  a  : 

h^ 

• =  m. 

BD  .  DC 
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h  .  h'  .  h"  =  n  .  BD  .  GG  .  AE. 

Or  BD  =  c  cos  B,  CD  =  6  cos  G   .    .    .    . 

h"" 

on  a  donc  : ^ r-,   =  m.  (I) 

oc  cos  B  cos  G 

hhh"  =  nabc  cos  A  cos  B  cos  G  (2) 

de  cette  dernière  relation  ou  tire  : 

hh'h" 

oc  cos  B  cos  G  = — 

na  cos  A 

ou  eu  substituant  dans  (1)  il  vient  : 

na  cos  A  ,.,, 

/,7,-         =  •"•  <"^> 

Or  (ih  =  bh'  =  cil, 

dès  lors  aVi^  =  bch'h" 

dou  hh  =:  —r — . 

bc 

Substituant  dans  (3)  il  vient  : 

nbc  cos  A 

=  m. 

ail 

or  h  =  c  sin  B, 

a  sin  B 


sin  A 


,,     ,  na  sm  B  cos  A 

des  lors  -. — - — -. — -—  =  m. 

a  sm  A  sm  B 

par  suite,  Is  A  =:  — 

De  plus  h  =  c  sin  B, 

h'  ==  a  sin  C, 
h"  =  b  sin  A. 
Donc  h. h' .h"  =  abc  sin  A  sin  B  sin  G. 

Comparant  cette  relation  à  l'égalité  (2)  on  voit  que 
tg  A  tg  B  tg  C  =  n 
et  comme  A  -f  B  -f-  G  =  i8o^ 

on  a  en  outre 

tg  A  tg  B  tg  G  =  tg  A  4-  tg  B  +  tg  G  =  «. 

d'où  tg  B  +  tg  G  =  « — 

m 

et  tg  B  .  tg  G  =  m. 
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On  peut  des  lors  calculer  les  trois  angles.  Car  tg  B  et  tg  C 
sont  racines  de  l'équation  : 

X'^  —  (n ^\  X4-  m  =  o.  (4) 

Pour  que  tg  B  et  tg  G  soient  réelles,  on  doit  avoir  : 

n 

n 


ou 


m 

m  >  o 


4  _ 

2m\Jm. 


m  —  I 

Si  cette  condition  est  remplie,  tg  B  et  tg  G  seront  positives, 
car  la  somme  des  racines  de  (4)  est  positive,  les  nombres 
n  et  m  étant  entiers. 

Connaissant  les  angles  du  triangle  on  le  résoudra  facile- 
ment, puisqu'on  donne  un  de  ses  éléments  linéaires.  On  est 
ramené  à  un  des  problèmes  connus. 


ECOLE  FORESTIERE 

CONCOURS  DE  1880 
Mathématiques. 

Définir  le  maximum  et  le  minimum  d'une  quantité  dont  la  grandeur  dépend 
d'une  seule  variable.  Exposer  la  théorie  des  questions  de  maximum  et  de  mini- 
mum qui  dépendent  du  second  degré,  et  appliquer  cette  théorie  aux  trois 
exemples  suivants  de  fonctions  dont  la  variable  est  x  : 

X-  —  a;  -(-  I 

1'  — r- 

X-  —  X  —   I 

2°  a;  —  I  +  \x  +  I 

3°  xm  [a  —  x])i  , 

met  n  étant  entiers  et  positifs.' 

Trigonométrie. 

Dans  un  quadrilatère  ABCD,  le  côté  AB  a  une  longueur  de  6  toises,  et  lô 
côté  BC  une  longueur  de  8  toises.  Les  arcs  qui  mesurent  les  angles  A,  B,  C  de 
ce  polygone  ont  des  longueurs  dont  les  rapports  avec  leur  rayon  valent  res- 
pectivement :  1 ,  1 1 724695 

1,85247334 
1,48997357. 
On  demande  de  calculer  en  mètres,  avec  7  figures,  la  distance  du  centre  de 
gravité  du  quadrilatère  à  la  diagonale  BD. 
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SUR  Lk  SURFACE  DU  TRIANGLE  POLAIRE 

d'ux  triangle  donné 

Par  M.  Ibach,  étiidiniit  à  In  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


1.  —  Trouver  une  expression  de  la  surface  d'un  triangle  dont 
on  donne  les  équations  des  côtés. 

Soient  XiUi,  x^y.^,  x^y.^  les  sommets  du  triangle 
a^x  +  b^y  +  Ciz-  =  o. 
«2.1;  +  b.iy  +  CoZ  =  o. 
a^x  +  b^y  +  CsZ  —  o. 
dont  la  surface  est  S. 

X,    y,     I 
On  a  28=    x.^    7/2     I 

En  portant   dans   cette  équation  les  valeurs  de  x^y^    . . . 

tirées    des  équations   des  côtés    combinées  deux   à  deux, 
j'obtiens 

(biC.)     {c,a^)     («!&,) 
{aib^){aibs)iasbi)  .   2S  =      (b.,Cs)     {c^a.,)     {a.,bs) 

(&3C1)     (cafli)     (fls&i) 

Le    deuxième    membre  n'est  autre  que  le  réciproque  du 
déterminant  D  des  équations  des  côtés. 

D^ 

- (1) 

{aMaobs){a3bi) 


On  a  donc      2S 


!2.  —  Par  un  calcul  analogue  au  j)récédent  on  trouverait 
que  le  volume  du  tétraèdre  déterminé  par  les  quatre  équa- 
tions des  faces  étant  V,  on  aurait 

6^=  — 

P  étant  le  produit  des  mineurs  correspondant  à  la  dernière 
colonne. 

3.  —  Trouver  une  expression  de  la  surface  du  triangle  polaire 
d'un  triangle  donné. 
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Soient  (■^i!/i:-i)(oc.iij^Z:j,)(x3y^Z3)  les  coordonnées  des  sommets 
du  premier  triangle  dont  la  surface  est  S,  S  la  surface  du 
triangle  polaire,  U  =  o  l'équation  de  la  conique  auxiliaire. 

Les  équations  des  côtés  du  triangle  polaire  sont: 


X 


X 


X 


du 
_dU_ 

rfU 

dxo 


+  .'/ 


dU 
dU 


dlJ 

"^ 
d\] 

'd^ 
d\] 


J'applique  à  ces  équations  la   formule  obtenue  (Probl.  I). 
f^U  d\]  d\] 


dxi 
dll 

dx. 


^f'Ji 


dZ; 


P  étant  encore    le  produit  des  mineurs  correspondant  a 
la  dernière  colonne.  Soit: 

U  =  Ax^  -j-  2Bxy  4~  Cif  -\-  2T)xz  +  2^yz  +  F^''  =  o 
en  remplaçant  les  symboles  par  leurs  valeurs  : 

Ax,-}  B//,+  D,..  B.T,+  Cy,+E.,  Da-i  +  E.v,+  F., 
A.r,+  B,7,+  ...    B^2       


Je  considère  en  ouli 

■e  les 

égalités 

X, 

Ih     ^1 

2S  = 

lZ/2 

2/2     -2 

CC3 

Vz     -; 

le  discriminant  A  de  T^ 

A 

B     D 

A  = 

B 

c;    E 

D 

E    F 

En  faisant  le   produit  de  ces  deux  déterminants  j'obtiens 
précisément   le   numérateur  de    la    valeur    précédente     de 
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2Ï.  Cette  valeur  est  donc  : 

OU  i:  = 


2S^A^ 


(2) 


forme  que  Fou  pouvait  obtenir  a  priori. 

Remarque  I.  —  La  formule  précédente  donnant  la  surface 
du  triangle  polaire  d'un  triangle,  permettra  de  même  d'ob- 
tenir la  surface  du  polygone  polaire  d'un  polygone  quel- 
conque. 

Remarque  II.  —  La  formule  ])récédente  permettra  aussi 
de  donner  la  surface  d'un  triangle  inscrit  ou  circonscrit  à 
une  conique. 

Remarque  III.  —  Lorsque  le  premier  triangle  est  autopolaire 
par  rapport  à  U,  S  =  S,  on  a  donc: 

D 


S 


2A- 


en  désignant  par  D  la  valeur  de  P  transformée. 

4.  —  Eu  faisant  un  calcul  analogue  au  précédent,  ou  trou- 
verait de  même  une  expression  du  volume  du  tétraèdre  po- 
laire d'un  tétraèdre  donné  par  rapport   à  une  quadrique  U. 

Si  0  est  ce  volume  : 

'-•  =  -V~  (^^ 

p  étant  le  produit  des  déterminants  : 
f/U         (IV         (W 


On  fera  au  sujet  de  cette  formule  des  remarques  analogues 
à  celles  faites  sur  la  formule  (2).  En  particulier,  la  surface 
d'un  tétraèdre  autopolaire  sera  de  la  forme  : 

24  .  A' 
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o.  —  Sur  l'expression  (:2)  ou  peut  trouver  uu  certain  nombre 
de  Ihéorèuies  relatifs  au  rapport  des  surfaces  S  et  -.  Je  me 
contenterai  d'indiquer  le  suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  conique  pivote  autour  de  son  centre 
et  que  le  diicriminanlde  la  partie  du  second  degré  de  son  équation 
reste  constamment  égal  au  carré  du  ternie  constant,  les  triangles 
polaires  d'un  triangle  donné  ont  une  surface  constante. 

Je  cherche  la  forme  du  produit  P  de  mineurs,  c'est  le 
produit  des  mineurs 

A^,  +  By,  +  Dr,       Bx,  +  Gy,  +  Er, 
AcCj  +  .  '. .  Bx^  -\-  Cj/2  . . . 

Axs   ... 

La  forme  de  chacuu  de  ces  mineurs  est 
(AC  -  B^-){x,y,)  -f-  (AE  -  BJ))ix,z,)  +  (CD --  BE){z,y,)  . . . 
Si  on  suppose  que  la  conique  est  rapportée  à  son  centre. 
D  et  E  sont  nuls  et  le  prodait  P  devient 

(AG  —  B'-y{x^y^){x.2ys){x,y^). 
L'expression  (2)  devient  donc 

2S^A2 


or,  dans  ce  cas 
donc  2  : 


mais  SI 


S  = 


{x,y,){x,y,)   ...   (AC  -  B^)^ 

A  =  F(AG  —  B^) 
2S2F2 
{x,y,)  . . .  (AG  -  B-^)  ' 

AG  —  B^  =  F^ 

2S^ 


et  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —   Si  B  =  o,  la  conique  est   rapportée  à  un 
système    de    diamètres    conjugués.    Soit   donc    a   et   6   les 
abscisses  et  les  coordonnées  des  points  de  rencontre 
Ax^  +  Ci/2  +  F^  =  o 


avec  ^es  axes        a*  = 

d'où 

et  comme     AG  =  F-. 
d'où  l'on  déduit  que  : 


A 


¥  = 

Tg"' 

F^ 


G 


=  F^     ab  =  ±F 
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Lorsqu'une  conique  est  constamment  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  et  que  le  produit  des 
longueurs  des  demi-axes  est  constant,  la  surface  du  triangle 
polaire  d'un  triangle  donné  est  constante. 

On  pourrait  faire  sur  la  formule  (H)  des  remarques  aua- 
loo-ues. 


PROBLEME  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  Haure.  élève  nu  Lvcée  Louis-le-Grancl. 


On  donne  deux  coniques  C^  C2,  et  on  prend  les  polaires  Pi  P^ 
d'un  point  p  de  leur  plan.  Elles  se  coupent  en  P.  Lieu  des  points  P 
quand  p  décrit  une  courbe  du  plan. 

Considérons  le  faisceau  de  coniques  passant  par  les  points 
(Cl,  C2).  On  sait  que  : 

Le  triangle  formé  j)ar  les  centres  des  sécantes  communes 
est  autopolaire  commun  à  toutes  les   coniques  du  faisceau. 

Les  polaires  d'un  point  quelconque,  relatives  à  ces  coni- 
ques, passent  par  un  même  point  qvii  est  dit  le  conjugué  de 
l'autre.  (Ghasles,  Sect.  con.  308.) 

Si  un  point  p  décrit  une  droite  /,  son  conjugué  P  décrit 
une  conique.  —  Cette  courbe  est  aussi  le  lieu  des  pôles  de 
la  droite  /  relatifs  aux  coniques.  —  Elle  est  circonscrite  au 
triangle  autopolaire  commun.  (Chasles,  loc.  cit.  309). 

Remarquons  que  la  tangente  au  sommet  Si  du  triangle 
autopolaire  est  la  polaire  du  point  c,,  oii  la  droite  l  rencontre 
le  cô]é  S2  Sj,  par  rapport  à  l'angle  (ASiB). 

En  effet,  considérons  le  point  'j\  infiniment  voisin  de  n^  sur 
/;  sou  conjugué  S'i  est  infiniment  voisin  de  Si  sur  la  conique 
et  la  polaire  de  g\  par  rapport  à  l'angle  (AS,B)  qui  fait 
partie  du  faisceau  sera  la  droite  SiS'i.  Donc  à  la  limite,  la 
polaire  de  Ci  est  tangente  en  Si  à  la  conique. 

Gela  posé,  remarquons  que  le  problème  proposé  revient  à 
chercher  le  lieu  du  conjugué  P.  du  point  p  quand  ce  dernier 
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décrit  uue  courbe.  Le  problème  a  été  résolu  daus  le  cas  de 
la  droite.  Nous  avons  vu  que  le  lieu  de  P  est  une  conique. 
Nous  dirons  que  la  droite  et  la  conique  sont  correspondantes. 


I.  —  Cela  posé,  supposons  que  le  point  p  décrive  une  courbe 
c?  d'ordre  m.  Le  point  P  décrira  une  courbe  11  que  je  coupe  par 
une  conique  circonscrite  au  tiiangie  autopolaire  commun. 
A  celte  conique  L  correspond  une  droite  /  et  une  seule  ;  en 
effet,  prenons  deux  points  P^,  P2  sur  la  conique  et  détermi- 
nons leurs  conjugués  p^,  p.,-  La  droite  p^  p^  6st  déterminée 
et  sa  conique  correspondante,  passant  par  (S^,  S2,  S.,,  P^  P2), 
coïncidera  avec  la  conique  L.  Celte  droite  que  je  désigne 
par  /,  rencontre  le  lieu  des  points  yj  en  ?/i  points,  auxquels 
correspondent  sur  la  conique  m  points  de  la  courbe  S.  La 
droite  8.3  Sj  coupe  la  courbe  t  en  m  points  qui  ont  pour 
conjugué  le  point  Sj.  Donc  les  points  Si  S.,  S3  appartiennent 
à  2i  avec  le  degré  m  de  multiplicité.  Donc  la  conique  ren- 
contre la  courbe  li]  en  m  -j-  3v»  =  4W  points.  Donc  la  courbe 
2  est  d'ordre  2m. 

IL  Tangente  en  «n  point.  —  Soil  /  une  sécante  rencontrant 
la  courbe  c  en  deux  points  voisins  p  et  p.  Soient  leurs  con- 
jugués P,  P',  ils  se  trouvent  à  l'interseclion  de  S  et  de  la 
conique  correspondante.  Faisons  tourner  la  sécanle  /  autour 
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de  p,  de  manière  que  le  point  p'  vienne  en  p.  La  conique  se 
déformera  en  restant  circonscrite  au  quadrilatère  (S^,  S^, 
Sg,  P)  jusqu'à  ce  que  P'  vienne  en  P.  La  conique  devient 
tangente  au  point  P  à  i]  et  correspond  à  la  tangente  en  p  à 
«j.  On  peut  donc  construire  la  tangente  en  P  à  il. 

Si  la  tangente  en  p  a  un  contact  d'ordre  y.  avec  n,  la 
conique  correspondante  aura  un  contact  d'ordre  y.  avec  la 
courbe  il. 

Un  point  de  degré  r  de  multiplicité  dans  n  possède  r 
tangentes,  auxquelles  correspondent  dans  2,  r  coniques  pas- 
sant par  le  conjugué  du  point  multiple.  Ce  point  a  dès  lors 
r  tangentes  et  est  du  degré  r  de  multiplicité.  Remarquons 
que  les  points  A,  B,  C,  D,  d'intersection,  de  G^  et  de  C2  sont 
à  eux-mêmes  leurs  conjugués;  s'ils  appartiennent  à  la 
courbe  g,  ils  appartiendront  aussi  à  i]  avec  le  même  degré 
de  multiplicité. 

Cherchons  les  tangentes  eu  ces  points. 
Prenons  le  point  A,  par  exemple,  et  cherchons  la  tangente 
en  ce  point  à  la  conique  correspondant  à  une  tangente  ks^  à 
la  courbe  g. 

Considérons  les  points  A  et  ,s\j  ;  la  conique  est  le  lieu  des 
intersections  de  leurs  polaires  qui 
passent  toutes  par  les  points  A  et  S3. 
Considérons  la  droite  S3A  comme 
appartenant  au  faisceau  S^  et  cher- 
chons le  rayon  homologue  dans  le 
faisceau  A.  S5A  est  la  polaire  de  s^ 
par  rapport  à  une  certaine  conique 
du  faisceau.  Cette  conique  passant 
par  les  points  A  et  B  est  tangente  à 
.Vj  A,  ^3  B.  Par  rapporta  cette  conique 
la  polaire  de  A'est  la  droite  AT. 

C'est   le    rayon  homologue  de  S3A 
et  par  conséquent  la  tangente  cher- 
chée. Il  en  résulte  que  si  -  et  d  passent 
par  les  points  (A,  B,  C,  D),  elles  sont 
tangentes  en  ces  points. 

On  verrait  facilement  que  les  tangentes  en  S^  S.^  S3  sont 
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les  polaires  des  points  où  t  reucoiilre  les  côtés  opposés  du 
triangle  autopolaire. 

Cas  de  décomposition.  —  Si  la  courbe  a  est  irréductible  et 
ne  passe  pas  par  un  point  S,  la  courbe  S  est  irréductible. 
Si  la  courbe  a  passe  r  fois  par  S^,  pour  chaque  point  S,,  le 
conjugué  est  indéterminé  sur  S»  S3. 

Donc  S2S0  fait  ?'  fois  partie  de  ïl.  Si  g  passe  r  fois  par  S,, 

Sj,  83,  S  se  décompose  en  r  fois  chaque  côté  du  triangle  et 

une  courbe  de  degré  2m  —  3r. 

id 
Faisons  en  particulier  r  ==  -^r  •  Le  degré  est  2m  —  m  =  m. 

Donc  une  cubique  circonscrite  au  triangle  autojîolaire  se 
transforme  en  une  autre  cubique.  Si  en  outre  elle  passe  par 
les  points  ABCD,  sa  transformée  aura  avec  elle  sept  points 
communs  et  mêmes  tangentes  en  quatre  de  ces  points. 
Donc,  en  général  ces  deux  courbes  coïncideront.  Cette  cu- 
bique sera  donc  une  soite  d'anallagmatique  dans  la  trans- 
formation que  nous  étudions.  Telle  est  entre  autres  la 
cubique  lieu  des  points  de  contact  des  taugenles  issues  d'un 
point  fixe,  aux  coniques  du  faisceau. 

III.  Asymptotes.  —  Les  points  à  l'intini  de  la  courbe  S  cor- 
respondent aux  points  communs  à  c  et  au  lieu  des  centres  de 
coniques.  Ce  lieu  est  une  conique  dite  des  neuf  points.  On 
construira  l'asj'mptote  comme  la  tangente  en  un  point.  Remar- 
quons que  la  tangente  au  point  considéré  de  a  rencontre  la  co- 
nique des  neuf  points  en  un  second  point  qui  donne  l'autre 
asymptote  de  la  conique  correspondante. 

Donc  si  a  est  tangente  à  la  conique  des  neuf  points,  les 
deux  asymptotes  de  la  conique  correspondante  à  la  tangente 
à  17  sont  confondues.  La  conique  est  une  parabole  et  S  a 
une  branche  parabolique. 

On  peut  avoir  directement  la  direction  asymplotique. 
Considérons  la  tangente  à  la  conique  des  neuf  points,  au 
point  oii  elle  rencontre  la  coui-be  cr.  Cette  tangente  est  la 
polaire  du  point  conjugué  à  l'infini  par  rapport  à  une  conique 
du  faisceau.  Elle  passe  donc  par  le  centre  de  la  conique. 
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Cette  conique  a  donc  son  centre   au  point  considéré,  et  la 
direction  asymptotique  est  le  diamètre  conjugué  de  la  tan- 
gente par  rapport  à  cette  même  conique. 

Application.  —  Considérons  deux  hyperboles  équilatères 
concentriques.  Toutes  les  coniques  passant  par  leurs  points 
d'intersection  sont  concentriques,  puisque  la  droite  de  l'in- 
fini fait  partie  du  triangle  autopolaire  commun.  De  plus  ce 
sont  des  hyperboles  équilatères.  En  effet  ces  coniques  déter- 
minent une  involution  sur  la  droite  de  rinfini,  et  le  faisceau 
des  asymptotes  ayant  pour  base  celte  division  est  involutif. 
Il  a  deux  couples  de  rayons  rectangulaires.  Donc  tous  les 
autres  couples  de  rayons  homologues  sont  rectangulaires  et 
les  hyperboles  sont  équilatères. 

Les  sécantes  communes  réelles  sont  rectangulaires  comme 

faisant  partie  du  fais- 
ceau. Les  deux  sommets 
du  triangle  autopolaire, 
autres  que  le  centre 
commun  0,  sont  les 
points  doubles  de  l'in- 
volulion  déterminée  sur 
la  droite  de  l'intini, 
c'est-à-dire,  les  points 
cycliques  I  et  J. 

De  là  résulte  que  la 
transformée  d'une  droi- 
te est  une  conique  pas- 
sant O.LJ.  c'est  donc 
un  cercle.  Si  nous  con- 
sidérons les  tangentes 
à  la  courbe  n,  ïl  sera 
une  enveloppe  de  cer- 
cles passant  par  un  point 
fixe.  C'est  une  po(/«?Ve.  Soit  (0  le  cercle  correspondant  à  la 
tangente  pv  à  la  courbe  t.  Soit  P  le  conjugué  de  p  et  Mie 
point  diamétralement  opposé  au  point  0.  La  droite  PMsera 
tangente  en  M  à  une  courbe  dont  i:    esl  la  podaire.   Tout 
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revient  à  trouver  le  lieu  de  M.  La  taiigoule  OR  est  la^Dolaire 
du  point  à  riufmi  par  rapport  à  (01,  OBj.  Donc  OR  et  la 
parallèle  or  kpr  sont  conjuguées  et  également  inclinées  sur 
OA.  La  droite  OM  est  la  polaire  du  point  à  l'intini  de  pr 
par  rapport  à  une  certaine  hyperbole  du  faisceau.  Par  rap- 
port à  cette  même  hyperbole,  la  droite  or'  est  conjuguée  de 
OM. 

Donc  les  asymptotes  de  l'hyperbole  sont  bissectrices  des 
angles  de  0/"'  avec  OM.  Soit  OH  une  de  ces  asymptotes. 

Soit  7.  ran2,ie  de  Or'  avec  OA. 


On  a 

r'OA  =  ROA  = 

OR  est  dioit. 

Donc 

MOr'  =  Qo'^  — 

H0,-  =  '^'°'- 

=  45"  —  x 

HOA  =  HOr  +  ?-0A  z=  45-^  —  a  +  a  =  45°. 

Donc,  l'hyperbole  cherchée  est  une  hyperbole  fixe  ayant 
pour  axes  les  sécantes  communes  OA.  OB. 

D'un  autre  côté,  le  pôle  de  pr  par  rapport  à  cette  hyper- 
bole se  trouve  sur  le  cercle  w.  Il  se  trouve,  eu  outre,  sur 
Oil.  Donc,  il  se  trouve  en  M.  Le  point  M  étant  le  pôle  de 
pr  par  rapport  à  l'hyperbole  H,  décrit  la  polaire  réciproque 
de  T  par  rapport  à  cette  même  hyperbole.  Donc  S  est  la 
podaire  de  la  polaire  réciproque  de  g  par  rapport  à  H. 

Supposons  que  a  soit  un  cercle.  Il  passe  par  I  et  J.  Donc 
-  se  décompose  en  OJ  et  01  et  un  cercle,  à  condition  que 
7  ne  passe  pas  par  0.  Si  g  passe  par  0,  on  obtient  01, 
OJ,  la  droite  de  l'infini  et  une  droite.  Dans  le  premier  cas, 
la  polaire  réciproque  de  g  est  une  conique  de  foyer  0  et 
dans  le  second  une  parabole  de  foyer  0. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  transformation  présente  de 
nombreuses  analogies  avec  l'inversion  qui  aurait  pour  pôle 
le  point  0. 

En  effet  : 

1°  Un  cercle  passant  par  0  donne  une  droite; 

2°  Un  cercle  quelconque  donne  un  cercle  ; 

S*'  Une  droite  donne  un  cercle  passant  par  0; 

4°  Une  conique  donne  une  podaire  de  conique; 
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5°  L'inverse  d'une  figure  est  la  podaire  de  sa  polaire  réci- 
proque prise  par  rapport  au  cercle  qui  définit  l'inversion. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.   «5.  IBoquvl. 

(Suite,  voir  pnge  80.j 


Méthode  générale  pour  passer  de  l' équation  d'une  ligne  en  coor- 
données cartésiennes  à  V équation  de  cette  ligne  en  coordonnées 
tangenii elles,  et  inversement. 

Pour  passer  de  l'équation  ^{x,]j)  =  o  d'une  ligne  en  coor- 
données cartésiennes  à  l'équation  f(u,v)  ^  o  de  cette  même 
ligne  en  coordonnées  tangentielles,  il  suffit  évidemment  de 
former  la  condilion  qui  doit  exister  entre  les  quantités  u  et  v 
de  l'équation  iix  -\-  vy  —  1=0  pour  que  cette  équation 
représente  une  tangente  de  la  courbe  F{x,  y)  =  o. 

{x,y)  étant  le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes,  la 
droite  a  pour  équation  en  coordonnées  homogènes  : 

L'identification  de  cette  équation  avec  l'équation  wX-f-  vY 
—  Z  =  o,  ou  mieux  avec  l'équation  homogène  uX.  -|-  vY 
-L  wZ  =  o  donne  les  deux  relations 

u  0  (C 

qui,  jointes  à  la  condition  'F{x,y,z)  =  o,  permettent  d'éliminer 
dc  et  î/ (en  faisant  :;=  i),  et  donnent  entre  m,  y  étiola  relation 
cherchée.  Si  l'on  ne  veut  conserver  queit  et  i\  on  fera  w=  i, 
et  si  l'on  veut,  en  outre,  avoir  la  condition  relative  à  la  forme 
UX  -|-  vy  —  I  =  o,  et  non  à  la  forme  ux  -j-  vy  -f-  r  =  o,  on 
donnera  à  10  la  valeur  —  i . 

La  difficulté  du  calcul  se  réduit  un  peu  si  l'on  remarque 
que  le  point  (j;, y)  appartenant  à  la  courbe  et  à  sa  tangente  en 
ce  point,  on  peut  remplacer  la  condition  F(n?,?/,z)  =  o  par  la 


—  175  — 

condition  équivalente  ux  -\-  vij  -)-  wz  =  o,  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  du  théorème  d'Euler  ;  car  ou  a  : 

xY'x  +  yVy  -\-  -F'-  =  mY{x,  y,  z)  =  o. 
relation  qui,  en  vertu  des  égalités  de  rapports 

V  w 

devient  :  ux  -\-  vy  -\-  tcz  =  o. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'équation  tangentielle  de  la 
cissoïde  de  Dioclès,  dont  l'équation  est,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires :  x{x^  -f-  y'^)  —  2ay'^  =  o 
c'est-à-dire           x{x'^  -f-  y'^)  —  2ay'^z  =  o 
On  aura  à  éliminer  x  et  y  entre  les  relations  : 

3x'^  -\-  y"^    2xy  —  4»?/    —  lay- 

u  V  w 

et  ux  ~\-  vy  -f- 10  =  o 

qui  peuvent  s'écrire  : 

iv(ox^  -f"  y^)  -j-  2ay-u  =  o  (1) 

{x  —  2a)  10  -j-  ayv  =  o  (2) 

ux  -\-  vy  -\-  IV  =  o.  (3) 
On  tire  de  (!2)  et  (3)  : 

3 a IV  IV (w  4-  2 au) 

X  = -~  y  —  -  - 


>n  —  au  v[iv  —  au) 

et,  en  reportant  dans  (1)  : 

'iv[2ya-w'^V'  -|-  iv^{w  -|-  2au)-]  -|-  2amv'^(w  -f-  2au)^  =  o 
En  faisant  w  =  1,  il  vient  : 

2'ja'^V'^  -|-  (l   +  2rt«)-  -f-  2fllt(l  -f-  2auf  =z  o 

c'est-à-dire  2ja:^v''-  -j-  (i-H-  30«)'^  =0. 

Eu  égard  à  la  forme  ux  -\-  vy  —  i  =  o,  on  aurait  : 
2'ja'^v'^  -j-  {2UU  —  i)-  —  2au{2au  —  1)2  =  0 
c'est-à-dire 
2'ja-v^  —  (2au  —  1  )  '  =  o,  ou  encore  2'ja'^v-  -(-  (  i  —  2au)'^  =  o. 

Cet  exemple  montre  que  l'équation  tangentielle  d'une 
courbe  est  généralement  d'une  tout  autre  forme  que  l'équa- 
tion cartésienne;  sauf  dans  des  cas  tout  à  fait  particuliers, 
dont  l'exemple  précédent  fait  partie^  elle  est  même  d'un 
autre  degré  que  cette  dernière  ;  nous  reviendrons  sur  ce 
point. 

Avant  de  poursuivre,  nous  appliquerons  encore  la  méthode 
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générale  à  la  recherche  de  l'équation  taugentielle  générale 
des  coniques,  dont  l'équation  cartésienne  homogène  est 
Aœ^  +  2Bxy  -f-  Gif  -f  2'Dxz  -f  2liyz  +  Fs^  =  o . 
Il  faut  éliminer  x  ei  y  entre  les  équations 
Ax-j-Bj/  +  Dô   _  Bx-{-Cy-^Ez-   _   Dx  +  %  +  Fr 

et  ux-\~  vy  -\-  icz=^o. 

En  appelant  /  la  valeur  commune  des  trois  rapports  pré- 
cédents, on  a        Ax-{-By  -j-Dz  —  uÀ=:o, 
Bx 4- Cy -f- E:; — vh  =o, 
Dx  4-  Eî/  -f-  Fs  —  u'\  =  o, 
ux  -\-  ry  +  ivz  =o. 

Ces  quatre  équations,  homogènes  et  linéaires  en  x,y,  z,a, 
admettent  des  solutions  qui  ne  sont  pas  toutes  simultanément 
nulles,  puisque  dans  tous  les  cas  l'une  d'elles  s  est  égale  à 
l'unité;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  est  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit 
nul.  L'équation  taugentielle  homogène  des  coniques,  et  rela- 
tivement à  la  forme  ux  -{-  vy  -\-  ic  =  o,  est  don.c 
A  B  D  i^ 
B  G  E  i' 
D     E    F    ic 

Il       V      10      o 

—  Inversement,  pour  passer  de  l'équation  f  {u,  v)  =  o,  en 
coordonnées  tangentielles,  à  l'équation  F  (x,  y)  =  o  eu.  coor- 
données cartésiennes,  il  faut  résoudre  un  cas  du  problème 
des  enveloppes. 

En  effet,  puisque  f{u,  v)  =  o  est  la  condition  entre  u  et  v 
pour  que  la  droite  iix-\-vy  —  i  =  o  soit  tangente  à  la  courbe 
considérée,  l'enveloppe  de  cette  droite,  quand  u  et  v  varient 
d'une  manière  continue  sous  la  condition  f{u,  v)  =  o,  est 
précisément  la  courbe  dont  il  s'agit. 

Regardons  u  comme  la  variable  indépendante,  le  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  très  voisines  sera  donné  par  le 
système  des  deux  équations 

ux  -\-  vy  —  I   =0 
(u  -f-  \u)x  -\-  (r-|-  \v)y  —  i  =^  o 
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Au  et  Ar  étant  liés  entre  eux  par  la  relation 
f{u  -\-  \u.v-\-  \v)  —  f'(u,  V)  =  o 
ou  bien 

iH  [f'u  (u,  v)  4-  co]  +  Ay  [/■;.  (il,  V)  +  co']  =  o 
lu  et  Ai;  tendant  simultanément  vers  o,  le  point  considéré 
tend  vers  une  position  limite  sur  la  droite  nx  -\-vy  —  i  =  o, 
et  la  deuxième  équation   étant  remplacée  dans  le  système 
par  sa  différence  avec  la  première,  elle  devient 

X  .  lu  -\-  y  .  Iv  =  o 
et  par  conséquent  à  la  limite,  on  aura  le  système  des  quatre 
équations  ux  -\-  vy —  i  =  o 

X  -\-  y  iim =  o 

'    -^  lu 

Iv 

fit  (  «^  V)  4-  lim  — —  fv  (u.  r)  =  o 

f{u,  v)  =  o 
Le  point  limite  sur  ux  -{-  vy  —  i  =  o  est  donc  détini  par 
les  deux  équations  :    ux  -\-  vy  —  i  ^  o 

X 

et  l'u  {u,  v) —  /'„  (u,  v)  =  o, 

1  .  f'u  (u,    v)  fv  (u,   v) 

ou  Jnen  =  

X  ^  y 

Les  valeurs  de  u  et  v  qui  répondent  à  un  point  particulier 
étant  un  certain  système  de  solutions  de  l'équation  f{u,  v)  =  o. 

Si  donc  entre  les  trois  équations 

ux  -\-  vy  —  I  =0 
yf,,  {u,  r)  —  xfv  {u,  v)  =  o 
et  /'(M,  V)  =  o 

on  élimine  les  deux  paramètres  u  et  v,  il  restera  entre 
X  ei  y  une  relation  s'appliquant  à  la  succession  de  tous  les 
points  limites  définis  précédemment;  cette  relation  sera  donc 
l'équation  cartésienne  de  la  courbe  considérée. 

Supposons  que  l'équation  f{u,  v)  =  o  soit  algébrique  et 
du  degré  m,  on  peut  la  rendre  homogène,  comme  on  le  fait 

en  coordonnées  rectilignes,  eu  remplaçant  u  et  v  par  — - 

iV 

et  — :  elle  prend  alors  la  forme  /'('u,  v,  w)  =  o,  d'où  l'on 
w 

JOLR>.U,  DE    MATH.    IS^l.  là 
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déduit,  par  le  théorème  d'Euler 

u  f'u  V,  +  V  f'v  +  lo  fv 
Écrivant  alors  la  relation 

f'u 


sous  la  forme 
c'est-à-dire 


X 

/■« 

f'r 

X 

y 

f'u 

y 

Uf'u  +  ^/'V- 


ux  -f-  '^■y 

_    A_  _  —  Wf'>r 

^  ~,  y  ~     \ 

L'expression  uf'u  -\-  vf'v  ,  qui  est  du  degré  m,  se  trouvera 
ramenée  au  degré  m  —  i ,  et  le  calcul  d'élimination  de  u  et  v 
sera  quelque  peu  simplifié. 

Cherchons,  par  exemple,  l'équation  en  coordonnées  recti- 
lignes  de  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 
Aw^  H-  2Buv  -\-  Gv''  +  2J)u  +  2Ey  -^  F  =  o. 
Nous  aurons  à  éliminer  u  et  v  entre  cette  relation  et  les 
Am  +  Bi'  4-  D  Bu  -f  Cy  +  E 


équations 

et 


X  y 

ux  -^  vy  —  1=0. 
Si  nous  prenons  les  formes  homogènes 

Au"^  -\-  2Bi(v  -\-  CaV^  -\-  2T)uio  -f-  2Evw  -\-  Fiv^  =  o 
et  ux  -\-  vy  -f-  wz  =  o . 

Les  relations  deviendront 
Aw  4-  By  +  Bw  Bu  +  Gv  -f  Ew         Du  +  Et;  +  ] 


X  y  z 

On  aura  donc,  en  appelant  À  la  valeur  commune   de  ces 

trois  rapports,     Atf  -f"  ^^  -{-Dw  —  Ix  =  o, 

Bu  -j-  Gv  -f-  Ew  —  Xy  =  o. 

Bu  -\-  Ev  -\-  Eio  —  AZ  =  o, 

avec  ux  +  vy  -{-  wz  =  o. 

Pour  que  ces  équations  admettent,  comme  cela  a  lieu,  des 
solutions  qui  ne  soient  pas  simultanément  nulles,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit  nul. 
L'équation  cherchée  sera  donc 
A     B    D 
B     C     E 
D     E     F 


=  o 
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0,  établie  plus  haut, 


Il  y  a  lieu  d'observer  la  forme  remarquable  de  cette  équa- 
tion, qui  se  déduit  de  l'équation  tangentielle 

A    B    D     ti 

B     C     E     r 

D     E     F     /r 

U      V      te     o 
par  le  simple  changement  de  u,  v,  w  en  x,  y,  z. 

C'est  encore  là  un  résultat  du  principe  de  dualité  et  un 
exemple  de  la  facilité  avec  laquelle  l'emploi  des  coordonnées 
tangentielles  met  ce  principe  en  lumière.  Nous  reviendrons 
d'ailleurs  sur  ces  deux  équations,  dont  la  réciprocité  est  si 
remarquable. 

—  Pour  achever  de  faire  bien  comprendre  la  méthode, 
considérons  encore  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 
it^  —  av-  =  o,  et  proposons-nous  de  trouver  son  équation  en 
coordonnées  cartésiennes. 
Il  faut  éliminer  u  et  v  entre  les  équations 
ux  -{-  vy  -{-  wz  =  o 
u^  —  av'^iv  =  o 
3u*  2avw 


et 


X 


Mais  la  dernière  donne  : 
3u-  2avw  3u^  —  'lav'-w 


y 


X  y  ux  -\-  vy 

d'oii  l'on  tire  (en  faisant  z  ei  w  =  i)  : 

2         ,       3u^  ACl 

—  et  =  —  -!— 

y 


av^w 
—  wz 


av- 


V  = 


d'où  u'^  =  — 


X  y- 

L'équation  cherchée  est  donc  : 


X 


2  y        ax 
y  '  3 


-j-  2  -\-  i  =  o,  on  y' 


4ax 


400;* 
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Ou    sait    que    si   l'on    considère    l'expression    imaginaire 
a  -f-  r-^  ou  peut  représenter  celte  quantité  par  un  point,  eu 
convenant  de  prendre  pour  ce  point  celui  dont  les  coordon- 
nées sont  7.,  |i  ;  les  axes  étant  d'ailleurs  rectangulaires. 
Ceci  posé,  considérons  l'imaginaire, 

_    y.  -f  ^St.  -j-  i{-j:  -]-  f^i'À) 
"  -    y  +  =A  +  tii  +  o'A)~ 

dans  laquelle  À  représente  un  périmètre  réel  et  variable.  Pour 
chaque  valeur  de  \,  u  prendra  la  forme  A  -j"  B^  et  si  l'on 
considère  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x  =  k, 
y  =:  B ,  ce  point  M  décrira  un  lieu  géométrique.  On  propose 
de  démontrer  que  ce  lieu  est  vu  cercle  ;  ce  théorème  a  été 
donné  par  M.  Laguerre. 

En  multipliant  haut  et  bas  la  valeur  de  n  pari'  expressiou 
imaginaire  conjuguée  du  dénominateur,  on  trouve  d'abord: 
(g  +  ^À)(v  +  oÀ)  +  (g  -f  ^'X)(y'  +  Sa) 

(r  +  oxy  +  (y-  +  oir  ^  ^ 

,.  ^  i^-  +  P^'Ky  +  o>0  -  ('^-  +  gÀj(y'  +  a-À) 
_  (t  +  sa)^  +  (t'  +  3V  ^^ 

Il  faut  éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  A  cet  effet, 
multiplions  (1)  par  (y'  -f-  o'À)  ;  et  (âj,  par  (y  -f-  oX)  ;  il  viendra, 
après  avoir  ajouté  les  deux  résultats  : 

;,.(x'  _|_  s'x)  4-  ,/(y  4-  bà)  =  a'  +  [iX  (3) 

On  trouve  de  même, 

X(y  +  Zl)  —  y(y'  +  o'À)  =z  g  -f  âX  (4) 

n  n'y  a  plus  aucune  difficulté  à  éliminer  a  entre  (3)  et  (4) 
et  l'on  trouve  (x'  +  y%hy'  —  yS')  -f  P  =  o, 
équation  dans  laquelle  P  désigne  une  fonction  du  premier 
degré  en  x  et  ij.  Les  axes  étant  supposés  rectangulaires, 
celte  équation  est  bien  l'équation  d'un  cercle.  Il  faut  pour- 
tant observer  (|ue  ce  cercle  se  réduit  à  la  droite  P  =  o,  quand 
on  suppose  5y'  —  yo  =  o. 
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Sans  former  expliciLemcnl  l'cqualion  du  cercle,  on  peut 
encore  démonlrer  le  théorème  de  la  manière  suivante  : 
En  ajoutant  les  carrés  de  x  et  y,  on  obtient 

'  ^'"  (r -f- -r  +  (y  +  5'A)^  • 

Mais  le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  iorme 

Xx  +  By  -f  G 

car  X,  y,  x'^-{-y'-  sont  trois  fractions  rationnelles  de  la  forme 

pi-  +  f/À  +  /• 

sX-  4-  tl  -\-  u 

p'À^+gX  +  r- 

si^  H-  a  +  ît  ' 

//X^  +  (/"À  +  7-\ 
•S'A-   -f-   Ia  -\-   U 

on  peut  donc  poser 
p'À^  +  f/À  +  r"   _   A{pr-\-qX^r)     ,     Bfp'A^  +  f/'XH-?'') 


Les  coefficients  A,  B.  C  sont  déterminés  par  les  équations 

A^  +  Bp  -f  C.S-  =  p", 

kq  +  Bf/'  +  Cd  =  q", 

Ar  +  Br'  +  C«  =  r". 
L'équation  du  lieu  est  donc 

X-  -\-  y"^  =  Ax  -\-  By  -{-  C.         c.    q.  f.  d. 


QUESTION   D'ALGÈBRE 


On  demande  souvent  dans  les  e.vamens  la  sommât /on  de  la  suite 

X  -f-  2x-  -f  3x-*  +   . . .  +  nx" 
Cette  question    n'est    qu'un    cas    particulier    de    la    sui- 
vante, qui  est  beaucoup  plus  étendue  : 
Sommation  d'une  suite  de  la  forme 

X  -j-  2P  X-  -f-  3p  x'^  -f-   ...   -|-  nP  x" 

Posons  Sp=  iP  X  -{-  2P  X-  -\-  3p  ce'  +  •••  +  ^^''  ^-" 
et  prenons  la  dérivée  de  S^  par  rapport  à  x  ;  il  Tient  : 

^',,=    iP  -r-  I   -j-  2?'  -r  1  X  -f    3l'  +  ^  X'^   -{-...-{-  IIP  +  ^   X"  -   U 
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Par  conséquent  : 

xS'p  =  iP  +  '^  X  -\-  2P  +  ^  x^  -}-  3p  +  ^  x'^  -\-  ...  +  nr'  +  1  as" 
c'est-à-dire  : 

XiS  p  ^^^^    Op  -|-  1 . 

Cette  relation  générale  permet  de  calculer  S,  connaissant 
So,  puis  Sj,  connaissant  S^  et  par  conséquent  S\  ;  ayant  S^, 
ou  formera  S'2,  ce  qui  donnera  S3,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple, 

Sj  =  œ  -|-  2x^  -\-  3x'-^  -{-...  -\-  ?icc» 
résultera  de  la  relation 
Si  =  œS'o 

Or, 

X»  —  I  X»  +  ^  —  x 

^(,  =  X  -\-  X"^  -\-  X^  -H  . . .  +  ce"  ^  5C  =  

'  '  '  X  —    I  X   —    I 

donc 

[(n  4-  i)  03"  —  i]  (a?  —  i)   —  (.x"  +  ^  —  x) 


S'n  = 


(ce  -  i)^ 
nx'^  +  \  —  (n  -\-  1)  x'^  -\-  i 


Si 


(ce  —    l)^ 
Par  suite. 

nx"  +  '^  —  (n  -\-  i)  xJ^  +  ^  -\-  X 


(ce  —  i)' 

Formant  S\,  on  en  conclura  Sj  par  la  relation  Sg  =  ceS'^ 
et  ainsi  de  suite. 


SUR  L'ÉQUATION  AUX  CARRES  DES  DIFFERENCES 


Pour  calculer  cette  équation,  on  forme  habituellement 
l'équation  aux  différences  des  racines,  équation  que  l'on 
transforme  ensuite  de  manière  à  obtenir  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines.  Il  nous  paraît  sensible- 
ment plus  simple  d'opérer  d'une  façon  inverse  et  de  calculer 
directement,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  le  cas  du 
troisième  degré,  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 
raciues. 
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1.  —  Soit  f  =  x^  -\-  px  -\-  q  ^=  o 

l'équation  proposée  ;  x,  x"  deux  racines  de  cette  équation  ; 
y  la  racine  correspondante  de  l'équation  cherchée  :  de  telle 
sorte  que  y  =  (x  —  x")'^ 

ou  y  =  [x  -j-  x"y  —  4cc'x" 

soit  x,  la  troisième  racine;  on  aura  donc 

;/  =  -'  + ^. 

ou  X'^  —  xy  -\-  4.q  =  o  ; 

d'ailleurs  x/^  -^  px  -^  q  =  o 

et,  par  différence,  x  =  -= . 

p  +  y 

On  obtient  ainsi  l'équation  demandée 


(p  +  y)'  '    p  +  y    ' 

ou  enfin 

9  =  y'  +  ^py'  +  9P'y  +  4P'  +  ^j^i'  =  o- 

L'équation   f,  par   un   théorème   connu,    aura    toutes  les 
racines  réelles,  si  cp  est  une  équation  complète  et  n'offrant 
que  des  variations  ;  on  retrouve  ainsi  la  condition 
W  +  279'  <  o- 

2.  —  Considérons   maintenant  le  cas  le  plus  difficile  de 
l'équation  complète  du  troisièuie  degré  ; 

f=ix'^-{-  ax^  -\-  hx  -{-  c  =^  o.  (1) 

On  a  toujours     y  =  (x  -{■  x"'f  —  4cc'cc" 

4-C 

OU  XI  =1  {a  -X-  x)-  A 

X 

c'est-à-dire     x^  -\-  laxp-  +  33(//'-^  —  y)  -f-  zj.c  =  o  (2) 

Il  s'agit   maintenant  d'éliminer  x,  entre    (1)  el  (2).    Une 

soustraction  donne  d'abord  : 

nx"-  -f  x{(C-  —  h  —  y)  -|-  3c  =:^  o  (3) 

D'autre  part  l'élimination  du  terme  constant  entre  (1)  et 

(2)  conduit  à  la  combinaison, 

Zx"^  -{-  inx  -\-  (46  —  (f-  -\-  y)  =iQ  (1) 

Des  équations  (3)  et  (4)  et  par  la  règle  connue  qui  sert 

à  éliminer,  entre  deux  équations,  un  paramètre  qui  y  entre 

au  second  degré  ; 
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(4ah  —  r;3  —  gc   +   mjY   =   (a^  —  36  —  3y) 
[y2  +t/(56  —  2(1')  -\-  (/'^  —  ^)  («'  —  4'^)  +  6ac] 
Développant  et  simplifiant  on  a  l'équation  aux  carrés  des 
différences  ; 

(A)  î/-^  -^  2if{n''  —  36)  +  y{a''  —  36f  +  H  =  o 

en  posant 

H  =  270^  +  2flc(2a^  —  96)  +  6'-'(46  —  a^) 
Cette  équation  donne  lieu  à  plusieurs  remarques. 

3.  —  L'équation  aux  carrés  des  différences  devant  être 
complète  et  n'offrir  que  des  variations,  si /"n'a  que  des  racines 
réelles,  on  voit  d'abord  que, 

r/2  —  36  >   o. 

Cette  relation,  entre  les  trois  premiers  coefficients,  appli- 
quée à  l'équation  aux  inverses,  donne,  pour  les  trois  derniers 
coefficients,  la  condition  ; 

6^  —  3ac  >  o 
et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant;   théorème  qu'on 
peut  établir  de  bien  des  façons  différentes  ; 

Lorsqu'une  équation  du  troisième  degré  a  ses  racines  réelles, 
le  carré  d'un  coefficient  quelconque  est  toujours  plus  grand  que  le 
triple  produit  des  coefficients  voisins. 

On  peut  remarquer  pourtant  le  cas  limite;  celui  où  l'on 
aurait  à  la  fois 

a''  =36         et         6=^  =  3ac. 

L'équation  est  alors 

x^  -f-  ax'  -| rp-.T  -j =  o 


ou  .  I  a:  -| — -V    =z  o. 

Les  racines  sont  réelles  mais  coïncidentes;  l'équation  aux 
carrés  des  différences  se  réduit  a  y^  =z  o;  c'est  ce  qu'on 
vérifie  facilement. 

4.  —  Le  coefficient   de  y  est  lui-même  positif  ou  nul  : 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines  réelles,  sont  donc 
a^  —  36  >  o, 
ïï<  o. 
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Nous  allons  montrer  (  ■)  que  ces  deux  couditions  rentrent 
l'une  dans  l'autre  et  que  la  seule  condition  nécessaire  et 
suffisante  est  H  <  o. 

Posons  qc  —  ah  =  U  (1) 

et,  dans  l'égalité 

3H  =  8rc'-  -f-  6ac{2a^  —  96)  +  3b^^h  —  a^), 
remplaçons  c  au  moyeu  de  l'égalilé  (1)  ;  on  obtiendra,  après 
des  calculs  simples  et  évidents, 

9H  =  3U^  +  ^al^a'  —3b)  -j-  ^b{a'  —  3b)\ 

Dans  ce  trinôme  du  second  degré  en  U,  la  quantité  sou- 
mise au  radical  est        z\.{(i-  —  3b)\ 

Si  l'on  avait  a-  —  36  <  o,  les  racines  de  Téquation  H  =  o 
seraient  imaginaires  et  H  conserverait  le  signe  de  son  pre- 
mier terme,  le  signe  -j-,  par  conséquent,  et  l'on  ne  saurait 
avoir  H  <  o.  En  résumé,  les  deux  inégalités 
H  <  o  et  a^  —  36  <  o 
sont  en  contradiction  ;  et,  du  moment  que  H  >  o,  on  a  m'cessai- 
rement  a^  —  36  >  o. 

5.  —  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  et  qui 
consiste  à  faire  rentrer  les  unes  dans  les  autres  des  inégalités 
qu'on  pourrait  nommer  surabondantes,  pour  exprimer  ce  fait 
que  quelques-unes  d'entre  elles  suffisent  et  que  toutes  ne 
sont  pas  nécessaires,  se  présente  aussi  dans  la  discussion 
de  l'équation  du  troisième  degré  par  la  méthode  de  Sturm. 

L'équation  étant  toujours 
V    z=  x^  -\-  Ax^  -\-  Bx  -{-  G 
on  a,  pour  la  suite  de  Sturm, 
Vi  =  3x^  +  2Aœ  +  B 
V,  =  2(A2  —  3B)œ  -h  AB  —  9C 
V3  =  — 3(9G-AB)'^— 4A(9C  — AB)(A2— 3B)— 4B(A^— 3B)-^ 

Les  conditions  données  par  cette  méthode  seraient,  comme 
celles  qu'a  fournies  l'équaiion  aux  carrés  des  différences, 

A2  ~  3B  >  o  ;        V3  >  o 
et  comme  V,  =  —  9H 


(*)  CeUe  question.  ci'ovons-noii.s.  a  été  soulevée  aux  examens  de  l'année  der- 
nière par  M.  M  iric. 
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on  trouve,  par  une  discussion   semblable  à  celle  que  nous 
avons  faite  sur  H,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  Véquation,       x^  -j-  Ax^  -|-  Bas  -}-  G  =  o 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,  est  : 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION    A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Géométrie  analytique  plane. 

—  On  donne  l'un  des  sommets  de  l'axe  focal  d'une  ellipse,  et  une  extrémité 
de  l'un  des  diamètres  conjugués  égaux.  Former  l'équation  des  courbes  qui  ont 
ces  éléments  communs. 

—  On  considère  les  p;u'aboles  ayant  une  tangente  et  son  point  de  contact 
communs,  ainsi  qu'un  point  de  la  tangente  au  sommet.  —  Trouver  le  lieu  des 
sommets  de  ces  coui'bes. 

—  Asymptotes  de  la  courbe 


{/il 


y  _  .  ,  +  3a;i^  + 


4a;-'  +  3a;  —  I 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  et  les  points  où  elle  est  coupée  • 
1°  par  la  directrice;  2°  par  la  tangente  inclinée  à  45°  sur  l'axe.  —  On  demande 
l'équation  générale  de  ces  paraboles. 

—  Expliquer  a  priori  pourquoi  dans  la  valeur  générale  du  paramètre  d'une 
parabole  contenant  à  son  numérateur  A  et  sin  6,  et  à  son  dénominateur  A-1- C  — 

2  B  cos  fi, le  rapport  des  exposants  A  et  de  A  +  C  —  2B  eos  fj  est  —r-.  et  pour- 

I 
quoi  —  est  facteur  dans  ces  exposants. 

—  Lieu  des  somaiels  des  hyperboles  équilatères,  ayant  un  foyer  donné  et 
passant  par  un  point  donné. 

—  Lieu  du  foyer  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sommet  donné. 

—  Construire  la  courbe 

I  —  sin  (•) 


I    —   2C0S  G) 


'—  Construire  la  courbe  y  \,l a-  +  i  —  ^i  —  x. et  étudier  cette  courbeautour 
de  l'origine. 

—  Lieu  des  sommets  des  p-iraboles  qui  ont  la  directrice  et  une  tangente 
communes. 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  comme  éléments  com- 
muns un  sommet  réel  et  le  point  de  rencontre  de  l'une  des  directrices  avec  l'une 
des  asymptotes. 

—  On  donne  la  droite  sur  laquelle  est  compté  un  des  diamètres  conjugués 
égaux  d'une  ellipse,  et  la  grandeur  de  ce  diamètre  (mais  non  su  position);  on 
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donae  aussi  le  pied  d'une  directrice  sur  l'axe.  —  Former  l'équation  de  la  courbe 
qui  satisfait  à  ces  conditions. 

—  On  forme  l'équiition  générale  des  paraboles  ayant  une  tangente  et  l'axe 
communs,  trouver  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  qui  font  avec  l'axe  un 
angle  de  45°. 

—  Expliquer  pourquoi  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  est 
homogène  par  rapport  aux  coeflicients  de  l'équation  de  la  courbe,  pourquoi 
AC  —  B-  est  facteur  dans  les  deux  premiers  termes,  et  pourquoi  A  est  facteur 
dans  les  deux  derniers. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

I  —  tangs  to 

P  =^  ; 

tang-  (0  —  I 

—  Etant  donnée  la  courbe  y  =  x'i-  .  trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  la  droite  y  =  2X. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

x'*  +  X-  y-  —  6x^  -\~  y-  =  o. 

—  Construire  la  courbe  dont  un  point  quelconque  a  pour  coordonnées 

t-  +  t  +  1  t-  —  i 

X  r=  y  =  

t  +   i  2  —  t 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatère^  passant  par  un 
|)oint  fixe,  et  telles  que  le  lieu  de  leurs  centres  est  un  cercle  de  i-ayon  R,  dont 
on  donne  le  centre. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

I  +  sin  0) 

COS-  0) 

—  Construire   le  lieu  dont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  .sont 

t  I 

X  = ij  = 

I  —  (  I  +  /. 

A  priori  quel  sera  ce  lieu  ? 

Géométrie  analytique  dans  l'espace. 

—  Étant  donnés  l'ellipsoïde  x-  -\ ■  -{ — ^—  =:    i    et   le  plan   x   +    21/ 

4  9 

+  3z  ^  o,  former  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  de  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan,  et  trouver  les  directions  de  ces  axes. 

—  Faire  voir  a  priori  que  le  lieu  des  points  où  les  génératrices  de  l'hyper- 
boloide  à  une  nappe  se  coupent  à  angle  (Ir.)it  est  l'intersection  de  la  sphère  de 
Monge  avec  l'hyperboloïde. 

—  Reconnaître  la  nature  de  la  surface 

X^   +  y-  +  22-   —    2Zr   —    2Z   =  o 

par  la  méthode  des  contours  apparents. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre 
[K\v  les  plans  qui  passent  :  1°  par  un  point  fi.xe;  2°  par  une  droite  fixe. 

—  A  quels  axes  est  rapportée  la  surface  ary  =  s? 

—  Étant  donnée  l'équation  x-  —  tj'^  -\-  yz  -\-  z  —  x  ^=  o,  calculer  l'angle 
des  deux  génératrices  ûe  la  surface  qui  passent  à  l'origine,  et  l'équation  du 
])lan  des  deux  droites. 

—  Étudier  la  surface  représentée  par  l'équation 

(,T  -  y.)(y  -  S)(3  -  y)  =  {x  -  x)(y  -  p')(s  -  y'). 
Quelle  particularité  présente  le  plan  œ  —  a  =  0  par  rapport  à  cette  surface? 
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y 


—  Étant  donnée  l'énuation  ~ —  H — '—- ^  =  i.  former  l'cnuation  géné- 

a-  h-  (-■- 

raie  des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  deux  droites. 

—  L'équation  générale  du  second  degré  à  trois  variables  représentant  un 
paraboloïde,  on  demande  les  équations  de  son  axe. 

—  Trouver  les  plan-;  principaux  de  la  surface 

xy  +  xz  —  y-  +  I  :=  o. 

—  Étant  donnée  la  sphère  x-  +  y-  +  2-  =  R-,  former  Téqualion  de  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  tangente  à  la  sphère,  et  assujettie  à  s'appuyer 
sur  l'axe  des  z  et  sur  la  droite  \x  =z  r^^  z  —  v;. 

—  Étant  donnée  la  surface  x(x  +  y  +  i]  +  y(z-  +  y  —  2)  =  o.  on  donne 
sur  l'axe  des  z  un  point  à  la  hauteur  2  =  v  ■  former  les  équations  de  la 
.seconde  généi-atrice  qui  passe  par  ce  point. 

—  Étant  donnée  l'équation  \!u  +  \v  +  v^=  o  dans  laquelle 

Il  =  ax  -\-  by  +  cz  -{-  d 
V  =  n'x  -\-  b'y  -\-  c'z  +  d' 
w  n=  ax  4-  h"y  +  cz  -\-  d". 
on  demande  les  propriétés  de  la  surface  qu'elle  repré.sente. 

—  Former  l'équation  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  quand  on  prend  pour 
axe  des  x  une  génératrice  du  cône  asymptote,  et  pour  plan  des  zy  son  plan 
diamétral  conjugué. 

—  Former  l'équation  générale  des  cônes  du  second  ordre  qui  contiennent 
es  axes  Ox  et  Oy.  —  On  prend  sur  Oz  deux  points  A  et  A'  .symétriques  par 
rapport  à  l'origine;  on  mène  dans  le  plan  des  zx  .\B parallèle  à  Ox  et  dans  le 
plan  des  zy  A'B'  parallèle  à  Oy.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée 
par  une  droite  s'appuyant  sur  AB  et  A'B'  et  parallèle  aux  génératrices  de  l'un 
des  cônes  considérés.  Quel  est  le  cône  a.symptote  de  cette  surface? 

—  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  irdre 
f[x,y.z)  =  o  par  des  plans  constamment  tangents  à  une  sphère  donnée. 

—  On  coupe  l'ellipsoïde \ — ^ 1 — ^-  =  i    par  des  plans    parallèles 

0-  b-  c- 

au   plan    px  -\-  qy  -\-  rz  =z  o  \   trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  ainsi 
obtenues. 

—  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  ayant  pour  directrice  l'ellipse 

:  =  o     —    '    —  —   I  —  o  "l 
a-  II-  /  ■ 

Géométrie  descriptive. 

—  Etant  donné  un  triangle  par  les  projections  et  les  côtés  de  ses  sommets, 
mener  par  l'un  des  côtés  un  plan  faisant  avec  le  plan  du  triangle  un  angle  de 
■45  degrés.  (Pas  de  plan  vertical  de  projeclion.. 

—  On  donne  deux  droites  AB.  BC  dans  le  plan  horizontal.  ABest  la  projection 
d'une  droite  située  à  un  décimètre  au-dessus  du  plan  horizontal.  Cette  droite 
tourne  autour  de  BC  et  engendre  un  hyperboloïde  do  révolution.  Par  AB  on 
fait  passer  un  plan  incliné  de  45  degrés  sur  le  plan  horizontal.  On  demande 
un  point  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  ce  point.  Pas  de  plan  vertical  de 
projection,'. 

—  Etant  donnés  un  cercle  dans  le  plan  vertical,  et  une  droite  quelconque,  le 
cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite. 
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ileiu'i'  à  ce  cylindre  un  pUm  langent  liiisant  avec  le  plan  vertical  un  angle  de 
45  degrés. 

—  Étant  donné  un   triangle  AIJC  daas  le  plan   horizontal,  ce  triangle  est  la 

Ij.ise  d'un  tétraèdre  dont  le  sommet  .se  projette  horizontalement  en  Set  dont  le 

AB    ^     , 
cote  est  — .  On  demande  le  centre  et  le  rayon   de  la  sphère  inscrite  dans  le 

tétraèdre. —  On  demande  ausii  les  centres  et  les  rayons  de  toutes  les  sphères 
(|u'on  peut  mener  tangentes  aux  quatre  laces  du  tétraèdre.  1  Pas  de  plan  ver- 
tical (te  projection./ 

—  Etant  donnédans  le  plan  vertical  uneercle  qui  est  la  section  droite  duu  cylin- 
dre, on  considère  un  plan  déliai  par  sa  trace  horizontale  <[ui  ne  rencontre  pas  la 
ligne  de  terre  dans  les  limites  de  Tépure.  et  passant  pir  un  point  'c.  c\  ;  on 
demande:!"'  un  point  quel -onque  d3  l'intersection  du  cylindre  par  le  plan  ; 
2''  si  dans  les  développements  du  cylindre,  le  déveloijpsment  de  l'intersection 
présentera  des  points  d'inflexion. 


QUESTION  ^56   ^ 

Solution,  pai'  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  une  ellipse  dont  les  axes  sont  OA  et  OB  ;  la 
langenie  en  M  à  la  courbe  rencontre  les  axes  en  C  et  B  ;  on 
construit  le  rectangle  OCPD  et  on  joint  le  sommet  P  au  point  M. 
Démontrer  que  si  du  centre  on  abaisse  um  perpendiculaire  sur 
PM,  cette  perpendiculaire  rencontre  la  7iormale  en  M  en  un 
point  1  qui  est  le  centre  du  cercle  osculateur  de  l'ellipse  au 
point  M. 

Je  rapporte  L'ellipse  à  deux  axes  rectangulaires  d'origiue 
M,  parallèles  aux  axes  de  la  courbe.  L'équation  de  l'ellipse 
J^      ,       //-      ,      -ix  cos  o      ,       2J/  sin  o 
a^-      '      /;-      '  a  b 

celle  de  la  tangente  en  M  est 

X  cos  'j  ]i  pin    Ci 


a  '  b 

On  sait  que  les  cordes  comniunes  ,à  l'ellipse  et  au  cercle 
osculateur  en   M  sont  lu    tangente  et  la  droite  symétrique 
de   la   tangente    par   rapport   à   la    parallèle    à  l'axe  focal 
menée  par  M.  Cette  droite  aura  pour  équation. 
X  cos  V  !/  pin  o 


—  190  — 

Elle   coupe  l'ellipse  au  point  M,  et  au  poiuL  M',   dont  les 
coordonnées  sont  x  =  —  4a  sin-^  o  cos  o 
?/'  =  —  46  sin  o  cos^  9. 
Le  centre  du  cercle  osculateur  sera  donc  déterminé  par 
l'intersection  de  la  normale 

a  sin   o  ,^, 

y  =  -, ^  (2) 

^  /;  cos  9  ^  ' 

et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MM'  : 

(//  -f-  26  sin  Ci  cos*  o)  = —  (x  -\-  2(1  sin*  o  cos  z>).  (oi 

^^    '  '  '  6  cos  cp  '  •     ^  ^ 

Cela  posé,  je   cherche  les  coordonnées  du  point  P;  elles 

b    cos*    Ci 

seront  i/   = 


sm  Cl 
a  sin* 


as 


cos  Ci 

La  perpendiculaire  ahaissée  de  0  sur  PM  aura  donc  pov.r 
équation 

,     ,      .  o  sin'  o     ,       ,  X       //. 

(Il  4-  b  sm  Ci)  = ■ —^—  (X  -+-  a  cos  o).     (4) 

■  '  b  cos^  cp  .          . 

Si  cette  droite  détermine  le  centre  du  cercle  osculateur 
par  son  intersection  avec  la  normale,  il  faut  que  l'intersec- 
tion des  droites  (3)  et  (4)  soit  sur  la  normale  en  31. 

Si  je  cherche  l'équation  de  la  droite  passant  par  M  et 
l'intersection  des  droites  (3)  et  (4),  je  trouverai  après  réduc- 
tion 

b  cos  CCI    .   y{i  —  2  cos'-  Ci)  =  (I  sin  z>   .  x{2  sin*  cp  —   i) 
c'est-à-dire  l'équation  de  la  normale  en  M.  Donc  le  point  I 
est  bien  le  centre  du  cercle  osculateur  cherché. 

^'oTA.  — La  même  question  a  été  résolue  par  M,  Bonvalet,  élève  au  Lycée  de 
Versailles. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 
322. —  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique, 
connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 


—  191  — 

323.  —  Trouver  le    minimum  du  volume  d'un   tronc   de 
cône  droit  à  bases  parallèles  circonscrit  à  un  hémisphère. 

324.  —  Construire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côté,  le  périmètre  et  la  surface. 

325.  —  Résoudre  l'équation 


i^±^+i^^=f- 


326.  —  Étant  donné  un  cercle  0  et  deux  points  extérieurs 
A  et  B  donnés  par  les  quantités  suivantes  :  OA  =  a,  OBzrzô, 
AB  =  d,  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  que 
la  somme  des  carrés  des  distances  MA  et  MB  soit  égale  à 
une  quantité  donnée.  On  discutera  le  problème  et  on  cons- 
truira géométriquement  le  point  M  lorsqu'il  existe. 

327.  —  On  donne  un  cercle  C,  une  corde  AB  de  ce  cercle, 
et  sur  AB  un  point  P;  mener  par  le  point  P  une  corde  XPY 
telle  que,  si  on  abaisse  XX'  et  YY'  perpendiculaire  sur  AB, 
on  ait  XX'  —  YY'  =  D.  (Lieber.) 

328.  —  On  donne  un  cercle,  un  diamètre  et  deux  points 
P  et  P'  sur  ce  diamètre,  de  j^art  et  d'autre  du  centre,  à  des 
distances  inégales  du  centre.  Mener  par  P  et  P'  deux  cordes 
égales  qui  se  coupent  sur  la  circonférence.  (Lieber.) 

Mathématiques  spéciales. 

329.  —  On  considère  une  ellipse  et  deux  normales  à  cette 
courbe  faisant  entre  elles  un  angle  droit.  Soit  M  le  point 
de  rencontre  de  ces  deux  normales.  Par  ce  point  M  on  mène 
à  l'ellipse  les  deux  autres  normales,  dont  les  pieds  sont  A 
et  B.  En  A  et  B,  on  mène  les  tangentes  à  l'ellipse.  Trouver 
le  lieu  du  point  P  de  rencontre  de  ces  tangentes,  quand  le 
point  M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  augles  droits  dont 
les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipse  donnée. 

330.  —  On  donne  trois  points,  A,  B,  C,  dans  un  plan. 
Autour  du  point  A,  on  fait  tourner  un  angle  de  grandeur 
constante,  dont  les  côtés  rencontrent  en  M  et  N  une  droite 
fixe  donnée  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  ren- 
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coulrc  des  lignes  BM  cl  CN  lorsque  l'augle  donué  lourue 
autour  du  point  A.  Étudier  les  propriétés  de  ce  lieu. 

331.  —  Étant  données  deux  ellipses  homofocales,  par  un 

iioint  P  de  leur  plan,  on  mène  à  l'une  d'elles  deux  tangentes, 

A  et  B  d'une  pari,  Il  et  D  d'autre  part  étant  les  points  où 

ces  tau  ""entes  rencontrent  la  seconde  ellipse,  établir  la  rela-- 

II  I        ,         I 

tion  ~T7T"    ^ 


PA     —     PB  PC     —     PD    ' 

trouver  à  quelles  positions  du  point  P  conviennent  respec- 
tivement les  signes  -|-  et  ~. 

332.  —  On  coupe  un  ellipsoïde  : 

1*^  Par  des  plans  parallèles  à  un  plan  donué; 
S'' Par  des  plans  passant  par  une  droite  donnée; 
3"  Par  des  plans  passant  par  un  point  donné". 
Trouver  les  lieux  décrits  par  les  foyers  de  ces  sections 
dans  les  trois  cas. 

333.  —  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  parabole,  P  le 
point  de  concours  des  tangentes  en  ces  deux  points,  et  F  le 
foyer,  démontrer  que  l'on  a  : 

PM'-  _   PM'^ 
MF    ~    MF 
Existe-t-il  un  théorème  analogue  pour  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole ? 

334.  —  Étant  donnée  la  fonction 

'4x)  =  ^—^ -, 

on  demande  de  calculer  la  fonction  analogue  o{2x)  en  fonc- 
tion de  'Jf{x). 

335.  —  Construire  les  courbes  suivantes  : 

2x'^y'^  -\-  x''  —  y^  —  2xy  =z  o 
,       4x^'y'  -^x'  —y'''  +  bxHf-  (ô;-  —  y^)  —  4ay  =  o. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


PARIS.—    IMPniMEniE    CHAIX,   20,    RLE   KEr.GEIiF,  l'KLS  Df    ttODLEV  \I>D  MO.N'TMARTRE.  —   6i:.C-l 
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(JUESTION  DE  GEOMETRIE 

Par  MM.  Delpit  et  Uocteur.  élèves  de  l'École  préparai uire 
de  Sainte-Barbe 

Solution  et  Jéveloppeiretit  de  la  question    315. 


On  donne  cUois  un  cercle  deux  diamètres  fixes  AB,  CD.  Pur 
le  centre,  on  mène  des  raijons  perpendiculaires  OP,  OP'  ;  on 
abaisse  deV  et  P'  des  perpendiculaires  PQ  et  P'Q'  sur  AB  ;  soient 
(-J  et  co'  les  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  POQ, 
P'OQ'.  La  figure  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  trois  points  P.  co.  C,  sont  en  ligne  droite. 
En  effet,  le  triangle  OCP,  qui  est  isoscèle,  donne 
OPG  =  OCP; 
de  plus  PQ  esl  parallèle  à  OC;   donc 
CPQ  =  OCP  ; 
par  suite  PC  est  la  bissectrice  de  l'angle  en  P  ;  elle  contient 
donc  le    point   co.    Pour  la  même  raison,  les  points  P',  o)',  (,' 
sont  en  ligne  droite. 

2"  Les  deux  droites  c^P,  coA  sont  égales  et  rectangulaires. 

Ces  ligues  sont  égales,  parce  que  PH  =  AH;   elles  sont 

P  0 

l)erpendiculaires  parce  que  PcoH  = —  -\-  —  =  45".  Donc 

PcoA  =  90». 

On  voit  aussi  que  les  angles  toAO,  OPco  sont  égaux  ainsi 
que  OPco  et  to'OQ';  donc  les  droites  coÂ.  to'O  sont  égales  et 
parallèles. 

'S'^^La droite,  wco'  est  égale  au  rayon. 

Cela  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire:  les  ligues 
o)A  et  w'O  étant  égales  et  parallèles,  la  ligure  coco'AO  est  un 
parallélogramme. 

4°  Le  lieu  du  centre  I  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Ctow' 
est  un  cercle. 

En  ellet,  l'angle  en  G  étant   égal  à  43",  wo/  est  le  côté  du 
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carré  inscrit  dans  le  cercle  o)C(i)',  el  si  par  le  point  E,  milieu 
de  wco',  on  élève  à  cette  droite  une  perpendiculaire  sur  laquelle 
ou  prend  une  longueur  El  égale  à  wE  dans  l'intérieur  du 
triangle,  le  point  I  est  le  centre  du  cercle  circonscrit;  on  a 


donc  CI  =  Iw  ;  or  comme  on  a  Ko' 


R  v'— 


on    voit    que 


CI  est  constant;  le  lieu  du  point  I  est  donc  un  cercle  ayant 

R/T   - 
le  point  C  pour  centre,  et  pour  raj-on . 


^ 

P 

/     ''''''  / 

^^-Om 

■ 

/ 

o"  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  PP'  et  de  ok,)'  est  constante 
et  égale  à  la  moitié  du  rayon. 

D'abord  les   droites  OK   et   CI  sont  égales;  de  plus   elles 
sont  parallèles.  En  effet,  on  a 


—  lOo  — 

KOD  =  KOP  —  DOP  =  45'^  —  OPQ. 

P                                      P 
ICO  =  ICco —  go"  —  Cw'w . 

■>  2 

Mais  Cww  =  go'' ; 


P'  P 

donc  ICO  = =  45«  — OPQ. 

2  2 

et  par  suite  KOD  =  ICO. 

Il  en  résulte  que  la  ligure  OKIC  est  un  parallélogramme, 
et  puisque  lE  est  déjà  parallèle  à  CO,  la  ligne  KE  est  aussi 

parallèle  a  CO  ;  enfin,  on  a  IK  =:  R,  et  comme  lE  =  — ,  il 
en  résulte  que  KE  est  égal  à  — . 

6'^  Les  points  K,  m,  co',  I  sont  les  sommets  d'un  carré. 
Gela  résulte  de  ce  que  les  droites  Kl  et  coco'  se  coupent  en 
leurs  milieux  et  à  angle  droit  et  sont  de  plus  égales. 

7"  Les  trois  points  A,  co,  P',  sont  en  ligne  droite. 

P  P 

En  effet  on  a  toAB  =  — .et  puisque  P'AB  =  — ,  les  droites 

ko),  AF  se  confondent. 

8°  Les  trois  droites  BP,  AP'  et  CI  concourent  en  un  même 
peint. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  Geo  était  perpendiculaire  sur 
AM  ;  de  même,  Geo'  est  perpendiculaire  sur  BM  ;  donc  le  qua- 
drilatère McoCoj'  est  inscriptible,  et  CM  est  un  diamètre  du 
cercle;  ce  diamètre  passe  donc  par  le  point  I. 

9°  Les  cinq  points  P,  P',  w,  co',  0  sont  sur  une  même  circon- 
férence  ayant  pour  centre  le  point  K. 

Cela    résulte    de   la    propriété    démontrée    (6),    puisque 

Kw  =  Kco'  = ^,  et  que  cette  même  quantité  exprime  les 

distances  KO,  KP  et  KP'. 
10°  On  a        Cio"-'  +  0(0^  =  Cto-  +  Oo/^  =  2R^ 
En  effet,  on  a  Ow  =  P  w'  ;=  Bw  . 


—  ll)(J  — 

JJoiic    Co)'-^  4-  Uw'-  =  Cto-  +  Bo)'-  —  C;B-  =:  2H-. 
Ou  a  de  même  Gw-  -{-  Oco-  =  2R\ 

Il  existe  beaucoup  d'autres  propriétés,  dont  nous  alloua 
signaler    les  plus  importantes. 

i  1  '  Le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence  aijdntpour  centre  G. 
Gela  résulte  immédiatement  de   (8),    puisque  GM  =  2GÎ 

=  R\'2.  On  voit  que  cette  circonférence  passe  par  les  points 
A  et  B. 

l'a"  Le  lieu  du  point  E  est  une  circonférence. 
En  eflet,  si  nous  joignons  le  point  E  au  milieu  L  de  OG, 
la    ligne    EL    est    toujours    égale   et   parallèle    à  GI  ;  donc 

\'à"  Le  point  0  est  te  point  d'intersection  des  hauteurs  du 
triangle  GojoV. 

En  efl'et,  les  cordes  PA,  P'G  sont  parallèles,  parce  que  les 
arcs  PP'  et  AC  sont  égaux  ;  donc  Oco,  perpendiculaire  à  PA. 
est  aussi  perpendiculaire  à  P'G. 

Pour  la  même  raison,  w'O  est  perpendiculaire  à  PG. 

14°  Le  lieu  (/éométrique  du  centre  de  gravité  du  triangle  Gcoo' 
est  un  cercle. 

En  eltet.  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  01,  et  sa  dis- 
tance au  point  0  est  les  deux  tiers  de  01.  Donc,  le  lieu  du 
centre  de  gravité  est  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  OG,  à 
une  distance  de  0  égale  aux  deux  tiers  du  rayon. 

lo'^  Le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  Gojw' 
est  un  cercle. 

En  effet,  ce  centre  se  trouve  au  milieu  de  01.  Donc  le  lieu 
de  ce  centre  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point  L. 

16*^  Les  six  points  P,  H,  Q,  R,  0,  K  sont  sur  une  même  circon- 
férence. 

Car  les  angles  qui  ont  pour  sommets  les  points  H.  Q. 
K  ou  K  et  passent  par  les  points  0,  P  sont  droits. 
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17°  Les  lieux  des  points  o>  et  w'  se  composent  de  deux  cercles. 

Ea  effet,  l'angle  OioC,  opposé  par  le  sommet  à  l'angle  P(-)H, 
est  égal  à  io".  Le  lieu  du  point  w  est  donc  le  cercle  circons- 
crit au  triangle  AOG. 

18"  Les  trois  points  D,  K,  M  sont  en  ligne  droite. 

Car  IK  est  la  moitié  de  CD,  et  le  point  I  est  au  mi- 
lieu de  MG,  IK  étant  parallèle  à  CD.  Donc  le  point  K  esl  le 
milieu  de  DM. 

10"  Lm  ligne  Ko)  passe  par  le  point  Q. 

En  effet,  l'angle  wQO  est  égal  à  43"  ainsi  f[ue  l'angle 
Ktoto',  et  les  droites  (oo)'  et  AB  sont  parallèles, 

20"  Les  six  points  K,  o),  o'.  I,  R,  R'  sont  sur  une  même  cir- 
conférence. 

Les  quatre  premiers  points  sont  sur  une  circonférence 
ayant  E  pour  centre,  et  les  angles  toRo',  toR'o)'  sont  droits; 
donc  cette  circonférence  passe  par  les  points  R  et  R'. 

;2I"  Le  lieu  du  point  F  est  une  strophoide. 

Menons   AF.  L'angle   aigu  de  cette  droite    avec   OF   sera 

égal  à  PFH,  ou  P  -^ —  .  Or,  l'angle  DGF  a  la  même  valeur. 

Donc,  le  point  F  s'obtiendra  en  portant  à  partir  du  point  de 
rencontre  de  AF  avec  OD  une  longueur  égale  à  la  distance 
de  ce  point  au  point  0.  Il  appartient  donc  à  la  boucle  d'une 
strophoide. 

:22"  Soit  \).  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  Gcow'.  Le  lieu 
du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ovj.o\'  est  un  cercle. 


G 


4J 


En  effet,  l'angle  ot^-o' est  égal  à —  -1 =  —1-  4- 

"-  2  2  2 

Donc,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  coaco  est 
constant.  Soit  S  le  centre  de  ce  cercle;  la  droite  SE  est  cons- 
tante. Prenons  sur  GO,  à  partir  du  point  L,  une  longueur 
LV  égale  à  SE.  SV  sera  toujours  égal  à  LE;  donc  Y  sera  le 

centre  d'un  cercle  do  rayon  qui  sera  le  lieu  du  point  S. 
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23°  Les  trois  points  S.  <j.,  C  sont  en  ligne  droite. 

T.  (00>'G 

En  effet,  ou  a       b<j.o)  ==  — . 


L'aneie  aieu  de  Oj.  avec  co'x  est  é^al  à  -^ \- . 

^  '  '  82 

Si  l'on  égale  ces  valeurs,  on  en  tire 
o)w  C  -\-  (o'toC  =  135°; 
telle  est  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  angles 
en  w  et  co'  du  triangle  Ccoco'  pour  que  les  trois  points  S,  y. 
et  C  soient  eu  ligne  droite;    on    sait   que    cette  condition 
est  remplie. 

24°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  G(om' 
est  un  limaçon  de  Pascal. 

En  elTet,  le  point  S  appartient,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  au  cercle  circonscrit  au  triangle  Cww',  puisque  la 
ligne  Ga  est  la  bissectrice  de  l'angle  en  G  ;  il  en  résulte 
que,  puisque  Sa  est  constant^  le  point  <j.  décrit  un  limaçon 
de  Pascal. 

25°  //  existe  une  ellipse,  ayant  pour  foyers  les  points  0  et  I, 
et  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  Cwco'. 

Nous  remarquons  que  les  angles  IGoV,  OCm  sont  égaux  ; 
en  effet,  l'angle  to'GO  et  l'angle  IGw  sont  égaux  comme  com- 
plément d'uu  même  angle  Cw'co.  Donc,  en  retranchant  la 
partie  commune  ICO,  on  voit  que  les  angles  wGO,  oi'GI  sont 
égaux.  En  outre,  les  angles  Iw'G,  OwVo  sont  égaux;  en  effet, 
l'angle  Ow'o)  est  le  complément  de  l'angle  Gtooj';  il  en  est  de 
même  de  l'angle  Iw'G,  qui  est  le  complément  de  la  moitié 
de  l'angle  au  centra  GIw'.  On  prouverait  de  môme  que  les 
angles  w'wO  et  Io)G  sont  égaux.  Gela  posé,  prenons  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  0  et  I  et  tangente  ù  w(o'.  Si  des  points  lo 
et  0)'  on  mène  deux  autres  tangentes  à  cette  ellipse,  elles 
feront  respectivement  avec  les  droites  wl,  toi  des  angles 
égaux  à  lo'wO  et  wto'O.  Les  droites  toG,  w'G  satisfont  précisé- 
ment à  celte  relation.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Les  auteurs  auraient  pu  démon- 
trer ce  dernier  théorème  en  rappelant  que  les  symétriques 
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de  0  par  rapport  aux  côtés  du  triangle  Cww'  sont  sur  la 
circonférence  circonscrite,  puisque  le  point  0  est  le  point 
de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  ;  si  l'on  appelle  R 
le  symétrique  de  0  par  rapport  à  Goj,  le  point  de  rencontre 
de  IR  avec  Cw  est  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
points  I  et  0  est  égale  à  IG,  et  de  plus  la  ligne  Cco  est  éga- 
lement inclinée  sur  les  deux  droites  qui  joignent  ce  point 
aux  points  I  et  0.  Donc  Cw  est  tangente  à  l'ellipse  ayant  I 
et  0  pour  foyers,  et  pour  cercle  directeur  le  cercle  circons- 
crit à  Gcûo)'.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  côtés 
du  triangle.  Nous  avons  reproduit  la  démonstration  des  au- 
teurs, quoiqu'elle  s'appuie  sur  un  théorème  moins  connu 
des  élèves  de  Mathématiques  élémentaires. 

Nota.  —  La  question  315,  telle  qu'elle  avait  été  proposée,  a  été  résolue,  en 
outre,  par  MM.  Launaj-,  à  Bourges;  Baudouin,  au  collège  de  Beauvais;  Fiévet, 
à  Lille;  Hanion.  au  Mans;  JuUien  et  Lapareiilé,  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 


APPLICATIONS   DE  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  M.  Gino-Iioria 

{Suite  et  pn.  voir  pages  62,  104  et  148. ? 


^l.  —  (T,  W)  0  est  le  centre,  r  le  rayon  du  cercle  inscrit 
dans  un  triangle  quelconque  ABC.  On  mène  OAi,  OBi,  OCj 
perpendiculaires  av.x  côtés  BC,  CÂ, 
AB.  Soieyit  r^,  r2,  r^  les  rayons  des 
cercles  inscrits  dans  les  quadrilatères 
AB^OCi,  BG^OAi,  GAiOBi.  Trouver 
des  relations  entre  i\  r^  r^  et  les  élé- 
ments du  triangle  donné. 
Considérons  le  quadrilatère 
ABi  OCJi  ; 
puisque 

OBi  =  OCi,       ABi  =  AC„ 
on  a 

OBi  +  AGi  =  OCi  +  AB, 
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el  le  quadrilatère  est  circonscriptible.  OA  étant  la  bissec- 
trice des  angles  A  et  0,  cette  droite  doit  contenir  le  centre 
Oj  du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère.  Menons  la  bissec- 
trice de  l'angle  Ci  ;  celte  droite  aussi  contient  O^,  Donc 
ce  point  est  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites. 
Ayant  tiré  0,P  perpendiculaire  à  OCi,  on   aura  0,P  =  ;•,. 

t:  — A 
Dans  le  triangle  OOiG  l'anelo  0  est  égal  à ,  l'anele  i;, 

_  -  -|-  2A 

est  ée,al  à ,  donc  l'angle  0.  vaut . 

4  _  + 

r  sin  

Il  viendra  donc    00 1  =: 


.    t:  +  3A 
m — 


4 
Le  triangle  OO^P  donne 


^ 

y,  =z  00,  sin  — 


on  en  tire 


- 

t:  —  A 

sin  — 

4 

2 

..;„      ^+^-^ 

4 

r 

A 

cos 


r, 


r  .T.  A     ,  ::       .       A 

sin —  cos h  cos —  sm — • 

4  2      '  4  2 

.        ::  A 

Sin  —  cos  — 

et = =-  =  col  —  A.         (1) 

r  —  r, 


- 

.      A    -  ^  ^ 

ros  

sin  — 

4 

2 

r. 

=    col  —  B: 

V  —   1\ 

2 

n 

=   col  — G. 

De  mémo  '—^  =    col  — -B:  (2) 

(3) 
/•  —    l\  2 

a)  Additionnant  les  égalités  (1)  (2)  (3),  on  obtient: 

'"'       +       '''       4-      ''' 


=  cot  -^A  -|-  cot  -^  B  -j-  cet  —C. 
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Mais,  puisque  A  -f-  B  +  ^'  =  ~ 

on  a  (  •)  col  — A  -f-  cot   — B  -f  col  —  C 

2  2  2 

=  cot — A  cot — B  cot — (!, 


Par  conséquent 


'■'     +  ^^^  +     '•' 


r  —  /•,  /•  —  i\  r  —  i\ 


p(p  -  c) 


=       /      PiP  —  Q)  /      P(P  —  b)  j 

\l    {p—  b)(p  —    r    y    (p  —  c)ip  —  0)    Y   (p  —  a){p  —  b) 

c'est-à-dire 


r  —  t\  r  —  r,  r  —  r^  i 

h)  Les  équations  (I)  (-2)  (3)  peuvent  s'écrire 

ta-  — A 
r  —  /•,  "    2 


r 
I 


r  —  r,  ^      2 


t£?   —A 
I  1  ^2 


r,  y  r 

tg-  — B 

I  I  "^2 


i\  r  r 

to-  — (J 
I  I  "2 


r,  r 


(*j  Desboves,  Questions  de  trigonométrie,  2'  éd.,  p.  120. 


202  — 


Par  conséqueut  : 

(i- 

'      /                  \     '  2 

r  A  }\ 

— 

I 
/ 

I 
r 

-) 

V) 

.,^A 

tg  ^B  +  1 

'S  -f  B  tg  ^ 

-C 

1 

t.   -c 

tg 

'a 

2 

Comme 

A 

+  B  +  C  = 

_ 

on  a  (^  ) 

tg^-^^  tg 

-i-B+lg. 

'  B  Ig    '  C 

2                     2 

+ 

{g- 

2            "^ 

I 

A  = 

il  s'ensuit 

que 

(i- 

-^X-;^- 

v)  +  {i: 

— 

I 
) 

-)(i 

—     ■ 

v) 

n;  " 

vXt  - 

I 
r 

-) 

I 

,.2    • 

22.  —  (T)  Enjoignant  alternativement  deux  à  deux  les  sommet>i 

d'un  polygone  régulier  de  u 
côtés  paru  droites,  on  forme 
unsecond  polygone  de  n  côtés. 
Si  l'on  effectue  sur  ce  nou- 
veau polygone  et  sur  les  sui- 
vants la  même  opération,  on 
propose  de  trouver  la  somme 
des  aires  de  tous  ces  poly- 
gones. 

Appelons      A,    A^,    A.^, 
A3.   ....  les  aires  du  poly- 
gone donné   et  des  poly- 
gones  formés    suivant    la 
loi  donnée;  OP,  OP^,  OP^,  OP3,  . . .  leurs  apothèmes. 

Les  triangles  rectangles  OPH,  OP^A  donnent 


OP  =  R  cos  — 
n 


OPj  =  R  cos  -^^ 


(*)  Desboves,  Questions  de  trigonométrie,  2°  éd..  p.  i'20. 
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et  comme  les  figures  semblables  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  de  deux  lignes  homologues,  on  aura 

cos^  — '■^— 
A  n 


^  cos" 


n 

Cette  équation  montre  que  les  aires  des  polygones  consi- 
dérés forment  une  progression  géométrique  indéfinie  dont  le 


COS'' 


n 
premier    terme    Aj    est      A  et    la    raison    est 


cos^ 


n 
cos*  — — 


71 

— .  Gomme  cette  dernière  quantité  est  moindre  que 


COS''  

n 
l'unité,  la  progression  est  décroissante;   en    appelant  S  la 
somme  de  ses  termes,  ou  aura 

2~ 

A  cos-  — ^^ 

s= ^ 


cos^— — cos^-^^ 


n  n 


A  cos^ 

ou  (^)  S  =  - 


sm sm 


n  n 

Crt.<  particuliers.  —  1°  Soit  ??  =  3  ;  on  a  alors 

27: 

cos*-— 

j 

S  =  A . 


sm  -  sm 


et  comme  siu  -  =  o,  on  aura  S  =  oc.  En  eli'ectuant  eu  efïel 
sur  le  triangle  l'opération  indiquée  par  le  problème,  on 
obtient  toujours    le  triangle   donné;    et   comme    la   somme 

t*j  Colenso,  Plane  Trigonometry,  p.  58. 
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d'une  série  infinie  de  termes  égaux  est  infinie,  on  doit  avoir 
S  =  X. 

cos-  -^^ 
2"  Si  )i  =  4,  on  a  S  =  A ^ :  et  comme  cos— =  o, 

siu  sin  — 

4  4 

S  =  o  ;   en  effet,  tous  les  polygones  déduits  d'un   carré  de 
la  manière  indiquée  se  réduisent  à  un  point  (point  de  ren- 
contre des  diagonales),  donc  leur  somme  est  égale  à  o. 
H"  Soit  n  =:  6\  alors  on  a 

cos^ -^  cos- -^ 

S-=  A =  A ^ =  A  cos  ^  =  —  A 

Jtt      .        -  .        -  t:  12 

sin  — —  sin  -T-  sm  —  cos  — 

t)  t)  2  ? 

III 
MAXIMA    ET    MLMMA    (^  ) 

23.  Entre  tous  les  rectangles  qui  ont  la  même  duif/onale  déter- 
miner relui  a)  de  périmètre  ira.rimnm.  h)  de  la  plus  f/rande 
surface. 

Soit  AC  =  d  la  diagonale  donnée;  appelions  o  l'angle 
BAC;  alors     AB  =  d  cos  ç.;        BC  =  d  sin  •^. 

a)  Le  demi-périraètre  p  du    triangle   sera   donné    par    la 

relation      p  =  d\  sin  ç  -\-  sin  (  — ^  —  o\\ 

p  =:  2f/  sin   —  cos  (  C ) 

4  V'  4/ 

Le  maximum  de  p  correspond  donc  au  maximum  de 


cos   (o —\,  c'est-à-dire  à  o  =— ^. 

,       V'  4/  '4 

h)  La  surface  S  du  rectangle  sera  donnée  par  l'équation 

S  =  (/-  sin  o  cos  o  =  —  d"^  sin-  -o. 

'  '  2  ' 

Le    maximum    de   S    correspond    donc   au    maximum   de 


(*)  Toutes  les  questions  suivantes  sont  tirées  de  l'ouvrnge  de  M.  Reidt. 
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siii  20,  c'esl-à-diie  à        2j  =  — ^ 

'  '  2 

et  o  =  — 

4 

Doue:  Entre  tous  les  rectangles  ayant  la  même  diagonale  le 
carré  est  celui  qui  a  le  plus  grand  périmètre  et  la  plus  grande 
surface. 

Il  s'eusuit  aussi  (  )  :  Entre  tous  les  rectangles  agant  le  même 
périmètre  ou  la  même  sur  [ace,  le  carré  est  celui  cjui  a  la  moindre 
diagonale . 

m.  Un  quadrilatère  a  deux  côtés  parallèles,  et  les  deuj- 
autres  égaux  :  on  en  donne  une  diagonale  et  la  somme  des  côtés 
parallèles,  et  on  demande  de  trouver  entre  tous  les  quadrila- 
tères qui  satisfont  à  ces  conditions,  celui  dont  l'aire  est  un 
maximum. 

Soit  AC  =  (/   la    diagonale   donnée,   el  soit    aussi    donné 
AB+  CD=  2S.  Posons  BAC 
=  o.  En  appelant  h  la  hauteur 
CH  du  quadrilatère,  on  aura 
h  =  d  sin  o. 

La  surface  S  du  quadrilatère 
sera  donc  donnée  par  l'équation 
S  =  sd  sin  o. 

Le   maximum  de  S   corres- 
pond donc  au  maximum  de  sin  -v,  c'est-à-dire  à 


Par  conséquent,  entre  tous  les  quadrilatères  proposés,  celui 
qui  a  la  plus  grande  surface  a  la  diagonale  perpendiculaire 
aux  côtés  parallèles. 

!2o.  Inscrire  da)is  un  secteur  circulaire  un  parallélograinmc 
ayant  un  angle  commun  avec  le  secteur,  un  sommet  '^ur  l'arc  du 
secteur  et  dont  la  surface  soit  un  maximum. 

Soit  OXYZ  un  parallélogramme  ayant  un  angle  commun 
avec  le  secteur,  et  le  sommet  Y  sur  l'arc  du  secteur.  Posons 


',  BerU'jmd.   Traite  d'algèbre.  l"=  [larlie,  10'' éd..  p.  m. 
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AOB  :=  a,   AOY    =    cp.  L'aire  S  du  j^arallélogrammc    sera 
donnée  par  la  relation 

R'^  sin  cp  sin  (a —  o) 

sin  y. 
Le  maximum  de  S  correspond  donc  au 
maximum  de 

sin  Cf.  sin  (a  —  ç) 
ou  de         cos  (2cp  —  a)  —  cos  a 

Et  comme  cette  expression  atteint  son 
maximum  quand 

2cp  —  7.  =  o 

OU  91=  — . 

2  ' 

nous  pourrons  dire  que,  entre  tous  les  parallélocjrammes  con- 
sidérés, le  losange  ayant  so7i  sommet  au  milieu  de  l'arc  du 
secteur  a  la  plus  grande  surface. 

26.  —  Du  centre  G  d'un  cercle  donné  on  tire  un  rayon  quel- 
conque GA  sur  lequel  on  prend 
un  segment  arbitraire  CB  =  a. 
Trouver  le  plus  grand  de  tous 
les  angles  dont  le  sommet  est  sur 
la  circonférence  et  dont  les  côtés 
passent  par  B,  G. 

Soit  05  un  point  quelconque 
de  la  circonférence  :   posons 
BXC  =  9;       BX  =  X. 

Le  triangle  BGX  donne 
«2  =  R2  _j_  y2  _  2Kl-  cos  9 

ou 

x^  —  2R  X  cos  9  +  (R2  —  a'') 
=  o. 
D'où  l'on  tire 


./•  =  R  cos  9  +  \la-  —  R-(i  —  cos^9) 
R  cos  9  ±  \/a2_R"-  sin^9) 


ou  X  

Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  qu'on  ait 

a-  —  R2  siQ2  9  >^  o  ;       sin  ©:' 


éir 
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Le  maximum  de  siu  -j  et  de  o  a  lieu  doue  quaud 

sm  î  =  ^. 

Dans  ce  cas  BX  est  perpendiculaire  à  BG  et  on  déduit 
qu'entre  tous  les  angles  proposés,  le  plus  qrand  est  celui  dont 
le  côté  passant  par  B  est  perpendiculaire  à  BC. 

27.  —  Entre  tous  les  triangles  ayant  la  même  base  et  pour 
lesquels  la  somme  des  deux  autres  côtés  est  constante,  déterminer 
celui  qui  a  le  plus  grand  angle  au  sommet. 

Soient:  a  la  base,  s  la  somme  des  deux  autres  côtés  x,  y, 
^  l'anfifle  au  sommet.  On  aura  : 

X  -\-  y  =  s;  (1) 

ffi  __  ^2  _j_  ^2  —  2xy  cos  0).  (2) 

L'équation  (2)  peut  s'écrire  : 

a^  =  {X  -{-  yY  —  ^xy  cos- a,; 


c'est-à-dire 

«2  =  .s-2  —  A  xif  cos*  « 

2 

d'où  l'on  tire 

I                .s-  —  a- 

COS'^    Cû   =   

2  j,xy 

Le  maximum  de  —  o  (et  de  ©)  correspond  au  minimum  de 

2      '  ' 

cos o  (et  de  cos^  — ci)  :  or,  le  minimum  d'une  fraction 

2       '     '  2 

correspond  au  maximum  de  son  dénominateur;  donc  le  maxi- 
mum de  '.p  correspond  au  maximum  du  produit  xy  de  deux 
nombres  dont  la  somme  ,s"  est  constante. 
L'angle  o  atteint  donc  son  maximum  quand  (*) 

X  =  y  =  —  s. 

Donc  :  Entre  tous  les  triangles  qui  uni  même  base  et  même  somme 
des  deux  autres  côtés,  le  triangle  isoscéle  a  le  plus  grand  angle 
au  somm,et. 

28.  —  Partager  un  arc  en  deux  parties  telles   que  :  a)   la 
(*)  Bertrand,  l.  c.  p.  233. 
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somui\  1»)   le  prodii'L,  c)   la  somme  des  carres  des  cordes  soient 
maximum. 

Soit  AB  =  r  la  corde  de  l'arc  y.  donné,  X  un  point   (|ucl- 
conqiie  de  la  circonférence.  Posons 

AX  =  X,     BX  —  9.     BAX  =  o,     ABX  =  'l. 
On  aura  ac  =  2R  sin  o  (I) 

//  =  2R  siii  •!/  (2) 

(/)  l)es  équations  (1)  (-2)  on  tire 

a:  -\-  y  =  4R  sin  -^  h  -f  •!/)  eos  -^  (9  —  'f) 

1                  1 
ou  j:  -\-  Il  --=  4H  cos 7.  cos \o  —  ■i/). 

Le  maximum  de  x  -\-  y  correspond  donc  au  maxiiuuni  de 

cos    —  i'j  —  'II),  c'est-à-dire  à 
2 

b)  Les  équations  (1)  {^)  donnent  aussi 
xy  =  4R-  sin  cp  sin  •} 
ou  xy  =  2R'''  [cos  (cp  — 1/)  -{-  cos  -/]  o. 

Le    maximum    de  xy   cori'espond  donc   au    maximum   d^- 
cos  io  —  ■!/),  c'est-à-dire  à  0=  •}. 

r)  On  a  encore  des  équations  (Ij  (2) 

œ^  -j-  (y-  =  4R-  (sin-  o  -j-  sin"''']/). 
Le  maximum  de  x-  -\-  y-  correspond  donc  au  maximum  de 
sin"^o-|-sin^'J/:=  (sin  -^  -|-  sin  •})-  —  2sin  9  sin  ■} 

1  I 

=  4C0S-  7.C0S-' (c  — •l)  —  cos  y. —  cos  (Ci  —  -il 

2  2      '  '  '  ' 

,  1 

=  1  —  COS  7.  -f-  2  COS- (O  —  'J/l  cos  a 

2         ' 

c'est-à-dire  au  maximum  de  cos  — (o  —  -l). 

2      '        ' 

La  fonction  x''  -\-  y-  atteint  donc  son  maximum  quand 

Concluons  donc  ;  Pour  partager  un  arc  en  deux  part/es  telles 
que  la  somme,  le  produit,  ou  la  somme  des  carrés  des  cordes  soient 
maximum,  il  faut  le  partager  en  deux  parties  égales. 

20.  —  Entre  tous  les  tria )ig les  isoscèles  inscrits  dans  un  cercle 
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donné  quel  est  relui  dont,  a)  le  périmètre,  b)  la  surface  est  un 
maximum  ? 

Soit  o  l'augle  au  sommet  du  triangle  isoscèle  ;  les  autres 
angles  seront  chacun  égal  à  -^  —   —    ç.    Sa    hase    sera 

donc  2R  sin  es  et  chacun  de  ses  côtés  sera  2R  cos  —    0. 
'  2      ' 

a)  Le  périmètre  de  ce  triangle  est  donc 

2R  sin  9  -{-  2C0S   —  -^    =r  4R  cos   —  ç(  I  -j-  sin  —  a  ). 

Ayant  posé  —  o  =  — •]/,  (l) 

22' 

la  question  est  réduite  à  trouver  le  maximum  de 

sin  •!/(  [  -f-  cos  -l)  ou  de  4sin  'l  cos-'  -—   •]/ , 

qui  est  le  même  de  celui  de  l'expression 

sin^  -—  -i/xf!  —  sin^  —   'M    . 

Comme  les  quantités   positives  sin^ 1.  i  —  sin- -l 

2    '  2      ' 

ont  une  somme  constante,  le  maximum  de  ce  produit  sera 

atteint  quand  (*) 


I 

I      ,  I  —  sm-  — 

sm-  —  'b  =  2 


d'où  l'on  tire  sin  —  •]/  =  —   et  —  i/  =  — ^ . 
2  2  2      '  2 

La  relation  (1)  donne  par  conséquent 

I  ,  3  3 

b)  La  surface  S  du  triangle  est  donnée  par  l'équation 

S  =  2R-  cos-    —  ■:>  sin  o  =  4R'  sin  —  -j  cos*  — 
2      '  '  2      '  2 

Donc  le  maximum  de  S  correspond  au  maximum  de 
I  —  sin^  o]    sin^  —  o. 


']  Bertrand,  /.  c,  p.  245. 
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Cette  expression  atteint  son  maximum  quand 
.    ,      I 

-   Cf- 

=  sin'-^ 


I   —  sm' 


I 


De  cette  équation  on  tire 

sin  —   '^ 


I  I       , 

=  —    et  © 


Donc  :  Entre  tous  les  triangles  isoscèles  inscriptibles  dans  un 
cercle  donné,  le  triangle  équilatéral  est  celui  dont  le  périmètre  et 
l'aire  sont  maxima. 

La  hauteur  AB  d'une  tour  est  a  ;  sur  son  t^ommet  est 
fixé  un  étendard  BG  de  hau- 
teur h.  On  demande  de  trouver 
le  point  du  terrain  horizontal 
d'où  l'étendard  est  vu  sous 
l'angle  maximum. 

Soit  X  le  point  cherché.  En 
posant 

AX  =  x;     AXC  =  cp; 
AXB  =  ■];;     BXC  ='u., 
on  aura  : 

tg  Cj>—  tg"} 


tg  y-  =  tglcf  —  •!)  = 


X 

donc,  toute  réduction  faite. 

t"'  >j.  = 


Or  on   a 

tg  .}  = 

b.r 


I  +tg?tg'| 


x^  +  a{a  +  6) 
ou             ce-'  tg-  [j.  —  bx  -f-  a{a  -|-  6)  tg  [7.  =  o. 
D'où  l'on  tire  

b  +  Y^^~  ~  4^("  +  ^)  %'!-'■ 
X  =  = . 

2tga 

Les  racines  de  cette  équation  seront  réelles  si 
6-  —  4a(a  -f"  b)  tg^  '^  ^  o 

ou  si  l,o2   a 


■■'S      ,"    = 


4fl(cf  -f-  b) 
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Le  maximum  de  Lg  ix  et  de  a  sera  donc  atteint,  quand 

tg  [J.  =  — 

2]/ a(a  +  b) 

Alors  j-  r=  l' a(«  -j-  b), 

qui  est  l'expression  de  la  distance  cherchée. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Démontrer  que,  quel  que  soit  l'entier  positif  n,  li'"  —  1  est 
divisible  par  5 . 

En  effet,  cette  expression  peut  s'écrire 
(2*)»  —  I. 

Or,  ou  sait  que  2'  est  terminé  par  6,  et  que  toutes  les 
puissances  d'un  nombre  terminé  par  6  sont  elles-mêmes 
terminées  par  6.  Donc,  en  retranchant  l'unité,  la  différence 
sera  terminée  par  5. 

On  peut  remarquer  aussi  que  ce  nombre  peut  s'écrire 
(2")*  —  I. 

Or  I  peut  être  considéré  comme  la  quatrième  puissance 
de  l'unité  et  l'on  sait  que,  lorsque  deux  nombres  sont  pre- 
miers avec  5,  la  différence  de  leurs  quatrièmes  puissances 
est  divisible  par  5;  mais  2"  est  premier  avec  5,  donc 

(2"  )^    -    I 

est  divisible  par  5. 

Cette  seconde  démonstration  s'applique  à  un  nombre 
quelconque  premier  avec  5  et  n'est  même  qu'une  conséquence 
du  théorème  de  Fermât, 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  petits 
cercles  d'une  sphère  se  coupent  ii  angle  droit,  est  que  le  sommet 
du  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant  l'un  des  cercles  soit  dans 
le  plan  de  l'autre. 

On  sait  que.  dans  une  surface  de  révolution  quelconque, 
un  parallèle  rencontre  tous  les  méridiens  à  angle  droit;  que 
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les  i^éuéralrices  du  cône  de  révolution  circonscrit  à  la  sur- 
face le  long  d'un  parallèle  donné  sont  taoyeutes  aux  divers 
méridiens  aux  points  où  ils  coupent  ce  parallèle  et  rencon- 
trent l'axe  au  même  point;  entiu,  que  chacune  de  ces  géné- 
ratrices est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  parallèle  au 
point  de  contact. 

D'après  cela,  si  je  considère  une  sphère  et  deux  petits 
cercles  se  coupant  à  angle  droit,  la  tangente  à  l'un  de  ces 
cercles  au  point  d'intersection  est  dans  le  plan  tangent,  et 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'autre  cercle;  elle  se  cou- 
fond  donc  avec  une  génératrice  du  cône  circonscrit  à  la 
sphère  le  long  de  ce  second  cercle,  et,  par  suite,  contient 
le  sommet  de  ce  cône;  elle  est  du  reste  aussi  dans  le  plan 
du  premier  cercle  ;  donc  la  condition  nécessaire  pour  que 
les  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit  est  que  le  som- 
met de  l'un  des  cônes  soit  dans  le  plan  de  l'autre  cercle. 

Je  dis  de  plus  que  la  condition  est  suffisante:  car,  si  par 
l'une  des  génératrices  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  le 
long  d'un  cercle  donné,  je  fais  passer  un  plan  quelconque, 
ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  ayant  pour  tan- 
gente la  génératrice  considérée,  et,  par  conséquent,  ortho- 
gonal au  cercle  donné. 

Le  raisonnement  précédent  montre  bien  que  la  condition 
s'étend  à  chacun  des  deux  sommets;  on  peut  voir,  du  reste, 
que,  le  sommet  du  cône  étant  le  pôle  du  plan  du  cercle  de 
contact,  le  pôle  de  tout  plan  qui  passe  par  ce  sommet  est 
situé  dans  le  i)lan  de  ce  cercle  de  contact;  la  condition 
indiquée  est  donc  bien  applicable  pour  les  deux  sommets. 


On  a  un  triangle  ABC-,  rnscrit  dans  un  cercla.  Par  te  sommel 
A  on  mène  une  tangente  au  cercle;  d'un  point  M  de  la  circon- 
férence on  abaisse  des  perpendiculaires  MP  sur  la  tangente,  MQ, 
MR.  MS  respectivement  sur  BC,  CA  et  AB,  Démontrer  que  l'on  a 
MR.  MS  =  MP.  MQ. 

Ce  théorème,  que  l'on  pourrait  démontrer  directement,  est 
une  conséquence  du  théorème  suivant  et  se  démontre  de 
même  : 


Si  un  quadrilatère  ABCI)  est  inscrit  ii  une  circonférence, 
et  que  d'un  point  M  de  cette  circonférence  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés,  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  deux  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux 
autres  (  ). 

En  effet,  si   nous   menons  les  droites  MA  et  WC,  les  deux 
triangles  jIAP,    MCR,  qui  sont  rectangles    et  ont  un  angle 
aigu  égal,  sont  semblables,  et  donnent 
MP    _    MA 
mF  ~   MC"- 
De  même    les  deux  quadrilatères  ABCM,  SBQM  étant  l'un 
inscrit,  l'autre    inscriptible  puisqu'il  a  deux   angles  opposés 
droits,  les  angles  AMS,  GMQ  sont,  égaux  et  on  en  tire 
MS  MA 


On  en  déduit  l'ésTalité 


MQ  MC 

MS  MP 


MQ  MR  • 

Si  maintenant  nous  supposons  que  le  point  D  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  A,  le  côté  AD  devient  la  tangente  en  A 
et  comme,  dans  le  raisonnement,  nous  ne  nous  sommes  pas 
occupés  de  la  longueur  des  côtés,  nous  arrivons  au  théorème 
proposé. 

Si  nous  supposons  successivement  que  ce  soit  l'un  des 
côtés  autre  que  AG  qui  se  réduise  à  la  tangente,  nous  aurons, 
en  appelant  MP,  MT,  MU  les  perpendiculaires  sur  les  tan- 
gentes menées  à  la  circonférence  par  les  trois  sommets  du 
Iriangie  inscrit  :  MP.  MQ  =  MR.  MS 
MT.  MR  =  MQ.  MS 
MU.  MS  =  MR.  MQ. 

En  multipliant  membre  à  membre,  il  vient,  après  réduc- 
tion MP.  MT.  MU.  =  MR.  MQ.  MS. 

Donc,  si  Ton  considère  un  triangle  inscrit  à  une  circonfé- 
rence et  le  triangle  circonscrit  tel  que  les  points  de  contact 
de  ce  dernier  triangle  soient  aux  sonviuets  du  premier,  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  cir- 
conférence   sur  les   côtés    du    triangle  inscrit  est  égal  aux 

*;  Le  Ipcloiir  est  prii-  «le  t'nire  la  li^m-e; 
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produit  des  perpendiculaires   abaissées   du  même  point  sur 
les  côtes  du  triangle  circonscrit. 


Soienl  AB  un  arc  de  cercle,  M  son  milieu.  G  etD  deux  point!^ 
quelconques  de  la  circonférence;  démontrer  que,  si  l'on  a 
si7i  CA  sin  DA 

sin  CB  sin  DB 

on  aura  tg^  AM  =  tg  MG  .  MD  (*). 

Il  est  d'abord  évident  que,  des  deux  points  G  et  D,  l'un  est 
sur  l'arc  AMB,  l'autre  sur  l'autre  partie  de  la  circonférence; 
sans  quoi,  si  les  deux  points  G  et  D  étaient  entre  A  et  B,  la 
somme  des  arcs  GA  et  GB  étant  égale  à  DA  -j-  DB  et  les  sinus 
ayant  le  môme  rapport,  les  points  G  et  D  seraient  confondus. 

Gela  posé,  on  a      AB  =  GA  +  GB, 
avec  AB  =  DA  —  DB,  par  exemple. 

Puis,  de  l'égalité  proposée,  on  tire,  par  une  propriété  des 
proportions. 

sin  GA  —  sin  GB 


sin  G  A  -}-  sin  GB 
G  A  —  GB 


t^- 


ou  bien 


\s 


GA  -f  GB 


sin  DA  —  sin 

DB 

sin  DA  -f-  sin 

DA  —  DB 

1  "■ 

DB 

2 

DA  +  DB      • 

tg  

Or  on  a  GA  —  GB  =  aMC  ; 

GA  -f  GB  =  DA  —  DB  =  2AM 
DA  -f-  DB  =  2DM. 
On  a  donc  bien,  en  remplaçant. 


r  angle. 

tgMi 

G 

tg  MA 

tg  M. 

;  X  par 
sin 

lu 

à    " 

tg  UD  • 

Étant  donné 

■  la  re 

•lation 
a  — b 

déterminer 

a  H-  b  ' 

Le  lecteur  est  ])rié  de  faire  la  ligure. 
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Delà  relation  donnée,  on  lire  facilement 
I  —  sin  X  b 


I  -j-  sin  a;  a 

X 


ou  bien 


*^^4'-       2     /  b 


^g  (45    +   -^) 


a 


Mais  les  angles  45  — -  et  45  -j-  — —  sont  complément 

b 


[              ^  \           b 
taires;  on  a  donc   tg^  (40 1  =  , 

qui  est  la  relation  cherchée. 


/)e.s  droites  de  l'espace  qui  coupent  deux  autres  droites  données 
en  parties  proportionnelles  sont-elles  parallèles  àun  même  plan  {*)  ? 

Soient  les  deux  droites  AB  et  CD,  partagées  en  parties 
proportionnelles  aux  points  EF  pour  l'une,  HK  pour  l'autre; 
je  mène  AM  égal  et  parallèle  à  CD.  et  je  prends  les  points 
I.  L  tels  que  AI  =  GH,  IL  =  HK  ;  alors  IH  est  parallèle 
à  AC;  il  en  est  de  même  pour  les  lignes  LKetMD.De  même, 
je  mène  CQ  égal  et  parallèle  à  AB,  et  je  prends  AE  =  CN, 
EF  =  NP.  Donc  EN,  FP  et  BQ  sont  parallèles  à  AC.  On 
verrait  de  même  que  les  lignes  El,  FL,  BM  sont  parallèles 
entre  elles;  donc  le  plan  lEH  est  parallèle  au  plan  LFK 
et  au  plan  MBD.  Il  en  résulte  que  toutes  les  droites  qui 
partagent  AB  et  CD  en  ])arties  proportionnelles  sont  paral- 
lèles au  plan  qui  est  parallèle  à  BD  et  AC. 

QUESTION  186    -^ 

Solution  jiar  M.  du  Motel,  élève  au  Lycée  Snint-Louis. 


On  considère  un  losange  A^  Aj  A3  A^.  SoitC^  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  A1A2  A3.  On  a  ainsi  quatre  points  Ci,C2, 
C;„  Cj.  On  prend  les  milieux  des  longueurs  k^Q>^,  Aj  Cj,  A3  G3, 

'*)  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  figure. 
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A^C,..  Démoiilrer  que  la  figure  formée  par  ces  quatre  points  est       ■ 
un  losanc/e  hnmothétique  à  celui  des  points  Ci,  C,,  C3,  C4.  iP 

(De  Longchamps). 

Soient  M^.    M.^,  les  milieux  de  Ai  C^,  A.,  C...    Il  suffit  de 

OM,  OC, 

démontrer  que 

Or 


OM, 


OMi 
OC,  +  OA, 


OC,  • 

A,C, 


De  plus  I  étant  le  milieu  de     A 
C,.  IMi  =  OC3.  Doue  OMi 

=  IC,  =  —^-^  . 


Dès  lors 


UM. 


A,  C4 


Al  C4 


0]^li  Al  C, 

Soit  D  le  milieu  de  Ai  A,. 
Les  triangles  semblables  A,  C^  D, 
Al  D  C3,  donnent 
A,  D  Al  D 


AiC^  DC3  DG3    ' 

mais  dans  les  triangles  semblables  Aj  D  C^,  C,  OC,  on  a 
Al  D    _    OC, 

'~D~Ôr~  "ÔCT' 
A,  Cj  OC, 

'^"^  ^  XcT^TKt 

et  le  tbéorème  esl  démontré. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  (luestion  :  MM.  H.  Bourget.  à  Aix;  Lagier.  à 
Aulun. 


QUESTION  :266 

Solution   [lai-  M.  H.  Bour(;et,  élève  au  Collège  d'Aix. 


On  donne  w/t  point  P  dans  l'intérieur  d'un  triangle.  Par  ce 
point,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés:  la  parallèle  AC  rencontre 
les  côtes  uu.L-  points   i  et  4:  la  parallèle  BC  aux  points  2  et  5 , 
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enfin  la  parallèle  AB  rencontre  les  côtés  aux  points  3  et  6  ;  en 
joignant  les  jjo/nls  i,  3,  5;  on  forme  un  triangle;  de  même  pour 
les  points  2,  4,  6.  On  demande:  i"  de  démontrer  que  ces  deux 
triangles  sont  équivalents  :  2°  de  déterminer  le  point  F  de  façon 
que  le  triangle  i,  3.  5  soit  maximum. 

i"  Tirons  les  lignes  2,  3;  1,614,  5  ;  le  Iriaugie  2  3  P  est 
équivalent  au  triangle  i  3  P  comme  ayant  même  base  et  même 
hauteur;  de  même  i  6P  et  45P  sont  respectivement  équiva- 
lents à  I  5  P  et  à  35  p.  Ainsi  le  triangle  i  3  3  est  équivalent  à 


la  somme  des  triangles  2  3P,  i  6  P,  4  5  P.  On  prouvera  de  même 
que  le  triangle  246  est  équivalent  à  la  même  somme  ;  donc, 
los  deux  triangles  246,  i  3  5  sont  équivalents  entre  eux. 
^°  Il  s'agit  de  trouver  le  maximum  de  la  somme  des 
I  riangles  2  3  P,  i  6  P,  4  5  P.  Or,  ces  triangles  étant  chacun  la 
r^oilié  d'un  parallélogramme,  la  question  revient  à  trouver 
le  maximum  de  la  somme  des  trois  parallélogrammes  B  2P3, 
A  6  P  I ,  C4  P  5 .  On  voit  que  cette  somme  sera  maxima  lorsque 
la  somme  des  surfaces  3  4  P,  5  6  P,  i  2  P  sera  minima.  Soient 
-/,  'i,  Y  ces  surfaces  semblables  entre  elles  et  semblables  au 
grand  triangle.  Si  l'on  désigne  par  S  la  somme  de  a,  i  et  7, 
et  si  l'on  pose  3  4  :=  u,  B3  =  v,  4C  =  a:,  on  aura 

y.        S        -'  i:  s 


i(2  v-         /o-         v^  -)-  ;•-  -|-  w-  a- 

a  étant  la  ligne  BC. 

r,    r         ,.  V  S(a'  +  r^r{-  >V') 

De  la  on  tire         1  = . 

a" 

—  étant  une  constante,  -  sera  minimum  quand  la  somme 
li'  -\-  v^  -\-  w'^  sera  uiinima. 
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Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Trouver  sur  une  droite  a  deux  points  tels  que  la  somme  des  carrt's 
des  segments  x,  j,  z,  déterminés  far  ces  points,  soit  minima. 

Dans  la  solution  de  ce  problème  nous  distinguerons  trois 
cas  : 

Ou  les  segments  sont  égaux, 

Ou  il  Y  en  a  deux  plus  petits  et  un  qui  sera  forcément 
plus  grand, 

Ou  deux  plus  grands  et  un  plus  petit. 

Premier  cas.  —  Soit  cr  =  v  =  ^  =  -rr- 

En  élevant  au  carré  x,  y  et  z  et  faisant  la  somme 

aï-  H-  V  -f-  -'  =  -^- 
:> 

Deuxième  cas.  —  Soit  x  =  — ;;-  —  z  ;  i/  =  —- o  ;    alors 

v)  '  3 

-  =  —  4-  -  -f-  0 

el.  de  même  que  dans  le  cas  précédent,  il  vient 

a' 

'•^-  +  .'/'  +    -'   = h  2e'-  +  20^   -f  2S0  ; 

9 
d'oîi  nous  concluons  que  de  ces  deux  cas  le  premier  est  le 
minimum. 

Troisième  cas,  —  Soit  x  =  —; — \-  z\  y  z=  ——    -j-   o;    dès 

lors  ;5  =  -7-  —  £  —  0,  Ce  cas  est  identique  au  précédent, 

si  nous  changeons  les  signes  de  s  et  de  0.  Et  comme  dans 
le  cas  précédent,  ces  quantités  n'entrent  que  comme  fac- 
teurs ou  comme  carrés;  on  trouvera  donc  la  même  valeur 
pour  l'expression  considérée. 

Donc  dans  tous  les  cas  le  minimum  de  la  somme  œ-  +  y^  -f-  5- 

y  ^    Or  ,     ,  ,  a        ^,       ^    ,. 

sera  égal  a  — -  et  .x".  ?/,  z  égaleront  chacun  — r^-.    C  est-a-dire 
3  ■  ."1 

qu'il   faut  par  le  tiers  de  a   mener  une  parallèle  à  un  côté 

du  triangle  ABC.  faire  de  même  par  les  deux  tiers,  et  l'in- 
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terseclion  de  ces  droites  sera  le  point  P,  qui  donnera  le  ma- 
ximum de  l'aire  du  triangle  i  3  5.  Ce  point  P  sera  le  point 
de  rencontre  des  médianes  du  triansfle  ABC. 


QUESTION  281 

?«»olation  par  M.  Joly,  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Résoudre  le  système 


ax  —  by  —  I  by  —  ax  —  i  ax  -f  by  —  i   ' 

bx  -1-  ay  ^  m. 

Chassant  les  dénominateurs  de  la  première  équation,  il 

vient,  après  réductions 

a-x-  —  zax  -{-  \  ■=  2hy  [i  -\-  ax  —  h'^if)\ 

,                                ,           m  —  bx  V        .       , . 

remplaçons  y  par  sa  valeur ,  on  a,  après    simpli- 

licalioD, 

./'-{n^-j- If')  —  2x[a-^  +  2a^bm  —  2ab-  -\-  2mb-']  +  (a  —  bmY=o, 

et  si  l'on  pose  35-(a-  -|-  b^y  =  A, 

2a^b^  -)-  4n¥  —  oa'^h  —  2a^b  —  2a^b^  —  ¥  =  B 
3a'bHa'  —  b')  —  C. 
la  valeur  de  ^r  devient 

d'^  -\~  2a-b  —  2ab'-  -\-  2m¥  dz  \fkm- — 2Bm — G 

ia'  +  b-)'  ■ 

Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  on  doit  avoir 
A//?^  —  2Bw  —  G  >  o 
ou  A{m  —  m)  (m  —  m")  >  o, 

ce  qui  exige  que      m^  m';     m  <  m". 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura  pour  chaque  iu- 
connue  des  valeurs  bien  déterminées. 

m  =  m'  est  uu  minimum 
m  =  m"  est  un  maximum. 
On  déduira  aisément  les  valeurs  correspondantes  de  x  et 
de  //. 
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QUESTION  :284 

Solution  pnr  Af,  L.  .AIai.cor,  élève  mu  Lycée  «lu  H;ivre, 


i>  ■         7       1             .          X"  +  "<"'  1 2  r 

Hesoiidre  le  susteme    —^ —  =  — — . 

■^  X'  -f-  y^*  1 3 

On  a,  en  divisant  haut  et  bas  par  x  -\-  y  : 

X'  -f  if'    __    (rr^  -f-  y^Y  —  32^//^  —  ■'Cjl  ix^  -r  //'"' 
x^  -\-  y-  (X  4-  y)'-  —  3  xy 

or  £t;  -j-  ?/  =3  2  ;  donc  x-  -j-  y-  =  4  —  2  xy. 

remplaçant  et  simplifiant  et  il  vient 

65  x'^y-  -\-  \o?)  xy  —  276  =  —  o  : 

d'où  {\yxy—2-^eixy  =3  (2j; 

(1)  donne  pour  x  eiy  des  valeurs  imaginaires  Si  l'on  jjrend 
xy  =  —  3,  les  valeurs  i'x  et  d'y  sont  données  par  l'équation 

X^  —  2X  —  3  =  o  ; 
d'oli  X  =  3,  y  =  —  I 

-Nota.  —  Ont  résolu  la  mémo  question  :  MM,  Fieury,  ;iu  Havre;  Flevot,  Boudi- 
gnier,  à  Lille;  Leclair.  Masserand,  à  Passy;  lîourget.  à  Vis;  Gobert.  au  collège 
Chnptal,  à  Paris;  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;Hellot.  Tinel.  à  Rouen;  Baudoin, 
a  Beauvais  ;  Barcliat.  à  Vilry-le-Frjnr-ois  ;  de  Lagenurdiére,  à  Besançon  ;  Henr\ , 
à  Brechaineourt  (Vosges)  ;  Galon.  lycéa  Louis-le-Grand  ;  Simonet,  à  Neulchà- 
teau  ;  GinoLorla,  à  Mantoue  ;  Joly,  àTarbes;  Perrier.  à  Lons-le-Saulnier. 


SUR 

■XE  LIMITE  SUPÉHIRrRE  DES  KACIXKS  ])T\E  ÉQC.\TIO\ 

Par  M.  Catalan. 


,  Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  récemment  (" \)  un  inté- 
ressant article  de  M.  Gandèze,  élevé  de  l'Ecole  polytechnique  : 
mais  la  limite  indiquée  est  moins  avantageuse  qu'une  autre 
limite  attribuée  à  Lagrauge  (**). 

;*^  Nouvelles  Annaks,  février  18S1. 

[**)  Nouvelles  Annales   t.  P'-.  1842,  p.  5S;.  —  On\v<  d  an:d,\-;i' de  l'uniNersile 
de  [.iége,  . 


—  i>^2\  — 

En  effet, 

Ax'"  ...  —  Nx"'  -  "  —  Px'"  -  P  ...  —  Qx'»  -  'I  =  o  (1) 
étant*  la  préposée,  posons  x  =  Ky,  et  disposons  du  nombre 
K  de  manière  que  dans  la  transformée 

AK"'//'" ...  —  NK"'  -  »y>"  -  "   ...  —  PK"'  -/^  y"  -  /■  =  o 
le  coefficient  du  premier  terme  surpasse  tous  les  coefficients 
négatifs  (ceux-ci  étant.  Lien  entendu,  pris  en  valeurs  abso- 
lues). Alors,  d'après  un  lemne  préliminaire.  2  sera  une  limite 
supérieure  des  racines  de  la  transformée. 

Or.  la  condition  énoncée  donne 

—  /'  r —  7  r — 

|.k>/1k,.7|..,. 

par  conséquent,  la  plus  grande  des  quantités, 

sera  limite  supérieure. 
2"  Supposons  pour  fixer  les  idées 

Pt —        '//-—        "/■ — 


I'  / 7/- '-   r 


11  est  clair  que  l'on  a 

p 


.  r^  ^  i^x + û 


Donc  la  limite  trouvée  par  M.  Gandèze    est  moins    avanta- 
geuse que  l'autre. 


NOTE  SUR  LE  THEOREME  DE  STUR^[ 


Lorsqu'on  applique  le  théorème  de  Sturm  à  la  recherche 
des  conditions  de  réalité  des  racines  d'une  équation  de 
degré  m.  on  est  conduit  à  poser  m  —  i  inégalités  consti- 
tuant m  —  I  conditions.  Ces  conditions  sont-elles  distinctes 
les  unes  des  autres?  peuvent-elles  en  général  se  ramener 
à  un  nombre  de  conditions  moindre  ? 
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Soient  \',  V^,  V^, . . .  Y,n  les  polynômes,  composant  la 
suite  de  Sturni  pour  l'équation  V  =  o  de  degré  m  ;  pour 
que  les  racines  soient  toutes  réelles,  on  sait  que  les  coeffi- 
cients I,  yjj,  p2,  ...  pm  des  premiers  termes  de  V,  V^,  Vj, 
. . .  \in  doivent  être  tous  positifs.  On  peut  ajouter  qu'il  y 
aura  autant  de  couples  de  racines  imaginaires  que  de 
variations  dans  la  suite  i;  p^,  p^,  ...pm  (dont  les  deux 
premiers  termes  sont  essentiellement  positifs).  Le  nombre 
maximum  de  variations  possibles  est  évidemment  m  —  i  : 
mais  il  ne  peut  être  atteint  lorsque  m  surpasse  2,  car  on 
aurait  2111  —  2  racines  imaginaires,  nombre  plus  grand 
que  le  degré  de  l'équation.  Si  l'on  forme  le  tableau  de 
toutes  les  alternances  de  signes  que  peuvent  j^résenter  le< 
m  —  I  quantités  p.^,  pg,  ...  pm,  il  est  assez  facile  de 
reconnaître  que  le  nombre  des  combinaisons  possibles  est 
2"'  -  •<  ;  mais  il  faudra  rejeter  toutes  celles  qui  donnent  un 

m 
nombre  de  variations  supérieur  à  —  dans  la  suite  complète, 

,        .  X  lit      I 

SI  m  est  pair,  supérieur  a  ■ ,  si  m  est  impair. 

On  ne  peut  donc  pas  disposer  tout  à  fait  arbitrairement 
des  signes  de  p.^,  /J3,  . . .  pm  ;  ces  fonctions  des  coefficients 
de  l'équalionne  sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Toutefois  il  n'est  pas  exact  de  dire  que  les  conditions  de 
réalité  des  racines  fournies  par  le  théorème  de  Sturiu 
rentrent  nécessairement  et  dans  tous  les  cas  les  unes  dans 
les  autres. 

Ce  qui  est  seulement  vrai,  c'est  qu'on  n'a  pas  le  droit  de 
changer  arbitrairement  le  sens  des  inégalités  qui  expriment 
ces  conditions,  car  on  pourrait  être  conduit  à  des  absur- 
dités. Nous  allons  éclairer  ces  considérations  par  des 
exemples. 

1"  Équation  du  troisième  degré.  —  Ou  a 

Y    =  x^  -\-  3px^  -\-  3qx  -\-  r 

Vt  =03^-1-  2px  -\-  q 

V2  =  2x(p''  —  q)  +  pq  —  >■   ...   [p-  —  q  =  ih^ 

V3  =  p,  =  [pq  —  r)i4p^  —  bpq  +  /•)  —  47    (p'  —  qr 

Toutes  les  combinaisons   de  signes  des  pi    sont  données 
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par  le  tableau  : 

(+  -1-  +  +)(+  +  +  -)  (H-  H )  (+  H h)- 

La  dernière  ne  peut  avoir  lieu^  car  on  aurait  deux  couples 
de  racines  imaginaires.  Donc,  si  p^  est  positif,  p.,  le  sera 
aussi  ;  ainsi,  pour  l'équation  du  S^  degré,  les  condilions  de 
réalité  des  racines,  p.^  >  o,  p^  >  o  se  réduisent  à  une  seule  : 
Ps  >  o. 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement. 

La  coudition  p^  >   o  peut  s'écrire 
{pq  —  r)[4/j(p2  _  ç)  _  (pq  _  /•)]  _  ^q{2yi  _  q)i  >  o 
ou  4ç(p^  —  g)^  —  4p(p^  —  q){pq  —  r)  -f  [pq  —  r)^  <  o. 

Si  q  est  négatif,  la  condition  p^  y  o  ou.  p'^  —  q  >  o  est 
satisfaite  d'elle-même.  Si  q  est  positif,  l'inégalité  ci-dessus 
peut  s'écrire 

(p.  -.  qf  —JL  (p^  _  qj(pq  _  ,.)  -f-    *^^  ~  '"''"      "   - 
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w-  —  f/ ^--{pq—r   Y-\ — — — „ <   o 

,          ■               ,                               p'^ 
et  1  on  doit  avoir  nécessairement  i —  <oouw'-'  —  a>0. 

2°   Équation  du  quatrième  dec/ré .    —   Xous    considérerons 
l'équation  simplifiée  x^  -f  bpx'  -j-  47-c  -|-  r  =:  o.  On  a 
Vj  z=  j:-*  -\-  3px  -j-  q 

Vj  --=  —  3px^  —  3qx  —  r  ...  {p^_  =  —  p) 
Vs  =  xipr  —  3f/^  —  gp'')  —  q{3p'  +  /')...  (pa  =  p/'  —  3y^  —  gp') 
Vf  =  Pj  =  r(p/-  —  3ç^  —  9P')-  -|-  3pq^  {3p'-  +  r)'- 

-j-  3r/(3p-  -{-  7-)  (p/-  —  3q''  —  g/)^j. 

Les  conditions  de  réalité  sont  —  p  >  o,  p^  >  o,  p-,  >  o. 

Toutes  les  combinaisons  de  signes  des  pi  sont 

(+++  +  +)     (-}-}-  +  +  -)     (+++-+)     (+  +  + ) 

(+  +  -++J     1+-^ +)     (  +  + )     (+  +  -  +  -) 

On  ne  peut  plus  dire  ici  que  les  trois  conditions  de  réalité 
rentrent  les  unes  dans  les  autres.  Mais  il  y  a  une  combi- 
naison de  signes  qui  ne  peut  se  présenter,  c'est  la  dernière: 
car  elle  donnerait  trois  couples  de  racines  imaginaires. 

Il  est  très  facile  de  voir  directement  qu'on  ne  peut  avoir 
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eu  même  temps  p^    <  o,  p^  >   o,  jo.  ■<  o  ou  bien  p  >  o. 
pr  —  3ff-  —  9p'  >  o,  Pi  <  o. 

Si  les  deux  i)remières  inégalités  ont  lieu,  r  est  nécessai- 
rement positif;  alors  les  trois  produits  dont  la  somme 
constitue    p^   sont  sé])arément  positifs  et  on   ne  peut  avoir 

P\  <  o- 

3"  Équation  du  cinquième  dcyr,'.  —  La  formation  de  la 
suite  de  Sturm  conduisant  à  des  calculs  d'une  excessive  lon- 
gueur, nous  ferons  seulement  les  remarques  suivantes. 

Il  y  a  seize  combinaisons  de  signes  pour  les  quantités  ^2' 
P3,  Pi  et  p..  Mais  parmi  ces  seize  combinaisons,  il  y  en  a 
cinq  qui  ne  peuvent  se  présenter,  savoir 

(+-  +  -)  (-  + )  (-  ++-)  (—-+-)  (--+-+)■ 

Les  quatre  premières  donnent  trois  couples  de  racines 
imaginaires,  la  cinquième  donne  quatre  couples. 


SUR  L'EQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRE 

Par  M.  Kœnigs.  (■It'vc  à  l'École  normale  siii)érieuro. 


Rappelons  d'abord  ce  théorème  : 

Si  f{x)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  que  deux  valeurs 
xei  p  d'x  donnent  pour  /'(a)  et  /(|i)  des  valeurs  de  signes  con- 
traires, il  y  a  sûrement  entre  y.  et  ,8  une  racine  de  f  (x)  =  o. 

En  substituant  —  00  ,  o  et  -|-  ^o  dans  une  équation  de 
degré  impair,  par  exemple  dansa?'*  -\-  px-  -\-qx-\')'  =  f{x)  =  o, 

on  trouve  les  signes  — ,  -}-,  -\-  ou  — , 1-  selon  que  r  est 

positif  ou  négatif:  il  y  a  dans  un  cas  une  racine  négative 
et  dans  l'autre  une  racine  positive.  Ce  qui  montre  dans  tous 
les  cas  que 

L'équation  x-'  -\-  pj;-  -\-  qx  -)-/•  =  o  admet  toujours  une 
racine  réelle.  Appelons  a  cette  racihe  et  posons 

/;  ix)  =  x-"  -f  (p  -\-  a)  X  -{-  (a^  -}-  i>a  +  q). 

En  divisant  f{x)  par  {x  —  a)  on  trouve 

/  ix)  =  (x  —  a)  Ux)  +  /'(a), 
et  comme  /'(«)  =  o, 

f{x)  =  {x  —  a)  l\{x). 
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On  dénionlî'e  dès  les  débuts  de  l'Algèbre  que  tout  poly- 
nôme du  degré  n  qui  s'annule  pour  plus  de  n  valeurs  dis- 
tinctes données  à  x  est  identiquement  nul  :  ainsi  /*  (x)  =  o 
n"a  pas  plus  de  trois  racines.  L'une  d'elles  est  a,  les  deux 
autres  sont  celles  qui  annulent  (^{x).  La  condition  de  réalité 
des  racines  de  fi{x)  =  o  s'exprime  en  posant 
ci(a3)  =  Scc^  -f-  2px  -\-  ^q  —  p\ 
par  l'inégalité  cp(a)  <  o. 

Si  les  racines  de  2-(j:)  =  o  sont  imaginaires,  c'est-à-dire 
si  p-  —  3q  <  o,  ■:j{x)  n'est  jamais  négatif  et  f{x)  =z  o  n'a 
qu'une  racine  réelle. 

Si  les  racines  a-et  S  de  o  (x)  =  o  sont  réelles,  l'inégalité  cp(a) 
<  o  exprime  que  a  est  compris  entre  a  et  b.   En  résumé, 
posons 
a  ==    —  p  —  2  Yjf-  —  3r/  ^^  ^    —  p  -f-  2  /  //^  —  3(/     _ 

Si  les  racines  de  l'équation.  f(xj  =  o  son!  toutes  réelles,  elles 
sont  comprises  entre  a  et  [5. 

Si  une  seule  racine  de  l'équatio)i  f(x)  =  o  est  réelle,  ou  bien 
a  et  b  sont  imaginaires  (p*  —  3q  <  o),  ou  bien  si  y.  et  (3  sont 
réelles,  l'unique  racine  de  f(x)  =  o  est  extérieure  à  ces  quantités. 

Supposons  toutes  les  racines  de  f{x)  =  o  réelles,  et  soient 
a  <.  b  <i  c  ces  racines.  Ou  obtient  en  substituant  —  »  et 
(a  —  s)  le  signe  — ;  comme  y.  <  a  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  X  est  négatif,  car  s'il  était  positif  il  y  aurait  une 
racine  entre  —  oo  et  a,  et  les  deux  autres  ne  sauraient  être 
réelles:  pour  la  même  raison  /"(S)  >  o. 

Ainsi  quand  les  racines  sont  réelles,  on  a  /'(-y.)  <  o. 

vSupposons  réciproquement  que  /'(a)  <;  o  et  /'(fi)  >  o;  il  y 
y  a  une  racine  réelle  de  f{x)  =■  o  comprise  entre  x  et  p  et  par 
suite,  en  vertu  d'un  théorème  précédent,  en  appelant  a  cette 
racine,  ?(a)<  o. 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  autres  racines  b  et  c  sont 
réelles,  donc 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f(x)  =  o  ait 
SCS  tî'ois  racines  réelles,  c'est  que  f(y.)  <  o  et  U^)  >  o. 

En  efTecluant  les  substitutions,  on  trouve 
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2^3  _  qpq  -|-  27  r  —  2  (p^  —  3q)  /  p^  —  3f/  <  o. 
2p^  —  9P7  +  27  r  ~|-  2  (p'^  —  3(/)  /  /y'  —  3q  >  0. 

c'est-à-dire  

—  2(;/"  —  39)  Yp^~  3g  <  2  p^  —  9/)fy  +  27  r  < 

2  (  p2  _  3q)  Yp'  —  39 
Or  on  sait  qu'en  désignant  par  A  une  quantité  positive,  la 
condition 
X^  —  A^  «<  o  comprend  les  suivantes  — A  <  X  <  A. 
L'inégalité  ci-dessus  se  traduit  donc  de  la  sorte  : 
(2^3  _  gpq  _]_  27r)'^  —  4(p2  —  3qY  <  o 
ou  bien 

—  i^q'-  4-27  /■-)  +  18  pqr  +  p^  (?^  —  4P^'*  >   o. 
Ce  qui  est  la  condition   bien  connue  pour  que  les  trois 
racines  soient  réelles. 


SUR  LE  THEOREME  DE  PASCAL 


On  sait  comment  on  déduit  ce  théorème  de  cette  propriété 
plus  générale  des  coniques  :  Si  trois  coniques  S^,  83,  Sg,  ont 
une  sécante  commune  A,  les  cordes  A^  communes  à  8-2  et  83, 
A   à  Si,  83  ;  A3  a  8^,  82,   concourent  au  même  point. 

Mais  il  est  intéressant  de  démontrer  directement  ce  théo- 
rème, et  on  peut  le  faire  très  simplement  comme  nous  allons 
l'indiquer. 

Représentons  par  P^  =  o  P2  =  o. .  . .  Pg=:  o  les  équations 
des  six  côtés  de  l'hexagone,  et  par  a  r—  o  l'équation  d'une 
diagonale  de  cet  hexagone.  La  conique  proposée  étant  cir- 
conscrite au  quadrilatère 

P^  =:  o,  P-  =  o,  P3  =  o,  X  =  o 
a  pour  équation  Po  y-  =  Pi  Ps-  (1) 

Si  on  considère  cette  même  conique  comme  circonscrite 
au  quadrilatère 

P4  =0,     P;;  =  o,  Pfi  =  o,     a  =  o 
son  équation  sera  P4  Pc  =  Pa  a.  (2) 
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Si  avec  (1)  et  (2),  ou  forme  la  combinaison 

P,  P,  P«  =  P,  P3  P„  (3) 

celte  équation  représente  une  courbe  du  troisième  degré, 
et  les  coordonnées  x  y'  d'un  point  quelconque  de  ia  conique 
considérée  satisfaisant  à  (1)  et  à  (2)  vérifieront  aussi  la 
combinaison  (3),  Or,  cette  équation  {^)  du  troisième  degré,  étant 
satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  conique, 
représente  donc  une  conique  et  une  droite  :  tous  les  points  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  (3)  et  qui  ne  seront 
pas  sur  laconique,  seront  donc  en  ligne  droite.  Tels  sont  les 
points  Pj  =  o  P^  =  o  ;  P2  =  o,  Pô  =  o  ;  enfin  P3  =  o,  Pg  —  o  ; 
c'est  précisément  le  théorème  de  Pascal. 


QUESTIONS    D'EXAMEN 


Parmi  les  questions  qui  reviennent  le  plus  fréquemment 
dans  les  examens,  il  en  est  une  catégorie  qui  mérite  de 
fixer  spécialement  l'attention,  eu  raison  de  la  diversité  des 
méthodes  auxquelles  elle  donne  lieu  :  c'est  la  formation  de 
l'équation  générale  d'une  conique  satisfaisant  à  un  certain 
nombre  de  conditions  données,  et  lorsque  ces  conditions 
sont  au  nombre  de  quatre  pour  les  coniques  à  centre,  ou  de 
trois  pour  la  parabole  et  l'hyperbole  équilatère,  la  recherche 
du  lieu  décrit  par  un  élément  remarquable  de  la  conique 
dont  il  s'agit.  Lorsque  ces  questions  n'ont  pas  été  préparées 
à  l'avance,  et  que  l'on  prend  comme  données  des  conditions 
quelconques,  elles  sont  généralement  difficiles  à  résoudre 
directement,  et  nous  donnerons  quelques  exemples  des 
procédés  analytiques  plus  ou  moins  indirects  à  l'aide  des- 
quels on  peut  tourner  les  difficultés  qu'elles  présentent. 
Quant  aux  solutions  géométriques,  sans  les  proscrire  d'une 
façon  absolue,  nous  ne  les  présenterons  le  plus  souvent 
que  comme  moyens  de  vérification,  parce  que  c'est  à  la 
solution  analytique  que  l'examinateur  s'attache  de  préférence 
et  que  bien  souvent  même,  en  posant  la  question,  c'est  cette 
solution  seulement  qu'il  a  en  vue. 
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Voici  d'abord  uu  piciuier  exemple,  dans  lequel  on  arrive 
assez  facilement  au  lieu  demandé  eu  eu  cherchant  préala- 
blement uu  autre. 

On  considère  toutes  les  paraboles  pour  chacune  desquelles  l'axe 
rencontre  la  directrice  en  un  même  point  A  donné,  et  qui  ont  en 
outre  une  tangente  commune:  on  demande  le  lien  décrit  par  leur 
sommet. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  commune,  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  tangente  du 
point  donné  A,  lequel  est  le  pied  de  chaque  directrice  sur 
l'axe  correspondant.  Soit  h  l'ordonnée  de  ce  point. 

L'équation  focale  des  courbes  du  deuxième  degré  étant 
(X  —  a)'^  +  [y  —  PY'  =  (mx  -\-  ny  -{-  ty.  pour  que  ces 
courbes  soient  des  paraboles,  il  faut  que  leur  excentricité 
soit  égale  à  l'unité,  ce  qui  donne 

m2  -{-11^=1.  (1) 

Écrivons  d'abord  que  l'axe  des  x  est  tangent  à  la  courbe, 
en  exprimant  que  l'équaliou  aux  a;  des  points  d'intersection 
de  la  courbe  avec  Ox  a  ses  racines  égales;  on  aura,  pour 
y  =z  o,  {x  —  -/V-  -\-  V'  =z  {mx  +  /)■- 

c'est-à-dire 

03*  (i   —  m-)  —  2X  (a  -\-  mt)  -\-  '■J.'^  -\-  ji"'*  —  l-  =  o. 

La  condition  de  taugence  à  l'axe  des  x  est  donc 
(y.  -\-  mt)-  =  (1   —  m^)   (a-  -f  y-  —  f) 
c'est-à-dire        2xmt  =  if  —  t"^  —  ni^x-  —  m'^f, 
ou  bien       {m-j.  +  tf  =  ^^  (  j  _  „j^2)_  (2j 

L'axe  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  (a,  ^)  sur  la 
directrice  [mx  +  ny  -\-  t  =.o)\ 
son  équation  est  donc 

m{\j  —  fi)  —  n\x  —  ■/)  =  o.  (3) 

11  faut  écrire  que  l'axe  et  la  directrice  passent  par  le  point 
(X  =  o,  y=  h)  ; 

on  a  ainsi  :  m{li  —  p)  -\-  m  =  o  (4) 

et  nh  -j-  t  =  o.  (3) 

Pour  avoir  directement  le  lieu  des  sommets,  il  faudrait 
éliminer  m,  n,  t,  a.  et  p  entre  l'équation  de  la  courbe  et  les 
équations  (l),  (2),  (3),  (4)  et  (5).  Mais  ce  calcul  serait  labo- 
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lieux;  au  lieu  de  procéder  ainsi,  cherchons  le  lieu  des 
foyers,  pour  lequel  il  suffit  d'éliminer  m.  ??.  t  entre  (1),  (â), 
(3)  et  (4). 

L'équaliou  (^)  donne,  en  vertu  de  (1), 
(ma  +  ty  =  ^hi^  ; 
prenons  ma  -\-  t  =  p/i;  l'équation  (5)  donnant  t  =  —  nh,  on 
a     mx  =  n  (h  -[-  S)  avec  l'équation  (4). 

De  ces  deux  dernières  on  tire  par  division 

h  —  ^i                      y.  ,,  .    , 
^  = ; — ■ .            d'où  h^  —  ''v  +  %-  =  o.     16) 

y.  /'  +  f^  ' 

L'équation  du  lieu  des  foyers  est  donc  ^*  —  x"^  =  h^,  qui 
représente  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  son  centre 
et  à  ses  axes,  l'axe  transverse  étant  dirigé  suivant  Oy,  et 
ayant  pour  demi-longueur  h,  c'est-à-dire  que  le  point  A 
donné  est  un  de  ses  sommets  réels. 

De  ce  lieu  on  peut  alors  déduire  très  facilement  celui  des 
sommets.  En  effet,  le  sommet  de  chaque  parabole  est  sur 
Taxe,  à  égale  dislance  du  foyer  et  de  la  directrice;  ses  coor- 
données X  et  Y  sont  donc  données  par  les  formules 

X  =  —  et  Y  =  ^-^ — . 

2  2 

Par  conséquent  y.  ^=  2X  et  (5  =  2Y  —  h,  et  comme  a  et  S 
satisfont  à  la  relation  (6),  on  a  entre  X  at  Y  la  relation 

/                h  \  h^ 

(2Y  —  hy-  —  4X'^  --=  h\  ou  (    Y -V  —  X'  =  —  . 

équation  d'une  autre  hyperbole  équilatèredont  le  centre  estsur 
l'axe  des  y  au  milieu  de  la  distance  oA,  et  dont  les  axes  sont 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  l'axe  transverse  étant 

dirigé  suivant  Oy,  et  ayant  —  pour  demi-longueur,  de  sorte 

que  les  sommets  réels  sont  en  0  et  A. 

Il  est  souvent  commode  d'opérer  comme  dans  l'exemple 
précédent,  et  tel  lieu  dont  la  recherche  directe  peut  être 
très  difficile,  s'obtiendra  aisément  par  l'intermédiaire  du 
lieu  d'un  autre  élément  auquel  l'élément  considéré  est  lié 
par  des  relations  simples. 

—  La  transformation  des  coordonnées  est  une  méthode 
générale,  toujours  applicable;  lorsqu'elle  ne  conduit  pas  à 
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des  calculs  trop  laborieux,  ells  est  souvent  la  plus  commode 
de  toutes.  En  voici  un  exemple  : 

On  coni'klère  toutes  les  liijperbolcs  équilatères  gai  oui  un  soni- 
met  réel  commun,  ainsi  quun  point  de  Vune  des  asjjmptotes.  On 
demande  l'équation  générale  de  ces  liijperholes  et  le  lieu  de  leurs 
foyers. 

Soit  A  le  sommet  réel  donné,  et  B  le  point  commun  aux 
asymptotes.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiciilairc  à  AB  au  point  A.  Une  des  hy- 
perboles considérées  a  pour  équation,  par  rapport  à  sou 
centre  et  à  ses  axes,       x^  —  y"^  =  o!^- 

Si  cp  est  l'angle  que  fait  la  droite  AB  avec  l'axe  Iransverse, 
les  formules  à  employer  pour  rapporter  la  courbe  aux  axes 
kx  et  Ay,  sont 

X  =  a  -\-  x   cos  <sj  —  !/'  sin  cp, 
y  =  x  sin  ^  -\-  y'  cos  9, 
et  l'équation  de  l'hyperbole  dont  il  s'agit  est,  par  rapport 
aux  nouveaux  axes, 

{a  -j-  x'  cos  o  —  y'  sin  9)^  —  {x'  sin  ^  -\-  y'  cos  of  =  a\ 

l,e  faisceau  des  asymptotes  a  pour  équation,  dans  le  nou- 
veau système  d'axes, 
{a  ~j-  x  cos  cp  —  y'  sin  cp)''*  —  (x'  sin  9  -|-  !/  cos  cp)"^  =  o. 

Si  d  désigne  l'abscisse  du  point  B,  il  faut  exprimer  que 
l'équation  précédente  est  vérifiée  pour  y'  =  o,  x'  =  d,  ce 
qui  donne        {a  -{-  d  cos  cp)^  —  d^  sin'^  cp  =  o. 

Si  l'on  veut  l'équation  générale  des  hyperboles  considérées 
en  fonction  d'un  seul  paramètre,  ou  tire  de  cette  dernière 
relation  a  -\-  d  cos  o  =  -jz  d  sin  cp, 

d'oii  a  =  d{zï:  sin  cp  —  cos  cp), 

ce  qui  conduit  à  l'équation  générale 
{x  cos  cp  —  y'  sin  cp)^  -)-  2rf(db  sin  9  —  cos  cp)(a;'  cos  cp  —  y'  sin  cp) 

—  (x'  sin  cp  -|-  ■/'  cos  cp)*  ^=  o 
ou,  eu-  posant  tg  cp  =  a. 

(X-'  —  ly'f  -f  2d{±:  A  —  i){x'  —  '/.y'j—Ç/.x'  +  y)^  —  o. 
c'est-à-dire 
(i  —  l%x'  —  y'^)  —  4Àxy  +  2dix  —  hj'){±:  À  —   i j  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers,  il  suliit  de  remarquer  que 
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les  coordonnées  des  foyers,  dans  le  premier  système  d'axes, 

sont  7.  =  +  (/]  2  et  6  =  0. 

Dans  le  système  {À.x,  Aij),  elles  seront  donc  données  par 

les  relations  

a  +  a    cos  cp  —  S'  sin  ç,  =  ih  a}  2 
et  -/  sin  cp  -[~  1^'  cos  9=0. 

En  les  joignant  à  la  condition  a  -\-  cl  cos  cp  =  +  rf  sin  cp, 
on  obtient  trois  équations  entre  lesquelles  on  éliminera  cp 
et  a,  pour  avoir  l'équation  en  y.'  et  S'  qui  représente  le  lieu. 

On  a  ainsi  

d(-+-  sin  cp  —  cos  cp)  -|-  y.'  cos  cp  —  6'  sin  cp  =  +  d  }^  2  (+  sin  cp 

—  cos   cp), 

équation  homogène  en  sin  cp  et  cos  cp. 

On  a  d  ailleurs     r^—  = —  ; — . 

p  y. 

L'équation  du  lieu  est  donc 

d{±  p'  +  ■/)  —  '/  •■'  —  p  =  ±  iVfi  (±  fi'  +  a) 
ou,  en  remplaçant  fi' et  7/  para?  et  ?/,  et  réduisant, 

à{x  ±y)(,i  ±  /T")  =x'  ^  if. 
Cette  équation  représente  un  cercle,  dans  toutes  les  hypo- 
thèses que  l'on  peut  faire  sur  les  signes  qu'elle  renferme. 
Il  y  a  quatre  de  ces  cercles.  Le  signe  à  choisir    dans  le 

facteur  (i  +  r  2  )  dépend  de  celui  des  deux  foyers  dont  on 
considère  le  lieu,  et  le  signe  à  choisir  dans  le  facteur  ix  +  y) 
dépend  de  celle  des  asymptotes  sur  laquelle  se  trouve  le 
point  fixe  B. 

On  a  ici  un  exemple  vraiment  remarquable  de  la  facilité 
avec  laquelle  la  méthode  par  la  transformation  des  coor- 
données conduit  à  l'équation  d'un  lieu  dont  la  recherche 
directe  exigerait  des  calculs  fort  pénibles.  On  obtiendrait 
tout  aussi  aisément  le  lieu  des  seconds  sommets  réels, 
celui  des  centres  et  ceux  des  sommets  imaginaires,  c'est- 
à-dire  des  sommets  des  hyperboles  qui  sont  les  conjuguées 
des  proposées  ;  nous  eugageons  nos  lecteurs  à  les  chercher. 
à  titre  d'exercice  utile. 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  •?.  IKoquel. 

{Suite,  voir  page  174. 


Classe  (l'une  courbe.  —  L'équation  tangeuiielle  f  (u,v)  =  o 
d'une  courbe  établissant  entre  les  coordonnées  w  et  ('  d'une 
droite  la  relation  qui  exprime  que  cette  droite  est  tangente 
à  la  courbe  considérée,  si  l'on  veut  déterminer  en  particulier 
celle  de  ces  tangentes  qui  passe  par  un  point  donné  (a,ô) 
du  plan,  il  faudra  résoudre  le  système  des  deux  équations 
uy.  -f-  S  -f-  I  =  o 
/  {h,v)  =  o 

(en  prenant  l'équation  de  la   droite  sous  la  l'orme  ux  -j-  vy 
+   I   =  o). 

La  première  étant  du  premier  degré,  le  système  admet  au- 
tant de  solutions  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation 
/'  (w,y)  =  o.  Ce  degré  est  exprimé  par  celui  du  terme  qui 
contient  les  variables  u,  v  au  plus  haut  degré.  Il  y  a  donc 
autant  de  tangentes  passantparun  point  donné  du  plan  qu'il 
y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation  f  {u,v)  =  o. 
Ce  nombre  est  ce  que  l'on  appelle  la  classe  de  la  courbe. 

F  (x,y)  =^  o  étant  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 
de  la  même  courbe,  le  degré  de  F  {x,y)  indique  le  nombre 
des  points  de  cette  courbe  situés  sur  une  même  droite;  ou 
sait  que  ce  nombre  est  ce  qu'on  appelle  Vordre  de  la  courbe. 

Ces  deux  éléments,  ordre  et  classe,  ne  sont  pas  les  mêmes, 
sauf  dans  des  cas  particuliers;  on  sait,  eu  effet,  que  l'on 
peut  généralement  mener  d'un  point  du  plan  m  (m —  i)  tan- 
gentes à  une  courbe  de  l'ordre  ??i;  donc  à  partir  du  troisième 
degré,  la  classe  de  la  courbe  est  supérieure  à  son  ordre. 

Les  courbes  du  deuxième  degré  sont,  au  contraire,  de  la 
deuxième  classe  ;  nous  avons,  en  effet,  trouvé  que  l'équation 
tangentielle  des  coniques  est  du  deuxième  degré  en  u  et  v. 

Les  courbes  de  la  première  classe  ne  peuvent  être  que  des 
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quation  suivante  : 


(2 


l)oiuls;  et,  en  etlet,  nous  avons  vu  que  l'équation  du  pre- 
mier degré  Au  -)-  Bi'  -)-  C  =  o  représente  un  point. 

La  classe  d'une  courbe  n'est  pas  toujours  nécessairement 
m  (m  —  i);  nous  verrons,  en  effet,  que  l'existence  de  points 
singuliers  dans  la  courbe  F  (x,  y)  =  o  exerce  une  influence 
sur  la  classe  de  cette  courbe,  et  que,  dans  ce  cas,  cette 
classe  subit  un  abaissement. 

—  Le  premier  membre  de  l'équation  Uingenlielle  des  coniques  est 
la  forme  adjointe  de  la  forme  quadratique  ternaire  qui  constitue  le 
premier  membre  de  leur  équation  cartésienne  homogène. — Cette 
propriété,  très  importante,  résulte,  en  effet,  de  ce  que  nous 
avons  trouvé  pour  l'équation  taugenticUe  de  la  conique 
kx-'  -f  2  H'xy  4-  Cy'  +  2  D^;^  +  2  Ey^  +  Fs"  =  o  (1)  l'é- 
A  B  I)  ;/ 
B  C  E  r 
D  E  F  K- 
u      V     a-      0 

dont  le  premier  membre  est,  au  signe  près,  la  forme  adjointe 
de  la  forme  (1). 

Le  calcul  que  l'on  a  fait  pour  l'obtenir  n'est  autre,  en  effet, 
que  le  calcul  qui  sert  à  la  formation  de  la  forme  adjointe, 
les  variables  nouvelles  étant  proportionnelles  à  u,  v,  w. 

Ou  a  donc  immédiatement,  en  vertu  de  cette  remarque,  le 
développement  de  l'équation  (2)  qui  est 
î<,2  (E2  —  GF)  +  v^  (D^  —  AF)  +  IV'  (B^  —  AG) 
+  2  vw  (AE  —  BD)  +  2  wu  (CD  —  BE) 
-f-  2  uv  (BF  —  DE) 
En  changeant  tous  les  signes,  on  a  la  forme  adjointe  elle- 
même  égalée  à  zéro. 

Il  résulte  de  cette  propriété  que  l'équation  tangentielle  des 
coniques  jouit  par  conséquent  de  toutes  les  propriétés  de  la 
forme  adjointe. 

1°  D'abord,  la  forme  adjointe  .ayant  pour  expression  géné- 
rale (") 

^V<ni  ^l'  +  ^{a,,)  X,^   + f   y,,,,,  X/X/,  + 


*)  Ce  théorème  et  leî  suivant?  ont  été  démontrés  dan-;  notre  travail  de  l'an 
dernier  sur  les  formes  quadratiques. 
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oîi  A  désigne  le  discriminant  de  la  forme  proposée,  et  les 
lettres  a  ses  divers  éléments,  les  coefficients  de  la  forme  qui 
constitue  le  premier  membre  de  l'équation  tangenlielle  des 
coniques  doivent  être  les  dérivées  du  discriminant  de  la 
forme  (1)  par  rapport  à  ses  divers  éléments,  c'est-à-dire  les 
mineurs  relatifs  à  ces  mêmes  éléments  pris  avec  les  signes 
dont  ils  sont  aiiectés  dans  le  développement  du  discrimi- 
nant. 

2°  En  second  lieu,  on  sait  que,  lorsque  l'invariant  (qui 
n'est  autre  qae  le  discriminant)  d'une  forme  quadratique  est 
nui,  su  forme  adjointe  est  un  carré  parfait.  Donc  si  A  =  o, 
le  premier  membre  de  (2)  est  un  carré  parfait.  Or  écrire  que 
A  =  o,  c'est  écrire  que  la  forme  (1)  est  un  produit  de  deux 
facteurs  linéaires;  donc  l'équation  (1)  représente  dans  ce 
cas  deux  lignes  droites;  les  coordonnées  de  leur  point  d'in- 
tersection [point  double  de  la  courbe  (1)],  senties  coefficients 
x  y'  5'  de  u,  y,  tv  dans  la  forme  (2)  mise  sous  la  forme 
(ir'w-j-  y'  V -\- z'  IV f.  L'équation  (2)  exprime,  en  effet,  que  la 
droite  ux  -j-  vy  -\-  ivz  =  o  est  tangente  à  la  courbe  (1); 
celle-ci  étant  formée  de  deux  droites,  il  ne  peut  y  avoir 
d'autres  tangentes  que  des  droites  passant  par  le  point  double, 
puisque  ces  droites  sont  les  seules  qui  rencontrent  la  courbe 
en  deux  points  confondus  ;  elles  passent  donc  toutes  par  ce 
point  double,  et  comme  l'équation  ux  -f-  vy  -\-  ivz  =  o  ex- 
prime précisément  que  les  droites  qu'elle  représente  ren- 
ferment le  point  (x,  y,  z),  ce  point  est  le  point  d'intersection 
des  deux  droites.  En  faisant  le  calcul,  on  trouve  bien,  comme 
il  fallait  s'y  attendre,  les  coordonnées  du  centre  delà  conique 
générale  représentée  par  (1).  Si  l'on  représente  par  au^  -f- 
2buv  -f-  cv-  -f-  2diuv  -\-  2evw  -j-  fw^  la  forme  (2),  et  que  l'on 
prenne  ses  demi-dérivées   par  rapport  aux  variables  u,  v,  iv 

I    2  /'„  =  an  -{-  bc  -\-  div 

1 ,  2  /■  t,  =  bu  -{-  cv  -f-  eiv 

I  /  2  f'w  =  du  -\-  ew  -f-  fiv 
on    reconnaît  que  quand   A  ==  o  tous  les   mineurs    de  sou 
discriminant  sont  nuls;  car  chacun  d'eux  contient  A  en  fac- 
teur. Les  dérivées  partielles  de  la  forme  sont  donc  propor- 
tionnelles   (ou,  en   d'autres    termes,  multiples    d'un    même 
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polynôme  linéaire);  c'est  la  condition  connue  pour   que  la 
forme  soit  un  carré  parfait. 

3"  L'invariant  de  la  forme  adjointe  d'une  forme  quadratique 
est  le  réciproque  de  l'invariant  de  celte  forme,  car  il  a  pour 
éléments  les  mineurs  de  ce  dernier. 

Dans  le  cas  actuel,  il  est 

I  «     b    d  \ 

\d    e     f\ 
Or,  ou  sait  que  n  élaut  le  nombre  des  variables  d'une  forme, 
le  réciproque  de  A  est  égal  à  A"  -  i.  On  aura  donc  dans  le 
cas  actuel 


a    b    d  \ 

A 

B    D 

b    c     e    = 

B 

G     E 

d    e     f 

D 

E    F 

D'ailleurs,  il  est  facile  d'établir  immédiatement  ce  fait 
pour  la  forme  qui  nous  occupe. 

En  multipliant  les  deux  déterminants  ci-dessus  l'un  par 
l'autre,  on  a  pour  produit 
«A  +  6B  +  (/D        6A  -f  cB  -f  eD         t/A  +  eB  -f  /"D  1 
«B  -f  6U  4-  dE        6B  +  cG  4-  t?E         dB  -{-  eC  -{-  fE  \ 
aD  +  6E  +  (/F        6D  -f  eE  -f  t'F         dD  +  eE  +  /"F  I 
Mais  à  cause  de  la  signification  de  a,  b,  c,  d,  e,  f,  on  a 
aA  +  6B-|-(/l)=A,     b.V-\-cB-{-eï)  =  o,     d\-\- eB -\- [D  =  o  , 
oB  +  6G  +  c/E  =  o.     6B  +  cC -f- eE  =  A,     dB -\- eC -\- fE  =  o , 
(/D-f  6E  +  (/F  — o.     6D-f  eE4-t'F==o.     (/D+eE-j-/'F  =  A. 
Si  donc  on  appelle  A'  le  réciproque  de  A,  il  vient 
A     o     o 
AA    =     o     A     o     =  A' 
o     o     A 
.Donc  A'  =  A*  ;  c.  q.  f.  d. 

Il  résulte  de  là  que  A'  et  A  sont  toujours  nuls  en  même 
temps  ;  ce  qui  montre  que  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls, 
auquel  cas  A  est  a  fortiori  nul  lui-même,  A'  devra  être  nul, 
ou,  eu  d'autres  termes,  que  la  réciproque  du  théorème  2''  est 
vraie,  c'esl-à-dire  que  la  forme  adjointe  étant  un  carfë  par- 
fait, la  forme  qui  lui  a  donné  naissance  est  nécessairement 
un  produit  de  facteurs  linéaires. 
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i"  La  t'onne  adjointe  F  d'une  l'orme  /étant  trouvée,  pro- 
posons-nous de  déterminer  la  forme  adjointe  de  F. 

Les  calculs  faits  pour  obtenir  /nous  ont  donné  comme  ré- 

F 
sultat  F  =  Sa,/i  Xt  X/,-,  avec  la  condition  /  =  -— ,   y.ik    étant 

A 

le  mineur   relatif  à  l'élément  o,/.    dans  l'invariant  A  de    /'. 
Or  si  l'on  applique  les  mêmes  calculs   à  la  forme  F,  ou 
devra  poser  les  équations 

'-'■11^1   ~\-  '''•l-2^2  +    •  •  •    +   '-'•lii-^'i  =  \i 
•/o^Xi    -j-  7..,,X.2   4-    •  •  •    -j-  'J-iny^n  =  \-i 


%n\  X,  -\-'J-nt  -^2  -j-   •  •  •  -\-'^nn  X"  =  ;« 

Équations  d'où  l'on   devra  tirer  X^,  Xj,  ...  X»  en  fonction 
de  ^1,  Çj.  ...  \n,  pour  reporter  leurs  valeurs  dans  F.  Il  viendra 

X>  V  V  ^1'   ^2    •  •  •    '--n  j 

ainsi  r  = 

A"  —  1 

9(^i,;j   . . .    Çîij  désignant  la  forme  adjointe  de  F,  et  A"  —  i 
étant,  d'après  la  propriété  rappelée  dans  3",  l'invariant  de  F. 

Mais  /  =  -— ■:     donc  /  =: . 

'a  '  A" 

D'autre  part  les  équations  primitives  (celles  qui  ont  servi 

au  calcul  de  la  forme  adjointe  F)  avaient  donné 

^x^  =  7-11  Xj  4-  7.^,,  X,  -f-  ...  -f  7i,i  X„ 

Ace.,  =  7.^1  X^  -|-  '■'■■>■>  X.,  -f-  •  •  •  +  '-'-2»  ^'1 


IXn  =  y-ui  Xj   -|-  y.:.i  X.,  -j-    .  .  .     -f-  7„„.   X„ 

On  voit  donc   que  ;,,  ç.^.    ...   In  ne  sont  autre  chose  que 
Ix^,  Aœ.2,  ...  A7  „. 
Par  suite 

,.  ^     ,            ^    .          o{Xi,  .r,,  ...   .T,,  )  X  A* 
/(!,.  l»  . . .  ï»  )  =  -^„ 

0(J?j.  ;7'.2,    .  .  .     Xi)    ) 

A»  -  -^ 
et  par  suite  la  forme  adjointe  9  de  F  est  identiquement  égale 
à /"A"- 2. 
Dans  le  cas  des  formes  ternaires,  on  aura  donc 

V  =  A/: 
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ou  trouve 


=  A(  A.ï'-  +  iBo,'//  =  C^''^  +  ^D.vz  +  2E(/;  4-  F^'^ j 


—  Cela  posé,  uous  avous  vu  que  si  Fou  cherche  l'équalion 
cartésienne  de  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 
au-  -{-  2huv  -f-  Cf-  +  2du/v  -f-  2evw  -\-  fiv'^  =  o 
a     b    d    X 
b     c     e     y 
d     ('    f     z 
X    y    z     0 

qui  n'est  autre  que  la  forme  adjointe  de  la  forme  ternaire  en 
u,  V,  w. 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a  donc 

a    b    d    X 

b    c 

d    e 

X     ij     z     0 

Cette  réciprocité  entre  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 
et  soû  équation  en  coordonnées  cartésiennes  traduit  ainsi  de 
la  manière  la  plus  nette  le  principe  géométrique  de  dualité, 
au  moyen  des  seules  ressources  de  l'analyse.  Il  en  résulte  que 
tout  principe  relatif  aux  points  d'une  conique  qui  ne  dépen- 
dra que  de  la  forme  de  son  équation,  engendrera  un  principe 
corrélatif  entre  ses  tangentes,  sans  nouvelle  démonstration. 
Comme  exemples  de  cette  corrélation,  nous  citerons  les  pro- 
priétés du  pôle  et  de  la  polaire,  les  théorèmes  de  Pascal  et 
de  Brianchon,  la  détermination  d'une  conique  par  un  certain 
nombre  de  points  et  de  tangentes,  etc.  (A  suivre.) 


OUESTION  296 

Slioliition  par  M.  QurguET,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  p,q,r 
de  l'équation  du  troisième  degré  x'  —  px''  -|-  qx  —  r  =  o  pour 
que  les  racines  soient  les  sinus  des  angles  d'un  triangle. 

Il  faut  éliminer  a,  b,  c  entre  les  équations 

p  ==  sin  a  -\-  sin  b  -\-  sin  c. 

q  =  sin  (I  sin  /;  -f"  sin  b  sin  c  -j~  sin  c  sin  a, 
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/•  =  sin  a  siu  b  sin  c. 
sachant  que  a  -\-  b  -\-  c  ■=  t.. 
Des  deux  premières  on  tire 
jt>2  _  2fy  =  sin'^  a-\-  sin^  b  +  sin'^  c  =  2Cos  «  cos  6  cos  c  -f-  2 
d'où 

{p-  —  -iq—  2)-  =  4(  I  —  sin-  a){i  —  sin^  6)(  i  —  sin*  c);     (1) 
or 
(I  —  sin'''  (i)(  I  —  sin-  6)(i  —  sin'^  c)  =  i  —  i:  sin^  a 

-j-  -  sin-  a  sin'^  b  —  sin-  a  siu-  b  siu^  c. 
et  comme  -  sin-  a  =  p-  —  2q, 

'^  sin-  a  sin-  6  =  [S  sin  «  sin  6]* 

—  2  sin  a  sin  b  siu  c  S  sin  a  =  q^  —  2pr, 
l'équation  (Ij  devionl 

(P'  —  29  —  2)-  =  4(  I  —  p2  +  2fy  -f  r/2  —  2pr  —  r') 
ou,  après  réductions, 

}r  —  4p"-q  +  Spr  +  4/-^  =  o. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  pur  M.  Montérou,  Lycée  Louis4e- 
Grand. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

336.  —  Etant  donné  un  triangle  reclaugie  isoscèle  ABC.. 
d'un  point  3[  pris  sur  l'hypoténuse  BC,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires MP,  MQ,  sur  les  côtés  AG,  AB.  On  joint  le 
point  P  au  point  Q,  et  du  point  M  ou  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  PQ.  Démontrer  que  cette  perpendiculaire  passe 
par  un  point  fixe. 

337.  —  Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre, 
r  le  rayon  du  cercle  inscrit;  démontrer  que  l'on  a 

p"^  >  27?'''.      (The  Educat.  Times.) 

338.  —  Soit  ABC  un  triangle,  AD,  BE,  CF  les  hauteurs 
abaissées  respectivement  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB;  0  est  le 
point  d'intersection  de  ces  hauteurs.  Sur  AB  on  prend  un 
point  G  tel  queGC  =  GA;  sur  AC  le  point  H  tel  que  BH  =  BA, 
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on  mène  HK  parallèle  à  ED,  GK  parallèle  à  FD;  CG  et  DF 
se  coupent  en  m,  BH  et  DE  se  coupent  en  n.  Cela  posé,  on 
demande  de  démontrer  : 

l*^  Que  les  six  points  B,  G,  0,  H,  G,  Iv  sont  sur  une  même 
circonférence  ; 

2°  Que  les  cinq  points  0,  m,  D,  G,  E,  sont  sur  une  même 
circonférence,  ainsi  que  les  cinq  points  0,  n,  D,  B,  F  ; 

3°  Que  Om  est  perpendiculaire  sur  GG,  et  On  sur  BH  ; 

4°  Que  0  est  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  DFE,  Iriano-le 
qui  est  le  quart  du  triangle  semblable  KGH,  et  aussi  le  centre 
du  cercle  circonscrit  à  AGH  ; 

o"  Que  les  quatre  points  E,  0,  n,  H,  sont  sur  une  même 
circonférence,  ainsi  que  les  quatre  points  F,  0,  n,  G. 

(The  Educat.  Times.) 

339.  —  Dans  un  cercle  on  mène  à  partir  d'un  point  B,  sur 
la  circonférence,  deux  cordes  fixes  et  égales,  BG  et  BG',  puis 
on  prend  un  point  A  fixe  sur  la  circonférence  ;  une  corde  PQ 
se  meut,  en  restant  toujours  égale  à  BG.  Ou  joint  le  point  B 
au  point  P,  et  le  point  A  au  point  Q;  ces  deux  lignes  se 
coupent  en  0  ;  de  même  les  lignes  AP  et  BQ  se  coupent  en 
0'.  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  0  et  le  lieu  géomé- 
trique de  0',  (The  Educat.   Times.) 

340.  —  Connaissant  les  sommets  des  trois  triangles  équi- 
latéraux  construits  sur  les  côtés  d'un  triangle,  construire 
géométriquement  ce  triangle.  (The  Educat.  Times.) 

341.  —  Calculer  la  base  et  le  côté  d'un  triangle  isocèle 
connaissant  la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  des  sommels 
de  la  base. 

Mathématiques  spéciales. 

342.  —  Par  un  des  points  d'intersection  A  de  deux  hyper- 
boles équilatèrcs  de  même  centre  0,  on  mène  une  sécante 
qui  rencontre  les  deux  courbes  aux  points  B  et  B'.  De  ces 
points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BG,  B'G'  sur  les  tan- 
gentes aux  deux  courbes  au  même  point  A.  Démontrer  que 
si  l'on  joint  le  centre  aux  pieds  G  et  G'  de  ces  deux  perpen- 
diculaires, l'angle  COG'  est  quadruple  de  l'angle  des  asym- 
ptotes. (E.  Faucpjonberr/ue.) 
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343.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  triangles  équila- 
téraux  inscrits  à  une  conique  donnée.  Cas  où  cette  conique 
est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  font  entre  elles  un 
angle  de  60  degrés.  {E.  Fnuquembergue.) 

344.  — On  mène  une  tangente  en  un  point  variable  d'une 
conique,  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  on  consi- 
dère les  cercles  tangents  à  la  conique,  à  l'axe  des  œ  et  à  la 
tangente.  1*^  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles; 
"2°  pour  chaque  position  de  la  tangente,  il  y  a  deux  cercles 
correspondants:  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint 
leurs  centres;  3°  examiner  le  cas  particulier  ou  la  conique 
se  réduit  à  un  cercle.  (E.  Fauqucmhergue.) 

345.  _  Soit 

f{x,  y)  =  A.r-^  +  2BXIJ  +  LY  +  2Dj:  +  2E//  +  F  =  o 
l'équation    d'une   conique,   les  axes   de   coordonnées    étant 
rectangulaires.  Posons 

ç-  ==  {f\rr-  +  ifuY  —  4<'^  +  G)f{x,  y)  =  o. 
L'équation  des  quatre  directrices  de  la  conique  est 
9^  +  4(A  +  C)/-^  +  ibop  =  o 
ou  0  =  AG  —  B'-. 

L'équation  0  =  0  représente  le  cercle  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la  conique. 


ERRATUM 


Dans  notre  article  sur  la  série  de  Taylor,  uou-;  avons,  au  |);irugraphe  5,  jiri.s 
lies  dérivées  en  considérant  6  comme  un  nombre  compris  entre  0  et  1.  On  a 
objecté  que  ce  ?iom6>'e  était  variable,  du  moins  en  général;  cette  objection 
nous  parait  fondée  et  l'on  doit  considérer  ce  [)ir,igraphe  comme  non  avenu. 

(1.  L. 


Le  Rédaclcur-Géranl.. 
.1.  KŒHLEK. 


iMi'l;iMi  un  i:iiM\,  2n,  i:li-:  iiKiîi;k»i:,  pi(i;>  nv  iioii.kn  \r>i>  mont.m  vrth 
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NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Delpit,  élève  à  l'École  pré])aratoire  de  Sainte-Barbe. 


SUR    LE  QUADRILATÈRE    INSCRIT    A    DIAGONALES    ORTHOGONALES 

1.  —  La  somme  des  carrés  de  deux  côtés  opposés  est  constante 
et  égale  ait  carré  du  dia- 
mètre. /  ^'^ 

Nous  rappellerons  ce 
théorème  :  si  par  un 
point  I  de  l'intérieur 
d'un  cercle  on  mène 
deux  cordes  rectangu- 
laires, la  somme  des 
carrés  des  segments 
interceptés  sur  ces  cor- 
desparlepointest  égale 
au  carré  du  diamètre. 

Cela  posé,  on  a  (fig.  i) 

kW-  +  CD-  =  AI-  +  BI^  4-  CP  +  Dl^  =  4R^ 

2.  —  La  perpendiculaire  abaissée   du  centre  sur  un  côté  est 
égale  à  la  moitié  du  côté  opposé. 

Soit  OE  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  côlé  CD.  On  a 

OE'^  -f  EC-^  =  R\ 
D'ailleurs,  eu  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a 


4 


4 


on  en  déduit  que 


OE  = 


AJ} 


3.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  les  quatre 
côtés  partagent  le  quadrilatère  en  quatre  quadrilatères  équiva- 
lents. 

Soient  E,  F,  H  les  milieux  des  trois  côtés.  Les  triangles 
COF,  FOB  sont  égaux;   de  même  les  triangles  COE.  BOH 
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sont  égaux  puisqu'ils  sont  reclangies.  et  que,  d'après  une 
remarque  précédente,  on  a  OE  =  BH,  el  que  les  hypoté- 
nuses sont  égales  comme  raj'ons. 

Donc  les  deux  quadrilatères  EOFC,  FOHB  sont  équivalents. 
On  prouverait  de  même  que  les  quatre  quadrilatères  formés 
de  la  même  manière  sont  équivalents. 

4.  —  Le  point  d'intersection  des  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  est  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  le  centre  au  point 
d'intersection  des  diagonales. 

Menons  en  efïet  la  médiane  IH;  elle  est  égale  à  la  moitié 
de  AB  et  par  suite  à  OE.  d'après  ce  que  nous  avons  déjà 
vu;  de  même  lE  est  égal  à  OH.  Donc  la  figure  EOIÏI  est  un 
parallélogramme;  donc  la  diagonale  HE  passe  par  le  milieu 
de  01  (*j. 

5.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  des  milieux  des  côtés  sur 
les  côtes  opposés  passent  par  un  même  point,  qui  est  le  point  de 
concours  des  diagonales. 

Nous  venons  de  voir  que  OE  était  parallèle  à  IH.  Donc, 
puisque  OE  est  perpendiculaire  à  CD,  il  en  est  de  même 
de  la  ligne  IH,  qui  est  donc  confondue  avec  la  perpendicu- 
laire à  CD  menée  par  le  milieu  de  AB. 

(j.  —  Lorsque  le  système  des  diagonales  tourne  autour  du  point 
I,  tous  les  quadrilatères  ainsi  formés  ont  le  même  centre  de 
gravité. 

Soit  P  le  milieu  de  la  diagonale  BD.  Menons  les  médianes 
AP,  GP.  Soient  y  et  y  les  centres  de  gravité  des  triangles 
ABD.  BGD;  ces  points  divisent  les  droites  AP,  CP  dans  le 
rapport  de  i  à  2,  à  partir  du  point  P. 

(*)  Les  deux  propositions  3  et  4  ne  sont  i)as  particulières  au  quadrilatère 
inscrit  à  diagonales  rectangulaires.  Si  par  le  milieu  de  chaque  diagonale  d'un 
(juadrilatère  quelconque,  on  mène  une  parallèle  à  l'autre^  et  qu'on  joigne  le 
point  de  renconti-e  de  ces  deux  lignes  aux  milieux  des  côtés,  on  partage  le  (]ua- 
drilatère  en  quatre  quadrilatères  équivalents,  et  la  ligne  qui  joint  les  milieux  de 
deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  passe  au  milieu  de  la  ligne  qui  joiilt  le 
point  de  concours  des  diagonales  au  point  que  nous  venons  de  déterminer. 

Note  de  la  Rédaclion.) 
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Appelons  J  le  point  où  la  droite  yy  coupe  la  droite  01,  et 
L  le  point  ou  elle  coupe  la  diagonale  BD. 
Je  dis  d'abord  que  Ly  est  égal  à  Jy'. 

Ly  Py  I 

Eu  efTel,  on  a        — — -  =  — -—  =  ^7-. 
Ai  PA  0 

AI  . 


:> 
CI 


Donc  Ly  = 

On  a  de  même  Ly'  ^  . 

Les  triangles  semblables  ILJ,  lOP  donnent  facilemeni 

On  eu  déduit 

j,  =  L,  +  LJ  =  Al±î2£.. 

Mais  AI=AQ— IQ;     OP  =  IQ. 

Ponc  Jy  =  • t: =   — :r-  =  Ly  . 


' 

3 

3 

Par 

suite, 

on 

a  aussi 

L-, 

'    

■  Jy'- 

Oii 

en 

tire 

finalemen 

t 

Jï 

Ly 

surf 

BCD 

Jy' 

Ly 



surf  ABD 

Donc  le  point  J  est  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

Donc  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint 
le  centre  au  point  de  concours  des  diagonales,  et  divise  cette 
ligne  dans  le  rapport  de  i  à  2  ;  ce  point  est  donc  fixe  avec 
le  point  I. 

7.  —  Chaque  diagonale  partage  le  quadrilatère  en  deux 
triangles,  dont  on  considère  les  centres  de  gravité.  Si  on  joint  le 
centre  de  la  circonférence  aux  centres  de  gravité  des  triangles, 
les  points  oii  ces  droites  rencontrent  les  diagonales  sont  les  points 
de  concours  des  hauteurs  des  divers  triangles;  ces  points  son 
en  outre  symétriques  des  sommets  par  rapport  aux  diagonales, 

0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  et 
y'  étant  son  centre  de  gravité,  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  de  ce  triangle  se  trouve  sur  la  ligne  Oy'  et  sa  dis- 
tance au  point  y' est  double     de  Ov.    Ce  point   est  d'ailleurs 


/     ^ 

-< 

\ 

Z^-^^^T^ 

;/\ 

^\     (  ''■'■• 

^y^ 

;■      1 

^\V.''/ 
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-T 

H 
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sur  Cl;  il  est  donc  bien  au  point  A'  de  rencontre  de  Oy'  et 
de  CI. 

De  plus  on  a      Al  =  BJy'  =  l^yL  =^  Al. 

A'  est  donc  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  CD. 

8.  —  La  figure  formée  en  joignant  les  milieux  des  côtés 

du  quadrilatère  est  un 
rectangle,  et  par  suite 
inscriptible  dans  une  cir- 
conférence; cette  circon- 
férence, d'après  ce  que 
nous  avons  vu  précédem- 
ment, a  pour  centre  le 
point  G,  milieu  de  01 
ijUj.  j2),et  si  nous  joignons 
le  point  I  au  milieu  d'un 
côté,  la  ligne  ainsi  menée 
est  perpendiculaire  sur  le 
côté  opposé.  11  est  facile 
"^  ^  d'en  déduire  que  les  pieds 

des  perpendiculaires  abaissées  du  point  1  sur  les  quatre 
côtés  sont  sur  la  même  circonférence  qui  passe  par  les 
milieux  des  côtés. 

Soit  H  le  milieu  de  AB,  E  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  1  sur  AB;  les  lignes  OH  et  lE  sont 
parallèles.  Cela  posé,  prolongeons  HO  d'une  longueur 
OF  =r:  lE.  La  ligne  EF  passe  par  le  point  G;  c'est  donc  un 
diamètre  de  la  circonférence,  et  on  en  déduit  facilement  que 
le  point  F  est  sur  la  même  circonférence  que  précédemment. 
Menons  la  ligne  HQ,  qui  passe  par.  le  milieu  de  AB  et 
par  le  milieu  de  la  diagonale  AC,  et  prolongeons-la  jusqu'au 
point  M  oii  elle  rencontre  la  circonférence  que  nous  avons 
considérée  précédemment;  l'angle  AQH  est  égal  à  l'angle 
ACB  ;  l'angle  POK  est  égal  à  ADB,  et  par  suite  à  ACB;  donc 
les  deux  lignes  HM  et  KO  sont  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  mené  par  G  parallèlement  à  la  diagonale  AC  ;  les 
I)oints  0  et  Q  étant  deux  points  symétriques,  on  voit  que 
le  segment  QM   est  égal  à  la  perpendiculaire  abaissée  du 
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point  I  sur  le  côté  AD.  Il  en  résulle  que  la  circonférence  qui 
passe  par  les  milieux  des  côtés  contient  en  outre  douze 
autres  points  principaux,  savoir: 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  I  sur 
les  quatre  côtés  ; 

Les  points  obtenus  en  abaissant  du  centre  du  cercle 
donné  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  côtés,  et  prolon- 
geant chaque  ligne,  au  delà  du  centre,  d'une  longueur  égale 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  le  côté  considéré'. 

Les  points  obtenus  en  menant  par  le  milieu  H  d'un  côté 
AB  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  adjacents  BG,  et  prolon- 
geant cette  ligne,  à  partir  de  la  diagonale  qui  passe  par  les 
points  A  et  C,  d'une  longueur  égale  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I  sur  le  côté  AD,  opposé  à  BU. 

Cherchons  la  longueur  du  rayon  de  cette  circonférence. 
Appelons  l  la  dislance  01.  Le  triangle  OIH  nous  donne 

OH-  +  HI-  =  2GH^  -f  -^.• 

Donc,  en  appelant  r'  le  ra^^on  GH.  ou  a  : 
,,^  _  _r^ l^ 

~    2  4  ■ 

Il  en  résulte  que  la  position  et  la  grandeur  de  ce  cercle 
ne  dépendent  que  de  la  position  du  point  I. 

9.  —  La  circonférence  décrite  sur  OB  comme  diamètre  f/iç'.  3) 
passe  évidem- 
ment par  les  mi- 
lieux H  et  L  des 
côtés  BA  et  BC, 
et  aussi  au  milieu 
P  de  la  diagonale 
BD.  Nous  allons 
déterminer  d'au- 
tres points  de  la 
circonférence. 
Soit  B'  le  symé- 
trique de  B  par 
rapport  au  point 
I.  Nous  avons  vu  f,  3 
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que  B'  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  Iriang-le 
ADG.  Donc  AB'K  est  la  hauteur  de  ce  triangle.  Gela  posé, 
menons  la  ligne  IH;  soit  F  le  point  oii  elle  rencontre  la 
circonférence  décrite  sur  OB.  On  a 

IF  .  m  =  Bl  .  PI. 

Or  IH  =  ^. 

2 

Donc  on  a 

IF  .  AB  =  2BI  .  PI  =  BI  (DI  —  BI)  =  BI  .  B  D. 
Mais  BI  .  DB'  =  B'I  .  DB'  =  AB'  .  BK, 

et  comme  AB'  =  AB, 

On  en  déduit  enfin 

IF  .  AB  =  AB  .  KB', 
d'où  IF  =  KB'. 

AB 

Menons  de  même  la  ligne  LQ  ;  cette  ligne  est  égale  à ; 


de  plus,  les  points  letQ  sont  équidistants  du  point  E,  centre 
de  la  circonférence  OB,  puisque  ce  sont  les  projections  des 
extrémités  d'un  diamètre  sur  une  même  droite.  Il  en  résulte 
que  ces  points  ont  môme  puissance  par  rapport  au  cercle  ; 
donc,  si  l'on  prolonge  la  ligne  QL  jusqu'au  point  S  où  elle 
rencontre  la  circonférence,  on  aura 

QL  .  QS  =  IH  .  IF. 

On  en  déduit  QS  =  IF  =  B'K. 

On  a  donc  ainsi  sept  points  situés  sur  une  même  circon- 
férence. 

40. — Les  extrémités  de  deuxcôtés  opposés  on  abaisse  desperpen- 
diculaires  sur  ces  côlés.  Les  pieds  de  ces  quatre  perpendiculaires 
sont  sur  une  même  circonférence,  ayant  pour  centre  le  point  I. 

D'abord  le  point  H  étant  le  milieu  de  AB,  nous  savons 
que  la  ligne  IH  est  perpendiculaire  sur  CD.  Donc  le  point  I 
est  également  distant  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  A  et  de  B  sur  CD.  Il  est  aussi  à  égale  distance  des  pieds 
des  perpendiculaires  menées  de  C  et  de  D  sur  AB.  En  outre, 
les  lignes  AK  et  AB  étant  symétriques  par  rapport  à  AC, 
si  de  ce  point  C  j'abaisse  des  perpendiculaires  CK  et  CT  sur 
AK  et  AB,  les  dislances  IK  et  IT  sont  égales. 
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Les  huit  pieds  des  perpendiculaires  soûl  sur  deux  circou- 
férences  concentriques  ayant  pour  centre  le  point  I. 

11.  —  Ou  peut  démoulrer  sur  les  perpendiculaires  ainsi 
menées  des  sommets  sur  les  côtés,  les  théorèmes  suivants, 
que  nous  ne  ferons  qu'énoncer. 

Les  perpendiculaires  abaissée.'^  de  deux  sommets  opposés  sur 
deux  côtés  opposés  sont  proportionnelles  aux  deux  autres  côtés; 
AK  AD 

Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  sommet  sur  les  deux 
côtés  qui  n'aboutissent  pas  à  ce  sommet  sont  proportionnelles 
aux  autres  côtés.  On  a 

AK  AD 


AR  AB 

La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  deux 
sommets  opposés  sur  deux  côtés  opposés  est  égale  au  carré  de  la 
diagonale  qui  joint  les  deux  sommets.  On  a 
AK^  4  CT'^  =  AC^ 

La  somme  des  carrée  des  hauteurs  est  égale  à  deux  fois  la 
somme  des  carrés  des  diagonales, 

La  somme  des  huit  hauteurs,  multipliée  par  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit,  est  égale  au  produit  du  périmètre  par  la  somme 
des  diagonales. 

Le  produit  de  la  ligne  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  issues 
d'un  même  sommet  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  égal 
au  rectangle  des  diagonales. 
On  a  RK   .  3R  =  AC  .  BD. 

12.  —  On  peut  toujours  inscrire  dans  le  quadrilatère  une 
ellipse  dont  les  foyers  soient  l'un  le  centre  du  cercle,  l'autre  le 
point  de  rencontre  des  diagonales. 

Considérons  (fig.  4)  les  angles  GOD,ACB;  ces  deux  angles 
sont  complémentaires.  Par  suite  COD  est  égal  à  ACB.  Donc 
les  angles  OGD,  KJB  sont  égaux;  pour  la  même  raison  les 
angles  lAB,  OAD;  IDC,  ODA  sont  égaux. 

Décrivons  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  0  et  I, 
et  tangente  à  un  des  côtés,  BC  par  exemple;  menons  du  point 
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C  une  seconde  tangente  à  cette  ellipse;  l'angle  qu'elle  fera 

avec  le  rayon  (iOsera  égal 
à  l'angle  ACB  ;  celte  tan- 
gente sera  par  suite  con- 
fondue avec  CD.  Pour  la 
même  raison,  l'ellipse  est 
tangente  aux  quatre  côtés 
du  quadrilatère. 

Les  axes  de  celte  ellipse 
sont  dirigés  suivant  01  et 
suivant  une  perpendicu- 
laire menée  à  01  par  son 
milieu.  Le  cercle  principal 
de  cette  ellipse  est  le  cercle 
qui  passe  par  les  milieux 

des  côtés  du  quadrilatère.  Par  suite,  le  carré  du  demi-grand 

r-         /*  ?-^  — /'^ 

axe  esta**  =r ,  elle  carré  du  petit  axe  est  &'-= . 

24  2 

13.  —  Si  par  les  milieux  des  côtes  on  mène  des  tangentes  à 
Pellipse  précédente,  elles  sont  parallèles  aux  côtés  opposé.i. 

En  effet,  si  par  le  point  L  par  exemple  je  mène  une  tangente 
ù  l'ellipse,  elle  fera  avec  OL  un  angle  égala  ILB;  par  suite 
cet  angle  sera  le  complément  de  OLL  La  tangente  sera  donc 
perpendiculaire  à  LI,  et  par  suite  parallèle  à  AD. 

14.  —  Si  l'on  mène  les  bissectrices  de  deux  angles  consécutifs, 
ees  bissectrices  rencontrent  01  aux  points  v.  et  p.  Le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  0,  a,  [B,  I,  est  égal  au  rapport  an- 
harmonique  des  points  correspondant  aux  deux  autres  bissectrices. 

Soient  a  et  p  les  points  où  les  bissectrices  des  angles  A 
et  B  rencontrent  la  ligne  01;  les  angles  OAD,  CAB  étant 
égaux,  la  bissectrice   de  l'angle  A  est  bissectrice  de  l'angle 

OAI.  Donc 
de  même  on  a 

donc 
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Ou  a  de  même 
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donc  les  deux  rapports  anharmoniques  sont  égaux. 

On  peut  déduire  delà  d'aulies  théorèmes,  en  appliquant 
les  propriétés  des  faisceaux  anharmouiques.  Par  exemple, 
si  on  joint  le  point  B  aux  points  y  et  {-i,  et  le  point  D  aux 
points  a  et  o,  les  deux  faisceaux 

B  (0,  I,  f.,  y),     D  (0,  I,a,  o) 
ont  un  rapport  anharmonique  égal  et  un  faisceau  homologue 
commun  ;  il    s'ensuit    que    si  l'on  prolonge  les  droites  Bf^, 
By,  jusqu'à  leur  rencontre  avec  D/,  Do,  la  ligne  qui  joindra 
les  points  d'intersection  passera  par  le  centre. 

lo.  —  Supposons  que  le  système  des  diagonales  tourne 
autour  du  point  I.  Les  quatre  côtés  du  quadrilatère  enve- 
lopperont l'ellipse  déjà  considérée.  Le  cercle  principal  et  les 
cercles  directeurs  de  cette  ellipse  resteront  fixes.  Il  s'en- 
suivra que  les  milieux  des  côtés  et  les  projections  du  point 
I  décriront  le  cercle  principal;  les  symétriques  du  centre 
et  du  point  I  par  rapport  aux  côtés  décriront  aussi  des  cir- 
conférences qui  seront  les  cercles  directeurs. 

Les  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre  triangles 
ayant  pour  hases  les  diagonales  sont  symétriques  des 
sommets  par  rapport  aux  diagonales,  dont  ils  décrivent  une 
circonférence  ayant  même  rayon  que  le  cercle  donné,  et 
pour  centre  le  symétrique  du  centre  par  rapport  au  point 
d'intersection  des  diagonales. 

Soit  y  le  centre  de  gravité  d'un  des  triangles  précédents  : 
y  se  trouve  sur  la  ligne  OB',  et  la  partage  dans  le  rapport 
de  1  à  2;  or  le  point  B' décrit  une  circonférence:  il  s'ensuit 
que  le  point  y  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  se 
trouve  sur  01. 
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par  M.  Janck,  tHeve  du  Lycée  Charlemagne. 


Si  on  considère  des  fractions  irréductibles  de  même  dénominateur 
^.  -^  , elles  donnent  lieu  à  des  quotients  décimaux  pério- 
diques, simples  ou  mixtes,  qui  ont  le  même  nombre  de  chiffres  à 
la  période. 

Ordinairement  on   démontre  ce  théorème   dans  le  cas  oîi 

P  est  premier  avec   lo,  et  on  en  déduit  le  théorème  général. 

Mais  la  démonstration  qu'on  donne  dans  la  plupartdes  cours 

est  assez  difticile  à  retenir;  nous  pensons  que  la  suivante 

est  plus  simple. 

N 
1*^  Supposons  P  premier  avec  lo,  La  fraction  —      donne 

alors  naissance  à  une  fraction  pério:lique  simple,  avec  ou 

sans  partie  entière, 

N 


On  a  donc  —  =:  B,  •/%,.  ./afiv. 


B  étant  la  partie  entière,  et  aSv  ...  X  la  période. 
La  génératrice  de  cette  fraction    décimale  est,  comme  on 

Ba^iY  ...   A  —  B 

sait.  — '- 

999  •••   9 
X        B'//sY  ...   X  —  B 

et  par  suite  -77  =:  — '- . 

P  999   ■•■    9  , 

Mais,  d'après  un  théorème  connu,  ^  étant   une    fraction 

irréductible,   P  divise  le    nombre    999   ...   9.  Si   donc   un 
effectue  la  division  suivante,  en  ayant  soin  d'abaisser  à  la 
droite  de  chaque  reste  le  chilïre  9, 
qqgq    . ..    ( 


aq 
69   . 


mnp   . 


kg 
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Le  nombre  des  chiliVes  9  qui  forment  le  dividende  sera 
précisément  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  ;  ce  nom- 
bre est  indépendant  de  la  valeur  des  numérateurs  N,  N'  W... 
Le  théorème  est  donc  démontré  quand  N  est  premier  avec  10; 
car  pour  avoir  la  période,  il  suffit  de  multiplier  le  quotient 
obtenu  par  N,  si  N  est  <  P,  et  par  X  —  BP,  si  N  est  >  P; 
d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  sera 
toujours  le  même,  quel  que  soit  X. 

2°  Si  P  n  esL  pas  premier  avec  10,  on  a  P=  p.2".5'>,  p 
étant  premier  avec   10. 

N 

Si  l'on  a       —  =  A,  Bv/vy  . .  •  À'/fiy  ...  X. . . 

B,   qui   est  la   partie  irrégulière,  renferme  autant  de  chiffres 
qu'il  j  a  d'unités  dans  le  plus  grand  des  deux  nombres  a  et  6. 
Posons  a  =  b  -\-  c:  nous  aurons 

—  =  A.  B-y/sv    .  .  .    Av/iY    ...    A    ... 

N  .  5^ 

Donc         =  AB.  7/v;  ...   /-v/iv  ...   l... 

P 
X  .  5*^  étant  premier    avec  yj. 

Eu  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  voit  que  le 
nombre  des  chiffres  de  la  période  est  encore  indépendant  de 
N,  et  qu'il  s'obtient  par  une  division. 

iV.  B.  —  Cette  question  a  été  proposée  dans  la  composition 
d'arithmétique  du  concours  d'admission  à  l'École  navale  eu 
1878. 
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On  demandait  d'en  faire  l'application  à  l'exemple 
Or,  on   a 


III     III 

999 
o 

La  période  a  donc  3  chiffres  ;  elle  est  9  X  i  =  9  pour 
la  première  fraction,  c'est-à-dire  de  009,  puisqu'on  vient  de 
dire  qu'elle  a  3  chiffres.  Elle  est  4?  X  9  pour  la  deuxième 
fraction,  c'est-à-dire  387. 
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NOTE  SUR  lA  QUESTION  -28-2 

P;irM.  li.CJeoffroy,  professeur ûu Collège Chaptal,  répétiteuràlÉi^ole  centrale. 


La  solution  donnée  dans  le  numéro  d'avril  pour  la  ques- 
tion 28:2  est  incomplète,  les  nombres  entiers  m  et  n  ne  sont 
pas  donnés,  et  par  suite  la  formule  (4)  de  la  page  163  ne 
peut  servir  au  calcul  des  angles  du  triangle.  La  solution  sui- 
\ante  va  nous  montrer  que  les  tangentes  des  trois  angles  du 
triangle  sont  exprimées  par  des  nombres  entiers  et  positifs. 

En  effet,  d'après  l'énoncé  on  sait  que  :  1°  le  rapport  du 
carré  de  chacune  des  hauteurs  au  rectangle  des  segments  ciuelle 
détermine  sur  la  base  correspondante  est  e.iprimé  par  un  nombre 
entier;  2''  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du  pro- 
duit des  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par  ces  hauteurs 
sur  les  côtés  opposés. 

Il  résulte  immédiatement  de  l'énoncé  les  égalités  suivantes; 
tg  B  tg  C  =  p, 
tg  C  tg  A  =  q, 
tg  A  tg  B  =  r, 
p,  q,  r  étant  des  nombres  entiers.  Enfin,  la  seconde  condi- 
tion devient  tg  A  tg  B  tg  G  =  s. 

Or.  entre  les  tangentes  des  angles  d'un  triangle,  on  a 
tg  A+  tgB  +  lgC  =  tgAtgBtgC; 

d'où  l'on  tire  tg  C  =      ^^ '^  ~^^^  ^     . 

tg  A  tg  B  -  I 

Ou  obtient  alors,  par  la  première  des  égalités  ci-dessus, 

tg  A  tg  B  +  tg^  B 


tg  A  tg  B  —  I 

r  +  tg^  B 


tg  B  tg  G  = 

ou  -  P  = 

r  —  I 

Le  dénominateur  de  cette  égalité  est  entier.  Donc  le 
numérateur  doit  être  entier,  c'est-à-dire  que  tg'^B  doit  être 
un  nombre  entier,  par  suite  tg  B  est  entier  ou  incommen- 
surable. Gette  dernière  hypothèse  n'est  pas  admissible;  car, 
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puisque  l'ou  a 

tg  /V  tg  B  Ig  C  =  s 
tg  A  tg  G  =  q 

on  en  déduit  tg  B  =  — ? 

q 

quantité  couimeusurable.   puisque  s  ei  q  sont  entiers. 

Donc  tg  B  est  entier.  On  verrait  qu'il  en  est  de  même 
pour  les  autres  tangentes.   Donc 

Les  tangentes  des  angles  du  triangle  répondant  à  la  question 
sont  exprimées  par  des  nombres  entiers. 

Cela  posé;  l'égalité 

tg  A  -f  tg  B  -f  tg  C  =  tg  A  tg  B  tg  C 
nous  permet  de  ramener  la  question  à  la  suivante:  Trouver 
trois  nombres  entiers  dont  la  somme  soit  égale  au  produit. 

Désignons  par  x  le  plus  petit  des  trois  nombres  entiers 
cherchés,  par  x  -\-  y.  x-{-  y^.  les  deux  autres.   On  aura 

x{x  +  y){x  4-  y^)  =  3x  -^  y  -{-  y^ 
ou  x^  +  (y  +  î/,)  X'  -f  yy,x  =  3x  -{-  y  -]-  y, 
ou  enfin  x{3  —  yy,)  =  x'  +  {y  +  y,)[x''  —  i). 

Le  second  membre  de  celte  égalité  est  essentiellement 
positif;  donc  il  faut  que  l'on  ait 

3  —  2/!/i  >  o. 

Or.  y  et  y^  sont  deux  nombres  entiers  positifs,  (.lifférenls  ; 
donc  il  faut  faire         y  =   i,     y^=  2. 

On  obtient,  pour  déterminer  x.  l'équation 
x{x  +  i){x  -(-  2)  =  3{.jj  4-   i) 
ou  x{x  -f-  ^)  =  3 . 

En  rejetant  la  solution  négative  —  3,  puisque  x  est 
entier  et  positif,  on  a  j:  ^  i  ;  donc 

tg  A  =.  i;     lgB  =  2;     tgC  =  3. 

On  voit  donc  bien  que  les  tangentes  des  angles  du 
triangle  sont  expiimées  par  des  nombres  entiers,  et  même 
que  les  angles  sont  déterminés.  Le  triangle  est  donc 
d'espèce  connue,  et  il  est  facile  de  le  résoudre  puisque  l'on 
en  donne  un  élément  linéaire. 
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NOTE  DP]  COSMOGRAPHIE 

(crépuscule) 

l'ar  II.  ltoiar^'<'n  'lu  •'nlli'-c  i\\\\. 


A  la  page  441  de  la  4''  année  de  ce  journal,  M.  Morel  a 
donné  la  formule  qui  sert  à  calculer  la  durée  du  jour  a 
diverses  époques  de  l'année;  nous  nous  proposons  dans  cette 
note  d'indiquer  comment  on  peut  calculer  cette  durée  en 
tenant  compte  du  crépuscule. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  du  méridien  du 

lieu  considéré. Soient 
HH'  l'horizon,  CC 
le  cercle  crépuscu- 
laire à  iS*^  au-des- 
sous de  l'horizon, 
PP'  l'axe  du  monde, 
et  AA'  le  parallèle 
décrit  par  le  soleil 
le  jour  considéré. 

Cela  posé,  rabat- 
tons sur  le  plan  de 
la  figure  le  cercle 
AA'  en  le  faisant 
tourner  autour  de 
son  diamètre.  Les 
intersections  de  ce 
cercle  avec  les  cercles  HH',  CC,  se  rabatlent  suivant  les 
lignes  MI,  SK,  perpendiculaires  à  AA'.  L'arc  MS  représente 
le  cTrépuscule,  et  l'arc  SA'  la  moitié  de  la  nuit  diminuée 
du  crépuscule.  Nous  allons  chercher  l'expression  de  l'angle 
SOA'.  Il  est  clair  que,  connaissant  cet  angle,  nous  connaî- 
trons l'angle  MOS,  car  si  l'angle  SOA'  augmente,  l'angle 
MOS  diminue  et  vice  versa. 
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Le  triangle  SOK  de  la  figure  ci-contre  donne 

OK 


cos 


OK   = 


"    OS  ' 

cherchons  maintenant  les  valeurs  OK  et  OS,  et  nous  aurons 

la  formule  que  nous  nous  proposons  d'établir. 

Nous  avons         OK  =  (OT  -f  TR)  tg  À, 

et  supposant  le  rayon  de   la  si^hère    céleste  égal   à    l'unité. 

/  .  ,     sin  iS^N 

sm  A  H : — ^—      tg  À; 

\  '       sin  À   /     ^ 

d'autre  part,  OS  =  OA  =  cos  A. 

Nous  trouvons  donc 

f  .      .      .     sin   i8n         , 

sm   A    -] : —       Ig   A 

cos  a  =  : 

cos  A 

formule  qui  peut  s'écrire 

cos    i  =  tg  A  tg    A    -f-    .  (  1  \ 

'  ^       ^  '    cos  A  cos  A 

Donc,  la  durée  du  crépuscule  du  lieu  ne  dépend   que  de 
la  latitude  du  lieu  et  de  la  déclinaison  du  soleil. 
Discussion  de  la  formule 

r           t       ^    <       V       I           COS    18" 
cos   '^  =  tg   A  tg  A    -| ^ . 

cos  À  cos  A 

Pour  que  l'angle  |i  existe,  il  faut  que  son  cosinus  soit  plus 

sin  18" 
petit  que  l'unité,  c'est-à-dire  que  tg  A  tg  A  -] <  i. 

sin  X  cos  A 

Mais  X  et  A  élant  nécessairement  aigus,  on  en  tire 

cos  (À  -|-  A)  >   cos  72", 
ou  enfin  À  -f"  -^  <  72*'-  (2) 

Si,  dans  cette  formule,  nous  prenons  À  pour  inconnue,  et 
si  nous  faisons  varier  A  de  o  à  23°3o',  nous  trouverons  les 
valeuis  correspondantes  de  X.  Ces  valeurs  de  À  indiquent  les 
régions  pour  lesquelles  p  existe,  c'est-à-dire  pour  lesquelles 
il  y  a  nuit.  Si  l'on  se  place  à  des  latitudes  supérieures  à 
celle  qu'indique  la  formule  (2),  la  nuit  est  remplacée  par  le 
crépuscule. 

Si,  par  exemple,  A  =  o,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  que 
le  soleil  soit  à  l'équinoxe,    nous  trouvons  À  <  72°,  valent 


—  ^2o6  — 

qui  signitie  que  si  l'ou  se  place  à  72  degrés  de  latitude  et 
au  delà,  le  crépuscule  durera  toute  la  nuit. 

Si,  au  contraire,  A  =  23°3o',  l  =z  48'^3o',  au-dessus  de  la 
latitude  de  48°3o',  au  solstice  d'été,  le  crépuscule  dure  toute 
la  nuit. 

Mais  si  l'on  faisait  varier  À  et  qu'on  prit  pour  inconnue 
A,  on  trouverait  les  déclinaisons  à  partir  desquelles  le  cré- 
puscule durerait  toute  la  nuit.  En  efTet,  si  l'on  prend  À  =  o 
c'est-à-dire  si  l'on  se  place  à  l'équateur,  A  <  72°,  ce  qui 
signifie  que  le  soleil  doit  avoir  une  déclinaison  de  72"  pour 
qu'il  n'y  ait  pas  de  nuit  à  l'équateur,  ce  qui  ïi'a  jamais  lieu. 
Si  nous  prenons  X  =  60°,  A  <  12",  c'est-à-dire  qu'à  partir 
du  12°  de  déclinaison,  il  n'y  a  plus  de  nuit  jusqu'à  ce  que 
le  soleil  ait  atteint  23°3o'. 

D'après  tout  ce  qui  précède,  nous  pouvons  formuler  la  loi 
suivante  :  Le  crépuscule  suit  les  variations  du  jour.  Si  le  jour 
grandit,  le  crépuscule  croit;  si  le  jour  diminue,  le  crépuscule 
décroit. 

Remarque.  —  Ou  peut  facilement  rendre  la  formule  (1)  cal- 
culable par  logarithmes.  On  a  en  efTet 

sin   18°  sin  A  sin  À  -J-  sin  18" 

COS    'i  =  tg  À  tg    A   H ; ; =  ; r 

^  sm  A  COS  A  cos  A  cos  À 

_        sin  (o  +  18'^') 
cos  o  cos  A  cos  A 
en  nommant  o  un  angle  auxiliaire  déterminé  par  la  relation 
sin  A  sin  X  =  cos  18"  tg  o. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Deux   trianylcs   sont  semblables  ([uand   tune   des  conditioiu: 
suivantes  est  remplie  : 

/"  Les  tangentes  des  anç/lcs  sont  proportionnelles  ; 
i"  Les  tangentes  des  demi-angles  sont  proportionnelles  ; 
S'^  Les  cosinus  des  angles  sont  proportionnels  ; 
4"  Les  sinus  des  demi-angles  sont  proportionnels. 
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1"  On  a  entre  les  tangentes  des  angles  la  relation 

tg  A  +  tg  B  +  Ig  G  =  tg  A  tg  B  tg  C. 
Par  hypothèse,  on  a  aussi,  en  appelant  A',  B,  C  les  angles 


du  second  triangle 

ta- A  to-B  to-G 


t. 


tg  A'  tg  B'  tg  G 

Par  conséquent  cette  hypothèse  donne 

i  (tg  A  +  tg  B'  4-  tg  G)  =  t^  tg  A'  tg  B'  tg  G'. 
Mais  la  formule  que  nous  avons  établie  plus  haut  est  vraie 
pour  un  triangle  quelconque,  donc  elle  est  vraie   pour  les 
angles  A'  B'  G'  ;  par  suite,  il  vient 

t-  =  1. 
On  ne  peut  supposer  t  =  —  i,  car  cela  donnerait,  puisque 
les  angles  A,  B,  G,  A',  B',  G'  sont  inférieurs  à   i8o°, 
A  -f-  A'  =  2(1 
B  4-  B'   =  2d 
G  +  G'  =  2(1 
Donc  il  faut  faire  t  =  i,  et  alors  les  deux  triangles  sont 
équiangles. 
2*^  On  a  aussi,  entre  les  angles  d'un  triangle  la  relation 

ta-  —  =  t  ; 


=  m: 


on  en  déduit  encore       m-  —  i  =  o, 

puisque  la  relation  est  vraie  pour  les  angles  d'un  triangle 

quelconque.  On  aura  donc  encore  m  =  i ,  la  solution  m  =  —  i 

.     ,  •  ,  ,       '^     B 

devant  être  rejetee,  puisque  les  angles  — ,  —  . . .  sont  né- 
cessairement aigus  et  ont  par  suite  des  tangentes  essentiel- 
lement positives.  On  en  conclut  que  les  deux  triangles  sont 
équiangles, 

3°  Entre  les  cosinus  des  angles  d'un  triangle,  on  a  la  rela- 
tion I  —  cos^  A  —  cos'^  B  —  cos^  G  =  2  cos  A  cos  B  ces  G. 
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A         B 

+ 

tg- 

B          G               G 

2     '^     2     +^S-     2     ^ 

et  puisque  l'on  a 

'st 

tg      ^                    tg      '' 

2                                2 

,      A' 

.      B'              ,      G' 

tg    . 

tg  —            tg 
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Cette  relation  est  vraie  pour  un  triangle  quelconque,  et 

cos  A         cos  B  cos  G 

si  j'ai  ry   =  Tjr  =  7^  =  m, 

"^  cos  A  cos  ii  cos  L 

cette  relation  deviendra 

I  —  m^  cos^  A'  — m-  cos^B'  —  m^  cos^  G'  =  2111^  cos  A'  cos  B'  cos  G', 

ce  qui  peut  s'écrire 

(m^  —  i)  (cos^  A'  -j-  cos-  B'  -f-  cos-  G') 

-|-  (m^  —  1)2  cos  A'  cos  B'  cos  G'  =  o. 

On  eu  tire  d'abord  m  =  i  ; 

puis  {m  -j-  1)  (cos*  A'  -\-  cos-  B'  -|-  cos'^  G') 

-|-  2  (m*  -\-  m  -{-  i)  cos  A'  cos  B'  cos  G'  =  o. 

Gette  égalité  se  réduit,  en  vertu  de  la  relation  que  nous 
avons  rappelée,  à  2m*  cos  A'  cos  B'  cos  G'  -\-  »i-f-  i  =  o. 

Cette  équation  en  m   a   ses  racines   imaginaires,   car  la 
quantité  sous  le  radical  est 
I  —  8  cos  A  cos  B  cos  G  =  cos-  A  +  cos-  B  -j-  cos'^  G  —  3. 

Or  chacun  des  carrés  cos^  A,  cos'-^  B,  cos-  G  étant  inférieur 
à  l'unité,  leur  somme  est  inférieure  à  3,  donc  la  quantité 
sous  le  radical  est  négative. 

Il  en  résulte  encore  que  les  triangles  ont  leurs  angles 
égaux,  puisque  les  angles  ont  mêmes  cosinus  et  sont  posi- 
tifs, moindres  que  180". 

4"  Entre  les  sinus  des  demi-angles,  on  a  la  relation 

A         .       B         .G  .      A     .      B     .      G 

I  — siu- sm- sm* —  r=  2  sm  —  sm  —  sm  — . 

2  2  2  2  2  "^ 

Cette  égalité  présente  la  même  forme  que  la  précédente, 
et  on  verrait  facilement  que  l'hypothèse  de  la  proportion- 
nalité des  sinus  des  demi-angles  conduirait  à  la  condition 

\  T)  p 

(m  —  i)  (2m^  sin  -^-  sin  —  sin [-  m  4-  i)  z=  o. 

2  2  2 

Le  second  facteur  a  encore  ses  racines  imaginaires;  donc 

on  doit  prendre  m  =  1  et,  par  suite,  les  deux  triangles  sont 

encore  équiangles. 

On  donne  deux  nombres  a  et^  h  et  l'on  prend  la  moyenne 
arithmétique  entre  ces  deux  nombres,  et  on  continue  ainsi  en 
prenant  toujours  la  moyenne  arithmétique  du  dernier  nombre 
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formé  et  du  nombre  qui  le  précède.  On  demande  la  valeur  du  terme 

général  de  la  suite  ainsi  formée. 

^                                 a  -\-  b  ,6  —  a 

On  a  Oi  = =  a  -[- 


2 

b     ,    a,         a  -\-  b     ,    h  —  a             ,     b  —  a     ,     b  —  a 
a.,= = r-  =a-{ r- 

2  2  2  2  2  2 

De  même 

b  —  a          b  —  n 
a,    =  a  -\ ! ^-^- 

,      b  —  a     ,      b  —  a     .     b  —  a 

«i  =  «  H 1 T^ ^ 

b  —  a  b  —  a 

Q'i    =  a  -\ 1 — 


b  —  a     ,     b  —  a     ,     b  —  a     ,     b  —  a 


En  général 

,     b  —  a     .     b  —  a     ,     b  —  a     ,  ,     b  —  a 

a,a-,=  a-\- \ 1 (-  .    .   .  + 


2* 

b 

— 

a 

2' 

b 

— 

■  a 

2  j 

b 



a 

o2«— 1 


b  —  a     ,     b  —  a     ,     b  —  a 

=  «H :, r-+  ■  •  • 

2  2  2 

b  —  a  b  —  a 

'  ^  on — I  I 


22n— I        '  22" 

La  diflférence  entre  les  termes  de  rang  pair  et  les  termes 
de  rang  impair  tend  vers  zéro;  à  la  limite  on  a,  à  partir 
du  second  terme,  une  progression  géométrique  dont  le  pre- 

b  —  a  .  i 

mier  terme  est ,  et  la  raison  — ;  donc  on  a 

2  4 

lim  .  ap  =  a  -\-  -^  (h  —  a). 

0 


PROBLEME  DE  GEOMETRIE 


Un  triangle  ABC  étant  inscrit  dans  un  cercle  S,  on  considère 
sur  la  circonférence  deux  points  P  et  P'.  Les  projections  de  ces 
points  sur  les  côtés  du  triangle  sont  situés  sur  deux  droites  D  et 
D'  qui  se  coupent  en  M.  1*^  Démontrer  que  ce  point  M  décrit  une 
circonférence  S'  quand  le  sommet  C  se  meut  sur  le  cercle  S,  les 
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points  A,  B,  P  et  P'  restant  fixes  :  2"  trouver  le  lieu  des  centrés 
des  cercles  S' lorsque  les  points  P  etV  se  déplacent  sur  la  circonfé- 
rence S  de  façon  que  l'arc  PP'  conserve  une  longueur  constante  (*). 

La  droite  QR  correspondanl  au  point  P  passe  toujours  par 

le  point  fixe  Q;  la  droite 
Q'  R'  passe  par  le  point  Q'. 
Donc  il  suffît  de  démontrer, 
puisque  les  points  Q  et  Q' 
sont  fixes,  que  l'angle  en 
M  est  constant.  Or,  les 
quatre  points  A,  P',  Q'  et 
R'  sont  sur  une  circonfé- 
rence; 
donc  AQ'R'  =  APR' 

Mais  APR'  =  ATR, 
puisque  PR  et  P'  R'  sont 
parallèles  comme  perpen- 
diculaires à  une  même  droite  AG;  d'autre  part  on  a  MQQ' 
=  AQR  =  APR. 

Donc  QMQ'  =  QQ  R  —  Q  QM  =  ATR  —  APR  =  TAP. 

Donc  l'angle  en  M 
A — —       ^  gg^     ^gg^l     -^     l'angle 

a^^ant  pour  sommet 
le  point  A  et  passant 
par  les  points  P  et 
P';  il  est  donc  cons- 
tant, et  par  suite  le 
lieu  du  point  M  est 
une  circonférencepas- 
sant  par  les  points  Q 
et  Q' 

Pour  trouver  le  lieu 
du  centre  0  de  la 
circonférence  S',  je 
considère  la  position 


p 

\7 

9 

L 

D      \ 

^^^-''"'^ 

J)/ 

V' 

N/ 

/' 

p\ 

4- 

9- 

•    . 

N^ 

r>' 

(*)  Composition  de  géométrie  élémentaire  donnée  à  l'Agrégation  des  sciences 
iiKithématiques  en  1879. 
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particulière  de  PP'  où  celte  droite  est  parallèle  à  AB  ;  soit 
D  le  milieu  de  QQ'  pour  cette  position;  je  prends  une  autre 
position  PjP'  quelconque,  soit  D  le  milieu  de  QiQi'  et  Oi  le 
centre  du  cercle  correspondant;  le  triangle  QiC^Q/  est  cons- 
tant d'espèce,  et  toujours  semblable  au  triangle  POP',  ou 
au  triangle  PtOP'j  :  on  a  donc 

O.P.   ^  QiQ\  ^    OD 

OLi  PjPi  OH  ' 

L,D,  OD 

D  autre  part  ou  a  --  — ttj  . 

LjH  OH 

0|Di  LiDi  OD 


D'où  l'on  tin 


OLi  L,H  OH 

Mais  on  a  OH  =  L,0  +  L^H; 

donc  OD  =  O^Dj  ±  L^Dj  =  O^Li. 

Par  suite  la  figure  DOjLjO  est  un  parallélogramme  et  DOj 
=  OLj.  Par  suite  DOj  est  constant;  donc  le  lieu  de  0,  est 
un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  D  el  pour  rayon  la 
dislauce  du  centre  0  à  la  corde  conslanle  PP'. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENXES 


Session   d'aviil  1881. 


ACADÉMIE    DE    CAEN 

Calculer  la  surface  d'un  triangle,  connaissant  un  côté  a.  l'angle  opposé  A. 
et  la  médiane  m  issue  du  sommet  A.  MaNimnin  de  la  surface  en  supiiosant  nt 
et  A  invariables. 

—  Ré'ioudre  le  système  d'équalioas 

x+y+z—  a+b-^c 
bx  +  cij  4-  fls  =  ca;  -f-  aij  +  bz  =  a-  +  i-  +  C'.' 
mettre  la  valeur  des  inconnues  sous  forme  entière. 

—  On  peut,  à  l'aide  d'une  manivelle  dont  le  bras  a  i™  de  longueur,  fairo 
mouvoir  un  treuil  de  o"','-'5  de  diamètre  sur  letjuel  est  enroulée  une  corde 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan   incliné  dont   la    pente  ejt 

<.  Qi'el  est  le  poids  P  rpie  peut  laire  remonter  le  long  du  plan  un  liommo 

agissant  à  l'extrémité  de  la  manivelle  avec  une  forc-e  de  lo  kilogramme??   Dé- 
montrer que  le  travail  de  l'homme  est  égal  à  celui  du  poids  du  corps, 
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—  Connaissant  le  périmètre  et  la  surface  d'un  triangle  rectangle,  calculer  les 
trois  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  Chercher  les  conditions  pour  que  le 
triangle  soit  isoscèle. 


ACADÉMIE  DE  PARIS 

Calculer  le  volume  d'une  sphère,  sachant  que  la  différence  entre  ce  volume 
et  celui  du  cube  inscrit  dans  la  sphère  est  égale  à  un  mètre  cube. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  cercles  égaux  est  égale  au  rayon  com- 
mun R.  Exprimer,  au  moyen  de  11,  la  surface  de  la  partie  du  plan  commune 
aux  deux  cercles. 

—  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  sachant  que  la  différence  entre  la  surface  de 
l'hexngone  régulier  inscrit  et  celle  du  carré  inscrit  dans  le  même  cercle  est 
égale  à  3  mètres  carrés. 

—  Deux  cercles  égaux  de  rayon  R  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre.  La  distance 
des  centres  00'  est  égale  à  d.  D'un  point  A  pris  sur  la  ligne  00'  entre  les 
cercles,  on  mène  les  tangentes  AB,  AB',  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  00'.  Déterminer  la  distance  OA  de  façon  que  la  somme  des  surfaces  des 
deux  calottes  sphériques  engendrées  par  les  arcs  BD,  BD'  soit  égale  à  la  moitié 
de  la  surftice  de  l'une  des  sphères. 

—  Dans  un  cercle  de  rayon  donné,  mener  une  corde  AB  telle  que,  si  l'on 
joint  ses  deux  extrémités  au  centre  0,  et  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour 
du  diamètre  CD  parallèle  à  la  corde  AB,  le  volume  engendré  par  le  segment  de 
cercle  AMB  soit  eijuivalent  au  volume  engendré  par  le  triangle  AOB. 

—  Etant  donnés  une  sphère  dont  le  diamètre  est  AB,  et  le  plan  tangent  à 
l'extrémité  B  de  ce  diamètre,  mener  un  plan  sécant  CD  perpendiculaire  au  dia- 
mètre AB,  de  telle  sorte  que  le  volume  du  segment  de  sphère  CAD  soit  égal 
au  cylindre  dont  l'une  des  bases  est  la  section  de  la  sphère  par  ce  plan  CD, 
dont  les  arêtes  latérales  sont  parallèles  au  diamètre  AB,  et  dont  l'autre  base 
est  située  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  B. 

—  On  donne  dans  un  trapèze  ABCD  les  deux  bases  parallèles  AB  =  o. 
CD  =  b.  les  deux  diagonales  AD  =  a,  BC  :=  [3,  on  demande  de  calculer  la 
hauteur  /). 

—  Dans   un    triangle  BCA,  on   divise   îa   base   BC  en    un  point  D   tel  que 

— —  = .  On  demande  de  calculer  la  ligne  AD;  on  donne  AB  =  c,  AC  =  6. 

—  Trouver  le  rayon,  l'apolliènje  et  la  surface  du  dodécagone  régulier  ayant 
même  périmètre  que  l'hexagone  l'égulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R. 

—  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  la  fraction 

X-  —  X  +  1 
"       ■  X-  —  X  —  r 

est  toujours  positive. 

—  Soient  :  une  circonférence  0,  C  un  point  de  soa  plan  situé  à  une  distance 
du  centre  égale  au  diamètre,  CA  etCB  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
circonférence.  On  l'ait  tourner  la  figure  autour  de  OC;  AMB  engendre  un  seg- 
ment s|)hérique.  On  demande  de  calculer  le  rapport  du  volume  de  ce  segment 
à  celui  de  la  sphère  engendrée  par  le  cercle  0. 
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ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

On  donne  deux  circonférences  tangentes  extérieurement  dont  les  rayons 
sont  r  =  a,  R  =  3a  ;  calculer  :  1»  l'angle  S  formé  par  la  tangente  commune 
et  la  ligne  des  centres;  2°  l'aire  du  triangle  formé  par  la  ligne  des  centres,  la 
tangente  commune  et  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  menée  par  le 
point  de  contact  avec  la  petite  circonférence. 

—  Partager  un  angle  A  en  deux  i)arties  telles  que  le  rapport  des  sinus  soit 
égal  à  un  nombre  donné  n.  Application:  A  =  5o°  ;  n  =:  3. 

—  Etant  donné  le  rayon  R  de  la  base  d'un  cône  et  sa  hauteur  h,  déterminer 
la  distance  x,  à  partir  du  sommet,  à  laquelle  il  faut  mener  un  plan  parallèle 
à  la  base,  pour  que  le  volume  du  tronc  de  cône  soit  équivalent  à  m  lois  celui 
de  la  sphère  de  diamètre  x.  Application  :  R  =  7;  /i  =:  10;  m  =  3. 

—  Calculer  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  sachant  que  la 
raison  est  /■,  et  que  la  somme  des  n  pi-emiers  termes  est  égale  à  [n  +  4]  fois 
le  dernier  terme.  Application  :  r  =  3  ;  h  =25. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  circonférences  est  égal  à  «;  leurs  rayons 
sont  égaux  respectivement  à  r  et  r'.  3Iener  parallèlement  à  la  ligne  des  centres 
une  droite  de  longueur  donnée  comprise  entre  les  deux  circonférences, 

—  Quelle  est  la  p'us  petite  valeur  de  l'expression  3x-  —  8ic  +  7  quand  on 
fait  varier  a;  de  —  =c  à  +  *  • 


QUESTION   278 

Solution  par  31.  A.  Prost,  à  Lons-le-Saulnier. 


Soient  ABC,  a^y  c^^wa?  triangles  homothéliques,  dont  le  centre 
d'homothétic  est  l'un  quelconque  des  centres  des  cercles  im,crit  et 
exinscrit  au  triang  le  ABC. 

Soient  0.1),  SE,  y¥des  per- 
pendiculaires respectives  à 
Aa,   BS,  yC. 

Démontrer  que  les  points 
de  concours  des  droites  AB 
et  yF,  GA  et  [iE,  GB  et  aD 
sont  en  ligne  droite. 

Soientles  deux  triangles 
homolhétiques  ABC,  aSy 
dont  le  centre  d'homothé- 

tie  est  en  0,  centre  d'un  cercle  exinscrit  au  triangle  ABC. 
OC  étant  bissectrice  de  l'angle  BCA,  l'est   aussi  de  pyx;  il 
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en  est  de  même  des  bissectrices  aA,  OB  des  angles  extérieurs 
A  et  B,  par  suite  des  angles  a  et  p. 

Cela  posé  on  voit  facilement  que  les  droites  OC,  SE,  aD  ; 
puis  yF,  aD,  OB  ;  et  '5E,  yF,  OB  se  coupent  respectivement  en 
trois  points  a^  6,  c^. 

Il  en  résulte  que  les  sommets  C  et  Cj,  B  et  b^,  A  et  «j  des 
deux  triangles  ABC,  a^bi^Ci,  sont  sur  des  droites  concourant 
en  0  ;  d'après  un  théorème  connu  les  points  d'intersection 
D,  F,  E,  des  côtés  affectés  des  mêmes  lettres  sont  en  ligne 
droite, 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrier,  à  Lons-le-Saulnier  ; 
Rivard.  au  Mans;  Van  Aubel,  à  tiè^'e. 


QUESTION  279 

Solulion.  par  M,  Léon  Finat,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 


On  donne  un  dcmi-cerde  AGB  el  une  tangente  AD  à  l'extrémité 

A  du  diamètre  AB.  On 
i>  propose  de  mener  par  V ex- 
trémité B  une  droit e'Qdy 
qui  coupe  la  circonférence 
en  C  et  la  tangente  en  D, 
de  telle  sorte  que  si  l'on 
fait  tourner  la  figure  au- 
tour de  AB,  la  surface  de 
la  zone  engendrée  par  BG 
soit  égale  à  la  surface  du 
cercle  engendré  par  AD. 
On  doit  avoir 

T.  "BC-  =  T.  ÂD- 

0.1     -  DB"^  =(rÂ:'  =  BD.  CD. 

Le  point  C  partage  BD  en  moyenne  el  extrême  raison.  Dès 
lors  on  divisera  BA  en  moyenne  et  extrême  raison  et  par 
le  point  E  on  mènera  EG  parallèle  à  AD,  puis  on  joindra 
BG, 


Pour  l'expression  de  la  surface_on  a 

S  =27rR'^(\/5    —    l) 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  (jiiestion  :  MM.  Perrier,  Prost,  à  Lons-le- 
Saunier;  Botrget,  à  Aix;  Sinioiiet  àNeiifcliàteau;  Lapareillé,Daguilhon, au  lycée 
Henri  IV;  Gallon,  au  lycée  Louis-le -Grand  ;  Joly,  à  Tarbes  ;  Chrétien,  au 
Havre  ;  Andrieux,  Tinel,  à  Rouen;  de  Barrau,  à  Toulouse  ;  Pierron,  à  Nantes; 
Plender,  à  Besançon;  Desprez,  collège  Stanislas;  Latallerle,  à  Saint-Dier 
(Puy-de-Dôme);  dobert,  collège  Chaptal  ;  Hamon,  Rivard.  au  Mans;  Blessel, 
à  Paris  ;  Dulcy,  à  Chàteauroux. 


QUESTION  286 

Solution  par  M.  Lapareillé,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 
(Classe  de  M.  Colas.) 


X 


Établir  une  relation  entre  les  coefficients  de  Véquation 
ax*  -f-  bx^  -j-  cx'^  -j-  dx  -]-  f  =  o,  pour  qu'on  puisse  la  mettre 
sous  la  forme 

(ax^  -f  5x  +  y)^  -f  p  [xx^  +  8j;  ^  ,^^  +  q  =  O. 

Développant  il  vient  : 
ou 

L'équation  donnée  peut  s'écrire 

,    ,      ^      ,    ,     c  ,      d  f 

x^  -\ x^  -\ œ*  -\ X  -] — ^  =  o . 

a  a  a  a 

Pour  que  la  transformation  soit  possible,  il  faut  que  l'on 

2S  b 

ait  -^= —  (i) 

a.  a 

^        ^T  +  iL  =  A  (2) 

a^  a  a  ' 

S  2Y  4-  »  d 

'J?-  a 
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Éliminant  a,  3,  y  et  p  entre  ces  équations  on  aura  la  rela- 
tion cherchée. 

^      .  .  P  à 

De  (1)  on  tire  —  =  ; 

y.  20 

portant  cette  valeur  dans  (3),  il  vient 

y.    ~  nr 

et  alors  (2)  donne 

/j2         .2(1  c 


4  a'-  h  a 

d'où  h^  =-  /\.ad  (c  —  20)  : 

telle  est  la  relation  cherchée. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  JIM.  Blessel,  à  Pnris;  Gallon,  au 
lycée  Louis-le-Grand;  Baudouin,  à  Beanviis;  Joly,  à  Tarbes;  Henry,  à  Bré- 
chaincourt  (Vosges). 


QUESTION  287 

Siolution  par  M.  Lapareillé,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 
(Classe  de  M.  Colas.) 


On  donne  x  —  y  =  a,  xy  =  h.  Exprimer  x"  —  y»  en  fonction 
de  h  et  de  a  pour  une  valeur  entière,  positive  et  quelconque  de  n. 
Posons  œ"'--  — y"--  =  A,i_.2  (1) 

Xn-\    —   yn-\    =    A„_,  (2) 

x-^y  =  S  (3) 

Multiplions  membre  à  membre  (2)  et  (3).  on  a 
a."  —  y»  _|_  xy  {x'^-'^  —  y>>-^)  =  SAn_,, 
d'où  A„  =  SA„_,  —  ÔA,,-,;  (4) 

or       {x  —  yY  =  «S         (x  4-  yf  —  (x  —  yY  -\-  ^xy, 
donc  X  -\-  y  =  S  =  \a-  -j-  46 

et  (4)  devient    A„  =  An-i\a^  +4^  —  h\n-2- 

Ators  en  faisant  n  =  2,  3,  4.    ...,   on    trouve  x-  —  y^, 
gns  —  y3^  3j4  —  yi^    . . .,  et  par  suite  £P"  —  î/"  . 

Nota.  —  Ont  résolu  la  mi-me  question  :  MM.  Fievet,  à  Lille;  Blessel,  à  Paris; 
Debray,  à  Chauvency-Saint-Hubert  ;  Joly,  à  Tarbes  ;  Hamon,   Rivard,  au  Mans. 
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NOTE  D'ALGEBRE 


Formule  de  Taylor  pour  une  foncUnn  entière. 

1.  —  L'objet  de  cette  note  est  d'obtenir  le  développement 
de  f(x  -f-  /)),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  h,  par  l'application  immédiate  de  la  règle  de  dérivation 
d'une  fonction  de  fonction.  f'(x}  est  supposé  polynôme  entier 
et  rationnel  en  x. 

Je  remarque  d'abord  que  dans  un  tel  polynôme,  dont  je 
désigne  un  terme  par  Ap  œP  ,  la  dérivée  d'ordre  p  se  réduit, 
pour  X  nul,  à  son  terme  tout  connu  qui  est  i  .  2  . . .  p  .  Ap  . 
Inversement,  le  coefficient  de  xP  s'obtiendra,  si  l'on  sait 
former  la  dérivée  d'ordre  /;,  en  y  faisant  x  nul,  puis  divi- 
sant par  I  .    2   . . .  p. 

Ceci  posé,  f(x  -{-  h)    est    un  polynôme  en  h  ;   la  dérivée 

d'ordre  p,  par  rapport   à    h^  est  fPix  -j-  h)  et    se  réduit  à 

fp(x) 

fP(x)  pour  h  nul.  donc  le  coefficient  de  hP  est — — , 

I   .  2  ...» 
c.  q.  f.  t. 

2.  —  Le  même  raisonnement  conduit  à  écrire  immédia- 
tement tel  terme  que  l'on  veut  du  développement  de  (x-\-a}"' 
pour  m  entier,  ce  qui  fournit  une  démonstration  de  la  for- 
mule du  binôme,  qui  n'est  pas  supposée  connue  pour  ce 
qui  précède. 

De  même,  par  l'application  de  la  règle  des  fonctions  com- 
posées, on  pourra  écrire  un  terme  de  degré  donné  en  t  du 
développement  de  f(x  -\~  at,  y  -{-  bt  ...  z  -\-  et),  si  f{x,  y  ...  z) 
est  polynôme  entier  et  rationnel  en  x.  y  . . .   z. 

Par     un     raisonnement     analogue ,     dans    le     polynôme 

/■(x,  y  . . .  z),\q  coefficient  de  ce  '  )/'  . . .  :;  s'obtient  en  fai- 
sant x,  y  . . .  z  nuls  dans  le  polynôme  obtenu  après  a  déri- 
vations par  rapport  à  x,  S  par  rapport  à  j/,  etc.,  puis  divisant 
par    1.2  ..  a  .    1.2  ..  p  .    1.2    ..  Y>  d'où    les    développe- 
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menls  de  f  {x  -\-  a,  \j  -\-  b   . . .    z  -\-  c),    et  en   particulier 
celui  de  (a  +  &  +  •  •  •  c)'»  pour  m  entier. 


NOTE  SUR  L'EQUATION  EN  S 

P.ir    M.    G.    I.EMAIRE.    élève    ;ui    Lycée   Charlemagiie. 


Théorème.  —  L'équation  en  S  ne  peut  avoir  une  racine 
triple  que  dans  le  cas  oii  la  surface  proposée  représente  une 
sphère,  cette  racine  triple  étant  d'ailleurs  différente  de  zéro. 

On  sait  comment  on  démontre  que  l'équation  en  S  ne  peut 
pas  avoir  trois  racines  nulles;  nous  nous  proposons  de 
montrer  que  l'équation  en  S  n'a  jamais  trois  racines  égales 
excepté  dans  l'hypothèse 

A  =  A'  =  A'      B  =  B'  =  B"  =  o, 
auquel  cas  la  surface,    comme  on  le   sait,   représente    une 
sphère. 

Remarquons  d'abord  que  si  une  équation  du  troisième 
degré  a  une  racine  triple,  celle-ci  est  nécessairement  réelle, 
nous  la  représenterons  par  (7.  On  aurait  donc,  par  application 
de  principes  connus, 

A  +  A'  +  A"  =  3a  (1) 

A  A'  -f  A  A"  -f  A'A"  —  B^  —  B'^  —  B'^  =  3a^   (2) 
Élevant  la  première  au  carré  et  retranchant   le  double  de 
la  seconde,  on  a  d'abord 

A2  -f  A'^  +  A"-^  +  2B-^  +  2B"^  -|_  2B"^  =  3  a*       (3) 
qui  prouve,  ceci  est  très  connu,  l'impossibilité  de  la  racine 
triple  nulle,  La  combinaison  de  (2)  et  (3)  donne  alors 
A^  -f  A'2  4-  A"*  —  A  A'  —  AA"  —  A'A"  -}-  3B'-  +  3B'*  -f-  3B"^ 

=  o, 
ou  encore 

^  (A  -  kj  4-  -^  (A'  -  A'r  +  —  (A"  -  A)^ 

2  ■:>  2 

4-  3B*  -f  3B "^  -|-  3B  -  =  o, 
laquelle,  pour  des  valeurs  réelles  des  coeiïicients,  exige  bien 
A  =  A  =  A"      B  =  B  =  B    ^  G. 
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NOTE  SUR  LES  DETERMINANTS 

Par  M.  Ibach.  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


I 

Soil  un 

léterniiuant 

fli 

(/■: 

('s 

A  = 

^1 

^2 

b. 

('i 

C2 

Ci 

=  >^  +  y-  + 


Je  pose   les  notations  suivantes    que    j'emploierai   cons- 
tamment : 


B  = 


et 


I       I 
I       I 

I       I 


D 


A         <J.  V 


I  {aj)s)  (&1O3)  (f'i^îl 

I    («3^2)  {CsOi)  (C2O1) 


{(l^b,) 

I 

{h,c,) 

I 

I 


(«1^2 
I 


I 


(fljCJ  (raf/,)  ((-,01) 

Les  formes  de  A  et  B  montrent  qu'il  n'y  a  pas,  eu  géné- 
ral, entre  eux,  de  relation  remarquable  ;   sauf  pour  le   cas 

du  2''  degré  où  A  élant  égal  à  X  -|-  l-*-»  B  a  pour  valeur  — ; — . 

On  a  donc  pour  le  cas  du  2''  degré: 

A  =  B  .  Xa.  (1) 

Le  déterminant  C  est  le  réciproque  de  A;  on  a,  par  con- 
séquent, C  =  A"  -  ^  (n  étant  le  degré). 

Dans  le  cas  du  3-  ordre,  il  existe  entre  B  et  D  une  rela- 
tion simple,  que  je  vais  établir;  mais  je  démontrerai  au- 
paravant le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Lorsquundélcrminant  est  nul,  ses  mineurs 
du  premier  ordre  sont  proportionnels. 
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Ainsi,  je   suppose  B  =  o   (*),  je   puis  alors   trouver   des 
valeurs  acceptables  de  1,  'j.,  v  telles  que 

2^ , l^ ^ ^   _  ^ 


f/.. 


+  X=° 


+  -^  H =0. 

'•i  c..  (-; 

En  combinant  ces  équations  deux  à  deux,  je  puis  obtenir 

les  trois  séries  de  rapports 


a,6, 


bx 


2^3 
X 


I        \ 


ttaCq 


Cibs  j 


CM, 


Eliminant  ensuite  X.  p.,  v,  j'obtiens 


ajh 


I 

1 

a^bs 


c'ibs 


b,(h 


«3C2 
I 

b-îC:^ 


CaQ, 


Cib, 


a.c. 


Cil, 


biC-i 


c.,fl, 


a  160 


b,c^ 
I 


CM, 


h^c„ 


e,fli 


(-2) 


et  le^  théorème  est  démontré. 

Théorème  II.  —  Dans  le  cas  du  troisième  ordre,  les  détermi- 
nants B  ef  D  sont  nuls  en  même  temps. 


*)  J  ai  jjiis  B.  parce  que  le  calcul  me  servira  au  théorème  suivant. 
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Je  suppose,  par  exemple,  B  =  o.  Alors,  appliquant  le 
théorème  précédent,  j'obtiens  les  égalités  (2);  et  comme 
elles  ne  contiennent  que  des  mineurs  du  deuxième  degré, 
puisque  A  est  du  troisième,  elles  peuvent  se  transformer  en 
les  suivantes  : 

C1C3 


(«2*3)  • 


C0C3 


(feiOa)  . 


(«1^2)  • 


C1C2 


(Ô.Cg) 


{Cib-, 


{b,c,} 


(«2^3)  . 


C.,C3 


(b.a.,) 


b,b, 


(«1^2) 


bA 


{d.,C, 


{c,a,) 


(c,a,) 


Désignant  par  u^,  u.^  les  valeurs  communes  de  ces  rap- 
ports, je  remplace  dans  D  les  éléments  des  deuxième  et 
troisième  lignes  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  pré- 
cédentes. 

I  1  I 


J'obtiens  ainsi  l)=z 


ou,  en  faisant  sortir  les  facteurs  communs,  multipliant 
d'abord  par  (CiC^Cg)^,  divisant  ensuite  par  le  produit  des  élé- 
ments : 


{(Ub,)    '     {b,(i.) 
I          I            a.^a.f 

I 
«1 

I 

I              I 

(M3)  '■■ 

U.j     '     (o.,6,.,) 

D 


Cit.^C.-j 


aya.,a, .  b^b^b,       u,u.,     {a.,b,)  .  (6, a,)  .  {uA) 


c'est-à-dire 


Cl     c^ 
I      I 

I     I 


D 


C1C2C3 


B 


u^u.,  .  (aj),)  .  (6103)  .  (aA) 


et  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  La  forme  précédente,  étant  symétrique  jDar 
rapport  aux  éléments  du  déterminant,  peut  prendre  deux 
autres  formes  analogues. 
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Je  vais  appliquer   les    l'ésultats   précédents  au  théorème 
suivant  : 

Application  î.  —  Les  six  sommets  de  deux  triangles  cir- 
conscrits il  une  coniciue  sont  sur  une  conique. 

Soient  a  =  o,  f:i  =  o,  y  =  o  les  équations  des  côtés  d'un 
des  triangles. 

\h.  -|-  Vm'i  -\-  V'/c;  =  o,  celle  d'une  conique  inscrite,     (4) 

À  'J.  V 

—   4"-^ 1 =  0)     —  —         circonscrite.  (3) 

y.  fi  Y 

Je  considère  de  plus  trois  tangentes  à  la  conique  (3) 


V.  H- 6;^ +637=0.    (O)  _  +  ^+-f  =  0.  }  (6) 


(les   déterminants  A  et  B  des   systèmes    (o),   (6)   étant  les 
mêmes  que  précédemment). 

Ces  tangentes  forment  un  nouveau  triangle  circonscrit, 
dont  je  désignerai  les  sommets  par  («16,),  (biCi),  (Ciai).  J'ex- 
prime que  ces  trois  sommets  sont  bur  (4)  qui  est  déjà  cir- 
conscrite au  premier  triangle.  Pour  cela,  je  tire 

^-        ^         3        ^         Y        . 
(b^a^)  (a^bi)    ' 

(&3CO  (6,c,)    ' 


/ 

m. 

n 

■  + 

+ 

r= 

0. 

"1 

"2 

(I3 

/ 

m 

n 

^ 

+ 

b. 

■  + 

h 

= 

0. 

/ 

m 

n 

+ 

+ 

= 

0. 

^■l 

(-'2 

^•3 

(OoCa)  ^CjOgj  (OiCj 

éliminant  ensuite  a,  f::,  y?  et  successivement  entre  (2)  et  les 
rapports  précédents,  j'obtiens  les  conditions 

'">''''>■  ■  ■  ■  "ôsr  ^  TîvJ  "  i^at  "=  °' 

"2  A  'J.  V 

(c.a,)  ....  —  =  ■ — -  =  — =  o. 

^  '  '^  (a.Ca)  [a^c,)  {a,c,) 
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Je  cherche  l'équation  de  la  conique  passant  par  (aj3,  py,  yx) 
et  deux  des  sommets  (aibi,  ftiCj)  par  exemple,  elle  sera 


S  = 


{oJh) 
I 


[b^a^ 


I 


o. 


I 

I 

I 

(a,b,) 

(a^bs) 
I 

(bitts) 

(62C3) 
I 

(«2C3) 

1 

(62C3)     (63C1)      (61C,) 

et  en  exprimant  que  le  troisième  sommet  a^Ci  se  trouve  sur 
cette  conique,  j'obtiens  enfin  la  condition  définitive  D  ^  o 


D  = 


Or,  le  déterminant  B  est  nul,  puisque  le  système  (6)  homo- 
gène et  du  premier  degré  doit  donner  pour  /,  m,  n  des 
solutions  autres  que  o;  donc,  d'après  le  théorème  II,  D  est 
nul  aussi  et  le  théorème  est  démontré. 

Interprétation  géométrique  de  la  condition  D  =  o. 

Le  calcul  précédent  montre  que  D  =  o  exprime  que  six 
points  sont  sur  une  conique. 

Interprétation  géométrique  de  la  condition  B  =  o. 

Le  calcul  précédent  montre,  de  même,  que  B  =  o  exprime 
que  six  droites  sont  tangentes  à  une  même  conique. 

Remarque.  —  Les  déterminants  B  et  D  jouent  d'ailleurs  le 
même  rôle,  et  pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  changer  les  nota- 
tions. Aussi,  si  j'avais  considéré  les  coordonnées  des  som- 
mets du  deuxième  triangle  circonscrit  au  lieu  des  équations 
de  ses  côtés,  les  rôles  auraient  été  changés  ;  B  =  o  eût 
été  la  condition  pour  que  six  points  soient  sur  une  conique 
et  D  =  o  la  condition  pour  que  six  droites  soient  tangentes. 
Cette  remarque  démontre,  si  l'on  veut,  que  la  réciproque 
du  théorème  II  est  vraie. 
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II 

Je  considère  encore  le  déterminant 

f'i     f'a     "3 
A  =      61     62     ^3 

Cl         ^2         C3 

avec  les  mêmes    notations  que  précédemment.  Je  suppose 
qu'il  satisfasse  aux  relations  suivantes 
a,  a,  a,, 


(«2C3) 


(C163 

{fhCli 


(&102) 

&3 

(«1C2) 
C3 


=  w. 


=     Uo 


(0263)       («3&1)       ("1^2) 

Je  vais  alors  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  III.  —  Le  déterminant  A  est  égal  à  la  racine 
(u  —  2)'"'-'  de  l'inverse  du  produit  Uj  U2  Ug.  valeurs  communes 
des  rapports. 

En  effet,  le  déterminant  réciproque  de  A  est  égal  à 

(62C3).    (c,(.     (63M2)  I 
{a.,c.i).     (asCi).    (aiCo) 

(a2&3)  •     {(hW)  '    {aA)  I 
et,  en  éliminant  les  mineurs  entre  G  et  les  rapports  (7), 

A 


G    =: 


mais 
doue 


G  = 
G  = 
A  = 


1/(1*2^3 

A  »  -  I 


]/  MiW2^3 

Remarque.  —  Si  les  quantités  UiU^u^  étaient  toutes  égales 
à  I,  le  déterminant  A  serait  lui-même  égal  à  i. 

Il  résulte  aussi  des  relations  (7)  que  B  et  D  sont  liés  par 


ou 
puisque 


Ah 


'«JU2U3 

B  =  A« -^D, 
I 

■  2     :=;    , 

1^4  wo  1^3 
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Théorème  IV.  —  Lorsquun  déterminant  du  3^  ordre  satis- 
fait aux  relations  {!)  les  déterminants^  et  J)  formés  avec  luisant 
nuls  tous  deux. 

Je  considère  toujours  le  déterminant  A  écrit  précédem- 
ment; on  aura 

1         I 


B  = 


a 


a., 
I  I 

67  ~t: 


Son  récijoroque  E  sera 


E 


b,c. 


c,b, 


Comme  A  est  du  troisième  degré,  ses  mineurs  du  premier 
ordre  sont  du  deuxième,  et  le  déterminant  E  s'écrit 


E  = 


(«2C3) 


C1C3&1&3I 


En  multipliant  par  le   carré  du  produit  P  des  éléments, 
et  divisant  ensuite  par  ce  même  produit,  j'obtiens 


PE  = 


«1 

(«2C3) 


Or,  le  deuxième  membre  de  celte  égalité  est  nul  à  cause 
des  relations  (7).  Donc  [en  supposant  que  P  ne  soit  pas  nul, 
ce  qui  est  nécessaire,  d'ailleurs,  à  cause  de  (7)]  E  est  nul 
aussi,  et  comme  E  =  B'', 

B  est  égal  à  0  et  le  théorème  est  démonlré,  puisque  d'après 
(II)  B  et  D  sont  nuls  en  même  temps. 
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Application  II.  —  Les  six  sommeU  de  deux  triangles  <mio- 
polaires  par  rapport  à  une  conique  sont  sur  une  conique. 

Soient  a  =  o,  [3  =  o,  y  =  o 

l'un  des  triangles,  et 

bi^-j.-\-h^^;;>-\- .   .    .    .M8)      les  équations  descôtés  du  deuxième. 

c,y.+c^+-  ■    ■    ■] 

Les    deux    triangles    précédents   seront    autopolaires    par 
rapport  à  une  môme  conique,  si  le  dernier  l'est  par  rapport  à 
a^  +  (i^  -f  y''  =  o. 
Le  sommet  (a^  h^)  est  déterminé  par 

■^-       ^       P'       ^       y' 
(«263)  (0361)  (aibo) 

et  sa  polaire,  qui  est  aa'  ~\-  fii'  -{-  yy'  =  o, 
doit  aussi  être  ria  -j-  r,^  -|-  Cgy  =  o. 

On  a  donc  les  conditions 


(a^bs)  («361)  (Gib,)  ' 

&i  6.,  63 


{a^Cs)  (asCi)  («iC, 

«1  ^2  f's 


(62C3)        (C263)        (61C2) 

mais  elles  expriment  que  le  déterminant  A  du  système  (8) 
rentre  dans  la  catégorie  des  déterminants  étudiés  précé- 
demment, et  nous  avons  vu  que  pour  ceux-ci 

D  =  o. 
Or,  telle  est  la  condition  pour  que    les  six  sommets  soient 
sur  une  même  conique  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Application  III.  —  Les  six  côtés  sont  tangents  ii  une  même 
conique. 

Ce  théorème  est  encore  évident,  puisque  B  est  nul  aussi  et 
que  B  exprime  que  les  six  côtés  sont  tangents  à  une  môme 
coniqvie. 

Interprétation  géométrique  des  relations  (7). 

Le  calcul  précédent  montre  qu'assujetlir  un  déterminant 
aux  conditions  (7),  c'est  exprimer  que  deux  triangles  sont 
autopolaires  par  rapport  à  une  même  conique. 
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Cette  dernière  remarque  est  applicable  aux  surtaces 
deuxième  desrré. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  a.  Boquel. 

[Suite;  voir  page 232.) 


Tronsformalion  des  coordonnées  tongentielles  déduites  de  la 
propriété  fondamentale  de  la  [orme  adjointe.  —  Nous  avons 
démontré,  dans  notre  travail  sur  les  formes  quadratiques,  que 
si  une  forme  /"est  transformée' par  une  certaine  substitution 
linéaire  en  une  autre  forme  /',  la  forme  F,  adjointe  de  f,  est 
transformée  en  la  forme  F',  adjointe  de/'jpar  la  substitution 
adjointe  de  la  substitution  donnée. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  principe  que  la  forme  / 
étant  transformée  en  /'  par  une  substitution  linéaire,  il  suf- 
fira de  prendre  la  substitution  adjointe  de  celle-ci  pour  avoir 
les  formules  qui  transforment  l'équation  tangentielle  de  la 
courbe  relative  au  premier  cas,  en  l'équation  tangentielle 
de  la  courbe  pour  le  second  cas. 

a-j  :=  aiiCC'i  +   "J-iiXi  -\-  ...   -\-  'J-\n  x'n 

Or,  soit        { (1) 


Xn  =  y-H\X\  -}-  y.n-2Jc'i  -\-    .  .  ,   -\-  'J-iin  ■'-  n 

la   première    substitution,    dont   le   déterminant    est    R,    la 
substitution  adjointe  est,  comme  on  sait,  la  suivante 
X,  =  R'         x\  +  R'        x',  +  ...   -I-   R'         Xn 

x""  =  R'        x'i  +  R'      ,a?',  +  . .     +  R'        Xn 

(a,i)  ^       (a,,)  (a,„) 


Xn  =  r;       x\  +  R'        as-',  -f-  ...  4-  R'        x'. 

■(r/.ni)  ('^«2)  [^nn  ) 
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L'équation  tangentiolle  d'une  conique  f(o6,  y,  z)  =  o  étant 
la  forme  adjointe  ¥{u,  v,  iv)  de  /"  égalée  à  o,  quand  f  sera 
changée  en  f\  F  se  changera  eu  F'  par  la  substitution 
adjointe.  F'  égalée  ù  o  étant  d'ailleurs  l'équation  tangenlielle 
de  la  courbe  après  substitution,  la  substitution  adjointe  donne 
donc  les  formules  de  transformation  de  F  en  F',  c'est-à-dire 
les  formules  de  transformation  des  coordonnées  tangenlielles. 

Or  on  a,  pour  la  première  substitution, 


X  =  X 


y  =  ^■ 


sin  (0  —  a) 


sm 
sin  a 
sin   0 


+  .'/' 


sin  (0 


y-) 


sin  0 


,  sm  a 
'     "^     sm  0 


Doue  K 


sin  (0  —  7.)     '    sin  (0  —  -/) 


sin  0 
sin   '/ 


sin  0 
sin  y.' 


sin  6  sin    0 

o  o 

et  par  suite  la  substitution  adjointe  donnera 


sm  7. 


sm  7. 


u  =  u 


10  = 


sm   0               sm 

0  '' 

,  sin  (0  —  y.') 

—  u : — - — — 

sm  0 

1       ,  sin  (0  —  y.) 
+  ^          sin  0 

sin  (0  —  7.)  sin  -/' 

sin  (0  —  a)  sin  a 

sin-  0 


sin-  0 


sm  {%  —  y.) 
■  sin  0 


Application  de  l'équation  tangenlielle  des  coniques  à  la  recher- 
che des  foyers.  —  On  démontre,  dans  tous  les  cours  de  spé- 
ciales, que  les  foyers  d'une  conique  sont  des  points  tels 
que  si  l'on  mène  de  ces  points  des  tangentes  à  la  courbe, 
ces  tangentes  ont  les  directions  isotropes,  c'est-à-dire  les 
directions  asymptotiques  du  cercle. 

Gela'  posé,  si  o{u.  v)  =  o  est  l'équation  tangenlielle  d'une 
conique,  c'est-à-dire  la  condition  pour  qu'une  droite 
ux  -\-  vy  -{-  I  =  o  soit  tangente  à  cette  conique,  on  ex- 
primera que  la  tangente  pa^se  par  un  point  (^i  '0  eu  éf'rU 
vent  la  relation  w:*  ^  D|â  +  l  =  0,  et  cette  relation  jointe 
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à  l'équation  tangeutielle  ■^{u,  v)  =  o  détermine  les  coor- 
données H  et  V  des  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  courbe 
par  le  point  (x,  p).  L'équation  ^(u,  v)  ==  o  étant  du  second 
degré,  il  y  aura  deux  solutions,  c'est-à-dire  deux  tangentes 
issues  du  point  (a8).  Pour  que  ces  tangentes  aient  les  direc- 
tions isotropes,  il  faut  que  u  et  v  satisfassent  à  l'équation 
11^  -j-  v"^  ==  o  en  coordonnées  rectangulaires,  ou  à  l'équation 
it"^  -\-  V-  —  2UV  cos  6  =  o  en  coordonnées  obliques  d'angle 
0.  L'expression  de  cette  condition  conduira  à  la  détermina- 
lion  du  point  (a^),  qui  dès  lors  sera  un  foyer. 

Prenons  pour  exemple  l'ellipse 1 — ^=i;sonéqua- 

tion  tangentielle,  déterminée  comme  il  a  été  dit  précédem- 
ment, sera  a^u"^  -f-  v^b-  =  i . 

On  a  d'ailleurs       iix  -\-  v'p  -|-  i  =  o. 

Ces  deux  équations  déterminent  les  coordonnées  des  deux 
tangentes  qu'on  peut  mener  à  l'ellipse  du  point  (a^)  ;  pour 
que  ces  droites  aient  les  directions  isotropes,  c'est-à-dire 
pour  que  le  point  (x5)  soit  un  foyer,  il  faut  qu'on  ait  (les 
coordonnées  étant  rectangulaires) 

Or  on  tire  de  ces  équations  u'^  =  — r—  et  v"^  =  -7- -• 

Supposons  a  >  b,  c'est-à-dire  que  l'axe  des  x  ait  été 
choisi  de  telle  façon  qu'il  soit  le  plus  grand  des  deux  axes 
en  longueur,  on  aura,  en  posant  o-  —  b-  =  c^, 


ît  =  +  • et  V  =  +  — I  —  I  ' 

c  c 

y.  r b 

d'où  la  condition  +—  +y —  i  .  -^ — [-1=0. 
c  ~~  c    ' 

Cette  condition  exige  que  l'on  ait  séparément  S  =  o  et 
7.  =  ±  c,  formules  qui  donnent  les  coordonnées  des  deux 
seuls  foyers  réels  de  la  courbe. 

Les  directrices  correspondantes  s'obtiendront  en  prenant 
les  polaires  respectives  des  foyers;  ce  qui  donne  les  deux 

droites  ce  =  ' — -   et  os  ==:  —  - —  • 

Daas  la  pr&ttque,  on  ehe^ehe  géuéralemenl  la  eouditlôfi 
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pour  qu'une  droite  //  =  mx  -\-  n  soit  tangente  à  la  conique 
donnée,  et  on  écrit  que  7U  satisfait  à  l'une  des  relations  i  -|-  m^ 
=  o,  ou  bien  i  +  m'^  -\-  2m  cos  0  =  o,  relation  qui  fournit 
deux  équations  pour  déterminer  a  et  S,  en  égalant  séparément 
à  zéro  le  coefficient  de  la  partie  réelle  et  celui  de  la  partie 
imaginaire. 

Si  l'équation  des  coniques  considérées  contient  un  para- 
mètre variable,  l'élimination  de  ce  paramètre  entre  les  deux 
équations  ainsi  obtenues  fournira  le  lieu  décrit  par  les  foyers. 

Cette  méthode  nous  semble  la  plus  simple  de  toutes  celles 
que  l'on  donne  ordinairement  pour  la  déLermination  des 
foyers,  ou  des  lieux  de  foyers,  et  surtout  quand  des  motifs 
particuliers,  tirés  de  la  nature  de  la  question,  engagent  à 
adopter  des  coordonnées  obliques.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'en 
donner  un  exemple  : 

On  considère  toutes  les  coniques  tangentes  à  deux  droites 
données  en  des  points  donnés  A  et  B  ;  trouver  le  lien  de  leurs  foyers. 

Si  l'on  prend  pour  axes  les  deux  droites  données,  eu 
appelant  a  et  b  les  coordonnées  respectives  des  points  A  et  B, 
l'équation  générale  des  coniques  considérées  sera 

,-^  + -f -■)'+'*''"  =  °- 

Écrivons  qu'une  droite  y  =  mx  -f  n  est  tangente  à  cette 
courbe,  nous  aurons 

«^(2  -f-  lab)  -\-  2)i{am  —  b)  —  mmb  =  o. 
La  condition  pour  que  la  tangente  passe  par  le  point  (afi) 
est  a6  =  m  -\-  n,  de  sorte  que  l'équation  qui  donne  les  coef- 
ficients angulaires  des  tangentes  issues  du  point  (y/i)  est 

([i  _  inxY  (2  -f-  lab)  +  2(6  —  m-j.)  [am  —  b)  —  2amb  =  o, 
c'est-à-dire 
m-[x-{2  -\-  hab)  —  2Cf-y.]  -|-  2m[aS-|-  67.  —  ab  —  a6(2  +  lab)] 

-[-  p\2  -f-  lab)  —  2bp  =  o. 
L'équation  qui  donne  les  directions  isotropes  en  coordon- 
nées'obliques  est 

m-  -{-  2ni  cos  0  -f-  I  =  o. 
On  aura  donc 
,/     ,  ^    ,N  ab-\-by.  —  ab—'4{2-{-lab)     ,„,     ,  .    ,s       ,^ 

a-(2+Aa6)— 2«7.=:-^-! ^ \ i:=:r^^t2-\-Aab)—2b^-i. 

''     '         ^  cos  6  >   \     I         /         . 
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Entre  ces  deux  équations  éliminant  a,  on  aura  l'équation 
du  lieu  des  foyers. 
Or,  on  a 

2{a-j.  —  ¥j)         a'-j  +  hy.  —  ab  -f-  ih'-j  cos  0 

2  -A-  /MO  =^    '—  =  — ■ ■■ 

'  yr—p^  6(ricos0  -f  -y.) 

L'équation  du  lieu  est  donc 

2ij{x  -f-  y  cos  0){ax  —  bij)  ={x'  —  if){<iy  +  bx  —  ab-\- 2by  cos 0), 

qui  représente   une    courbe    du  troisième   degré  ayant    un 

point  double  à  l'origine  des  axes,  et  qui,  par  conséquent,  est 

facile  à  construire  par  le  procédé  y  =^  tx  (c'est  une  courbe 

unicursale).  Son  équation,  dont  la  forme  est  A^AoAj  =  B^BjE,, 

dans  laquelle  A^,  A.,,  A3,  B^,  B^,  B3  sont  des  fonctions  linéaires 

des  coordonnées  x  et  y,  met  immédiatement  en  évidence 

plusieurs  propriétés  de  la  courbe,  que  le  lecteur  trouvera 

facilement. 

(À  suivre.) 


QUESTION  257. 

Solution  par  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


A  partir  du  point  A  ou  la  normale  en  M  rencontre  l'un  des 
axes,  nous  menons  une  perpendiculaire  à  cette  normale;  cette  droite 
rencontre  le  diamètre  OM  en  un  point  D.  Nous  abaissons  de  ce 
point  D  une  perpendiculaire  sur  l'axe  dont  nous  avons  considéré 
le  point  de  rencontre  avec  la  normale.  Cette  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  M. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  M,r  et  M;/,  parallèles 
aux  axes  de  l'ellipse.  L'équation  de  l'ellipse  est 
x'^     ,      (/'■*      ,     2X  cos  o     ,      2u  sin  9 

—  + -i- + -^^  +  ^-r^  =  °-   (^> 

Nous  avons  vu  (n°  256)  que  le  centre  du  cercle  osculateur 
était  déterminé  par  l'intersection  de  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  seconde  corde  commune  au  cercle  et  à  la  courbe, 
avec  la  normale  eu  M. 
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Les  équations  de  la  normale  et  de  la  corde  commune  sont 

a  sin  o 

y  =  -T oc  (2) 

b  cos  9 

17-  tt  sin  o    .      ,  .  ,    .„, 

(/  -4-  20  sm  o  cos-  o  = ; {x  -f-  2'/  sin^o  cos  o)  id) 

6  cos  9  '  ' 

Leur  point  d'intersection  aura  pour  abscisse 

(a^  sin-o  4-  6^  cos^^cp)  cos  o 
.T  rz ^- ; — ■ '-  .  (4) 

Cela  posé,  je  remarque  que  si  la  parallèle  menée  par  D 
à  l'axe  OB  passe  par  le  centre  du  cercle  osculateur,  Tabscisse 
du  point  D  sera  la  même  que  celle  de  L 

Or,  la  ligne  OM  a  pour  équation 

^  sin  9 

y  = X.  (o) 

a  cos  cp 
Le  point  A,  intersection  de  la  normale  en  ^1  avec  OA.  a 
pour  coordonnées   y  =  —  6  sin  9 

b'^  cos  0 

X  = '-. 

a 

La  perpendiculaire  à  MA  par  le  point  A  est 

^  cos  9     /  6*  cos  o  \ 

y  4-  b  sm  o  = : — —   I  x  -\ )  (6) 

a  sm  cp     \  0       J 

Cherchons  l'abscisse  du  point  commun  à  cette  droite  et  à  OM  ; 

on  trouve  après  réduction 

(a~  sin-  9  -|-  b'^  cos^  c&)  cos  3> 

X  = ^ — ■ - 

a. 

Donc  la  parallèle  à  OB  menée  par  le  point  D  passe  par  le 
centre  du  cercle  osculateur,  et  le  détermine  par  son  inter- 
section avec  la  normale. 


QUESTION    273 

Solution  par  M.  Dupuy.  élève  du  Lycée  de  Grenoble. 


Si  m  désigne  un  nombre  entier  et  positif,  à  quelle  condition  doit- 
il  satisfaire  pour  que 

mit  divmbk  par  x*  -f"  '^y  +  y*1^ 
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Il  s'agit  de  chercher  pour  quelle  valeur  de  m  l'expression 
{X  -\-  u)'»  —  (a?'«  -f  y»  ) 
s'annule  quand  on  y  remplace  x  par  sa  valeur  en  fonction 
de  y  tirée  de  l'équation 

X'-  -f  xij  -j-  !l-  =  0. 


On  trouve     x  =z  y  y j 


en    appelant  j  et  /-  les    racines    cubiques   imaginaires    de 
l'unité,  on  voit  que  l'on  a 

X  =  jy,  et  X  =  j'y. 
Portant  ces  valeurs  dans  l'expression  proposée,  il  viendra 

{jy  -h  y)'"  —  (i'"  y"'  +  î/'"  )  =  o^  o^  (i  4-  0"'  =i'"  +  i 
eM/'^y  -|-  y)'"  —  0"""  y'"  H-  y'"  )  =o,  ou  (/-  -j-  i)»'  =./-'"  -|-  i. 

Remplaçant  j  par  sa  valeur,  il  vient 

-+^T='-""'_(i-¥)"+- 

Or  —  =  cos  — ;    — -  =  sm  —  ; 

donc  on  a 

m-     ,     .    .      Ji'tTi         /        s      /  w~  .    .     wi-:^  \  , 

cos f-  I  sm  -— —  =  ( —  1  )'"     ces  —^ î  sin  —^r-  ]-t-  i  • 

3  3  \  ."^  .1    / 

Si  donc  m  est  pair,  on  aura,  tous  calculs  faits, 

m-   I 

3  3/ 

équation  impossible. 

Au  contraire,  pour  m  impair,  on  aura 

m-z  I 

cos  -— -  =  — , 
3  2 

équation  qui  sera  satisfaite  pour  m  =  6/j  +  i , 

En   considérant   la    seconde    équation,  on    retrouvera    la 
même  condition.  Donc,  pour  que  l'expression 

[x  -f-  (y)'"  —  (•^'"  +  y'"  ) 
soit  divisible  par  x'^  -j-  xy  -\-  y-,  il  faut  que  m  soit  de   la 
forme  6;j  +  i , 

Nota»  ■—•  Ont  résolu  la  même  ciuestioiil  MM.  Andi'ieil,  nu  lycée  de  Rouen; 
te  Pent,  ou  l^^^cée  Saltihl.ouls;  noulngne.flu  l>cée  de  Lille. 
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QUESTION  297 

Solution  liai-  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV, 


Si  y.,  'b,  V,  3  sont  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré 
f(x)  =  o,  on  peut  exprimer  la  somme 

2  =  f(»  +  n?)  +  f(Y)  +  r(s) 

sous  forme  d'un  produit  de  trois  facteurs. 

En  effet,  en  supposant  le  premier  coefficient  égal  à  l'unité, 
on  a  /"(a)  =  (a  —  S)   (y.  —  •;)   {-j.  —  o). 

/■'(&)=  (S  ^7.)  (fi-  y)  0-0), 

r(ï)  =  (T-^)  (t-^)  (y  -2). 
/■'(8)  =  (8_a)   (8-,^^   (o-y). 

En  faisant  la  somme,  il  vient 

-  =  {^  -  ^)b^  -  :^'-  - 1-^-  -  ^xy  +  5)] 

+  (y  -  =)^r  -  -  -  (y  -  =)(^  +  .&)] 

^  =  (>-M(^  +  ?)-(Y  +  3)]  +  (Y-5)^[(ï  +  2)-(a  +  S)] 
V  =  (,_3  +  y_B)(a-^.-y  +  cKv.  +  f^-Y-5). 
Remarque.  —  On  peut  facilement  trouver  l'expression  de 
S  en  fonction  des  coefficients  sans  connaître  les  racines  de 

En  désignant    par  Si,   S,,    S^  les  sommes  des  puissances 
I,  2,  3  des  racines,  si 

f{x)  =  A^,x'  +  AiX'  +  A^x^  4-  A^x  +  A,  =  o, 
f\x)  =  4A,x'  -f  3A,x^  -\-  2A.,x  +  A3, 
on  aura  donc  les  relations  suivantes  : 

4A„S3  +  3AiS,  +  2A,Si  +  4A3  -  -  =  o. 

A,S3  -f  A,S,  +  AS,  +  3A3  =  o. 

AoS.  -f  A^Si  +  2A2  ==  o, 

AoSi  +  Al  =  o. 


+  A„'2  =  o 


Eliminant  S^. 

S 

.•  S3, 

il 

vient 

4A0 

3A, 

2  A,, 

4A:, 

Ao 

Al 

A., 

3A3 

0 

Ao 

Al 

4A, 

0 

0 

Ao 

A, 

28o 


Al        2  A., 

8  A, 

ou                 Ao-I  -j- 

Ao          A, 

0           Ao 

2A, 

Al 

=  0. 

c'est-à-dire   A,'-S  -f  A^''  +  8A0A3 

— 

4A0A1ASJ  =  0 

^  _    4A„A,A,  -  8A, 

^A 

A3 

Ao 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boulogne,  Quiquet,  de  Lille 
Petit,  de  Grenoble;  Séry.  lycée  Saint-Louis;  Leiluber,  à  Rennes;  Gino  Lorla, 
à  Mantoue. 


CHOIX   DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION    A  L'FCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Etant  donnés  une  parabole  et  un  point  A  dans  son  plan,  trouver  sur  la  courbe 
un  point  M  tel  que  la  droite  AM  soit  normale  à  la  parabole  au  second  point  N' 
où  elle  la  rencontre.Discussion  des  résultats. 

—  Etant  donnée  l'équation  x-  +  y-  —  i  —  (2X  +  y  —  i]-  =  o,  calculer 
les  coordonnées  :  1°  des  foyers;  2°  des  sommets  réels;  3°  des  sommets  imagi- 
naires, de  la  courbe  qu'elle  représente. 

Equation  du  second  degré  qui  représente  le  faisceau  des  asymptotes, 

—  Points  remarquables  de  la  courbe  x^  +  xy-  -\-  y^  —  x-  =  o. 

—  Etant  donnée  la  courbe  dont  I  équation  est  y-  =  .       calculer    les 

i  —  X 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  formé  parles  trois  tangentes  issues 
d'un  point  donné  (apj. 

—  Sachant  que  pour  qu'une  forme  homogène  du  second  degré  à  trois  variables 
soit  un  carré  parfait,  il  faut  et  il  suflit  ([ueles  trois  dérivées  partielles  de  cette 
forme  soient  des  multiples  d'un  même  polynôme  homogène  du  premier  deTé. 
appliquer  celte  propriété  à  la  recherche  des  foyers  de  la  courbe 

y'  —  3  xy  -\-  X-  —  i  =  o» 

—  Lieu  des  contacts  des  tangentes  menées  d'un  point  (a,3)  du  plan  à  toutes 
les  hyperboles  ayant  mêmes  asymptotes. 

—  Trouver  les  tangentes  horizontales  de  la  courbe 

y  =  x-±—-  X-  ^i  +   X. 

—  Soit  l'équation  Ax^  +  3Bx-y  +  3Cxy-  +  Dx^  +  SEa;^  +  6¥xy  +  3Gy^ 
+  3UX  4-  3Ky  =  o,  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  menées  de 
l'origine  des  coordonnées  dans  la  courbe  représentée  par  celte  équation. 

—  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  des   équations 

Ax'  +  2Bxy  +  Cy-  +  i  =  o, 
et  A'  {x  —  y,)-  +  2B'  [x—  "X]  y  +  C'y-  +  1=0. 
pour  que  l'axe  des  x  soit  une  sécante  commune  aux  deux  coniques  qu'elles  re- 
présentent. —  Quelles  applications  immédiates  peut-on  faire  du  résultat  trouvé? 


—  286  — 

—  Soient  f\x,y)  =  o  et 1-  — i  =  o  le?  équations  d'une  courbe  quel- 
conque et  d'une  droite;  trouver  l'équation  de  la  courbe  symétrique  de  la 
courbe  donnée  par  rapport  à  la  droite  donnée. 

—  On  demande  de  former  l'équation  générale  des  courbes  du  quatrième  degré 
ayant  deux  branches  passant  à  l'origine  îles  axes.  —  Cela  posé,  trouver  les 
contacts  des  tangentes  menées  de  l'origine  à  la  courbe  complète,  et  former 
l'équation  du  faisceau  de  ces  tangentes. 

—  Recherche  des  sécantes  communes  aux  deux  coniques 

X-  -\-  xy  —  X  —  i  =^  o    et     -ix^  -\-  y-  —  2x  +  (/  —  2  =  o. 

—  Rechercher,  par  le  calcul  et  par  le  raisonnement  direct,  si  deux  coniques 
peuvent  être  bitangentes  en  des  points  imaginaires. 

-»  Construire  la  courbe  avant  pour  équation  y  =  ,r . 

c-  —  I 

—  On  mène  à  la  courbe  y  =  .r^  une  tangente  qui  rencontre  la  courbe  ou  un 
second  point  B  autre  que  le  contact  A.  On  demande  le  lieu  des  milieux  des 
segments  AB  compris  sur  chaque  tangente  entre  ces  deux  points. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

346.  —  Sur  une  droite,  à  partir  d'un  point  A,  ou  porte  des 
longueurs  égales  AB ,  BG,  CD . . .  à  la  suite  les  unes  des  autres  ; 
au  point  A  on  élève  une  perpeudiculaire  AX,  et  l'on  joint  X 
aux  divers  points  de  division.  Trouver  une  relation  entre  les 
angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  X  les  divers  segments 
AB,  BC,  CD,  etc. 

347.  —  Dans  un  parallélogramme,  on  donne  la  somme 
des  côtés  et  des  diagonales  2a,  un  angle  fi,  et  l'angle  des 
diagonales  to.  Trouver  les  côtés  et  les  diagonales. 

348.  —  Trois  circonférences  passent  en  un  point  H,  et 
se  coupent  eu  trois  autres  points  situés  sur  une  droite  .nj. 
Si  par  un  point  quelconque  de  xi),  on  mène  des  tangentes 
aux  trois  circonférences,  les  trois  points  de  contact  ainsi 
obtenus  et  le  point  H  sont  sur  une  même  circonférence. 

349.  —  Dans  tout  quadrilatère,  les  diagonales  coupent 
les  côtés  du  parallélogramme  maximum  inscrit  aux  som- 
mets   d'un  deuxième  quadrilatère,    inscrit  dans  le   parallé- 
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logramme  semblable  au  quadrilatère  donué,  et  égal  au  quart 
de  ce  premier  quadrilatère. 

350.  —  Les  Centres  de  gravité  des  quatre  triangles  dans 
lesquels  tout  quadrilatère  est  divisé  par  ses  deux  diagonales 
sont  les  sommets  d'un  second  quadrilatère  semblable  au 
parallélogramme    maximum    inscrit  dans    le    quadrilatère 

2 

proposé,  et  équivalent  aux -^  de  ce  quadrilatère. 

351.  —  On  donne  un  cercle  0,  deux  diamètres  rectangu- 
laires AA',  BB';  trouver  sur  OB  un  point  C  tel  qu'en  joignant 
AG  et  en  menant  DCD'  parallèle  à  AA'  le  prolongement  de 
AC  partage  l'arc  BD'  en  deux  parties  égales. 

352.  — Construire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côté,  l'angle  opposé  et  la  bissectrice  de  cet  angle 
ou  de  son  supplément. 

353.  —  Sur  la  circonférence  d'un  demi -cercle  de  diamètre 
AB,  on  donne  un  point  P.  On  demande  de  mener  par  ce 
point  une  droite  PX  rencontrant  le  diamètre  en  X  de  telle 
manière  que,  si  l'on  élève  par  le  point  X  l'ordonnée  XY  du 
cercle  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  on  ait 

PX'^  —  XY^  =  d\  (Ueber.) 

354.  —  Mener  par  un  point  P,  pvis  dans  l'intérieur  d'un 
cercle,  une  corde  qui  soit  divisée  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  le  point  P.  (Lieber.) 

Mathématiques  spéciales. 

5Ô  .  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  de  l'équation 

x'  -f  Vj&'  +  Qx''  +  Rx-'  +  Six:^  -f  Tœ  -{-  U  =  o 
pour  que   la   somme    de    trois  des  racines    soit  égale  à  la 
somme  des  trois  autres. 

356.  —  Étant  donnée  une  conique,  on  considère  les  cercles 
qui  sont  tangents  à  cette  conique  et  tels  que  les  tangentes 
communes  à  la  conique  et  au  cercle  soient  parallèles.  Trouver 
le  lieu  des  centres  de  tous  ces  cercles. 
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357.  —  Étant  donnée  une  conique  tangente  en  deux  points 
fixes  A  et  B  aux  deux  côtés  d'un  angle  fixe,  on  mène  à  cette 
conique  une  troisième  tangente  variable  terminée  en  C  et  D 
aux  côtés  de  l'angle  donné;  par  les  points  C  et  D,  on  mène 
des  parallèles  aux  deux  côtés  de  l'angle:  on  demande  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  parallèles  quand  la  troisième 
tangente  prend  toutes  les  positions  possibles.  (On  pourra 
employer  les  coordonnées  trilinéaires  pour  résoudre  ce  problème.) 

358.  —  On  demande  si  la  série 

om  'Am  Ain  r,\m 

l    -X-l I 1 i 1_    .     ,     .    J L  .    . 

^       I       ~    2'"+/'       '      3'"  +  P    ~  ~    (/«—!)'"+/'' 

est  convergente. 

On  pourra  appliquer  le  théorème  qui  j^ermetde  considérer  le 


rapport  -:z-- — —  comme  caractère  de  convergence. 
h  .  n 

359.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  polynômes 

ax~  -\-  bx^  -{-  c 
ex'  +  bx^  -\-  a 
aient  un  facteur  commun  du  second  degré. 

360.  —  Le  quotient  de  (2m  —  i)!  par  (m)!  {m  —  i)!  est 
toujours  un  nombre  pair,  excepté  quand  m  est  une  puis- 
sance de  2;  l'exposant  de  la  puissance  de  2  qui  entre  en 
facteur  dans  le  quotient  est  {q  —  p  —  i),  q  étant  la  somme 
des  chiffres  de  2m  —  1  écrits  dans  le  système  binaire  et 
p  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  entre  en 
facteur  dans  m.  [Wohtenholme .) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


PARIS.—  IMPIIIMERIEUIUIX,  au,  KUE  BERGERE,  PRES  DU    BOCLEVARD  MONTMAlîTRi: .    —   H1624-1. 
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ECOLE  SPECIALE    MILITAIRE  1881 


Composition    de    Mathématiques    (trois    heures). 

On  donne  un  cône  de  révolution  dont  la  génératrice  SA  fait 
avec'  l'axe  SZ  iin  angle  p,  et  une  ellipse  dont  les  demi-axes 
sont  a  et  h. 

1°  Démontrer  que  reUipse  peut  toujours  être  obtenue  en  coupant 
le  cône  par  un  plan  convenablement  déterminé. 

3°  Si  ABest  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méridien  ASB 
qui  lui  est  perpendiculaire,  démontrer  la  relation 

}r- 


SA  .   SB 


snv 


3"  Calculer  en  fonction  des  données  a,  h,  p,  par  des  formules 
logarithmiques,  langle  SAB,  la  portion  SA  de  la  génératrice, 
ainsi  que  l'aire  du  triangle  SAB. 

On  appliquera  ces  formules  aux  nombres  suivants  : 
a  =  43'",9o6,  b  =  25'", 4346,  b  =  5°  12  '8",48. 

1°  Supposons  que  le  plan  sécant  soit  déterminé  d'après  les 
conditions  de  l'énoncé  ;  soit  AB  sa 
trace  sur  le  plan  méridien  qui  lui  est, 
perpendiculaire.  Si  l'on  mène  BC  per- 
pendiculaire à  SZ,  on  sait  que  la  lon- 
gueur AG  est  égale  à  la  distance  focale 
2c;  dans  le  triangle  ABC  on  connaît  donc 
AB  =  2a,AC  =  2C,  l'angle  G  =  90°—  [5. 
On  peut  donc  construire  ce  triangle; 
la  construction  est  toujours  possible 
d'une  seule  manière,  parce  que 
AB  >  AC. 

Laperpendiculaire  DS  élevée  sur  le  côté  AB  en  son  milieu 
détermine  la  position  du  point  S,  et  par  suite  le  triangle  SAB. 
Ce  triangle  détermine  la  position  du  plan  sécant. 

2°  Le  triangle  ABC  donne  la  relation 

AB"-  =  AC^  -I-  4BD2  —  4.BD.AC  sin  p 
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ou  bien  a"-  =  c^  -\-  BD'^  —  2BD   .   c  sin  'i  : 

d'où  l'on  tire     BD  =  c  sin  p  -f  /^'^  +  c^  sin''  6 
en  prenant  le  radical  avec  le  signe  +>  car  le  signe  —  don- 
nerait pour  BD  une  valeur  négative  qui  ne   convient  pas  à 
la  question. 
On  a  ensuite 


et 


BD 
SR  —                   — 

1/6^  4-  c^  sin''*  [3 

sm  [i 

sm  ,8               ' 

SA  =  SB  —  2c  =  - 

SA  .  SB  --        ^  ' 

sm 

j/ô^  +c^  sin^  fi 

sm  ^ 
sin'^  fi       ^^  _       6^- 

''  p               ^          sin^  ;3 

Donc 


3°  Le  triangle  ABC  donne 
a 


ou 


En  posant 


cos  (i 
sin  B  = 

h_ 
a 


sm  B  ' 

c  cos  ji 


=  cos  ©, 


on  a  c  =  Va-  —  h'^    =  a  sin  © 

et  par  suite  sin  B  =  siii  cp  cos  [3. 

L'angle  SAB  est  égal  à  B  -j-  C  ou  à  90°  —  fi  -f-  B,  expres- 
sion dans  laquelle  il  faut  prendre  pour  B  l'angle  aigu  cor- 
respondant à  la  valeur  de  sin  B. 

La  valeur  de  SA  trouvée  plus  haut  peut  s'écrire 


SA—  c 


y. 


+ 


ou,   en  posant     tg   '|  = 


f-  sin^  [i 
h  cot  9 


c  sm  S 


SA  =  c  [y/ 1  -f-  tg'^  ^ 


sin  [i 

(i  —  cos  <]/) 


2C  sm' 


cos  'f 

2(1  sm  9  sm'^  -^— 
2 


cos  'i/  cos   <]/ 

Enfin  la  surface  du  triangle  SAB  a  pour  expression 


S=  — SA.  SB  sin  2fi 


6^  pin  2|3 
2  sin'^  ji 


=  6-  cot  fi. 
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APPLICATION  NUMÉRIQUE 

Calcul  de  l'angle  cp.  cos  cp  =  — ^_l_n—Z. — 

a       43,906 
log-  25,4346  =  1,425  4249 
colog  43,906  =  2,357  4761 
log-  cos  o  =  7,762  9010 
0  =  54°35'56",o8. 
Calcul  des  anglesB  et  SAB. 

sin  B  =  sin  ç.cos  (3.  log  siu  cp  =:  1,911   2198.2 

log  cos  5°i2'8",48  =  7.998  2072.9 

log  sin  B  =  7,909  4271 . 1 

B  =    54°  16'  5% 3 3 

90°  —  fi  —     84°47'5i",52 

SAB  =  B  +  90^  —  fi  =  139°  3'56"',85. 

Calcul  de  l'angle 'b. 

I  cet  cp  cot  54-33'56'',o8 

^  '^  ""    sin  fs   ~"  "sîn~5^778^48~ 
log  cot  54°35'56",o8  =  r,85i   68 11. 8 
colog  siu  5<'i2'8",48  =  1,042  5195.6 

log  tg'i;  =  0,894  2007.4 

■}  =  82«43'45",i3 

—   'h   =  41^21 '5  2",  57. 


Calcul  de  SA. 

SA  = 


2a  sm  CD  sm--^ 


cos  7 
__    2.43,906.   sin  54°35'56^o8sin^- 4I°2I'52^57 
~"  cos  82°43'45",  i3 

log  2  =  o.3oio3 
log  a  =  1,6425239 
log  sin  (û  =  7,9112198.2 

2  log  sin  -!-=  7,6402035.4 

colog  cos  ']/  =  0,8977068.5 


log  SA  ==  2,3926841.1        SA  =  246,9927. 
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Calcul  de  la  surface  du  Iriangle  SAB. 

S  =  6-  cot  f^  =  (25,4346)-  cul  5°i2'8",48 
2  log  h  =  2,8108498 
log  col  &  =  1,0407268.5 
log-  S  =  3,85  15766.  5 
S  =  7105.2057 

Deuxième    Questiox.    —   Résoudre     l'équalion    \  mx  -j-  a 

-|-y  X  -|-  b  =  c,  /(?<  lettres  a,  L,  c,  m  désignant  des  nombres 
donnés  dont  le  dernier  est  supérieur  ou  au  moins  égal  ci  i. 
Co  iditioii  de  réalité  des  racines.  Limites  de  c. 

En   faisant   disparaître  successivemeul  les  deux  radicaux 
d'après  la  niélhodc  connue,  on  obtient  l'équalion  du  second 
degré 
x'^(m —  iy-{-2x[(m — 1)0/ — 6 — c-)—^2C-]-\-(a — b — c'^f — 4/jc-  =  o 

La  condition    de  réalité  des  racines  est 
[(  m—  I  )((/—/;— c^)—2C-]2+46c-(m— I  )*— (m— I  )-(a— 6— c-)'^>o 
ou,  après  réduction  et  division  par  40^,  facteur  positif  : 
c^  —  {m  —  i)  (a  —  b  —  c^)  +  b{m  —  i)^  >-  o 
me-  -\-  (m  —  i)  {mb  —  r;j  >>  o 

On  voit  que  si  mb  —  a  est  positif,  les  racines  seront  tou- 
jours réelles;  si  mb  —  a  est  négatif,  c  devra  être  plus  grand 

1    l/(a — mbjim — i)        ,  .^  y{a—mb](m — i) 

que  -\-  y  ^- -OU  plus  petit  que —  1/  ^ ■ -, 

'  m  '  m 

Il  est  essentiel  d'observer  qu'une  seule  des  valeurs  de  a;  peut 
satisfaire  à  l'équation  donnée,  si  les  radicaux  n'y  sont  pas 
affectés  du  double  signe. 


EPURE 


On  donne  un  plan  P7.P',  incliné  de  40  degrés  sur  le  plan 
horizontal  et  dont  la  trace  horizontale  fait  avec  la  ligne  de 
terre  U7i  angle  de  36  degrés.  Un  cercle  situé  sur  ce  plan,  dans 
le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  deux  traces  aP  èl  aP'  et  a 
pour  diamètre  o4  millimètres;  ce  cercle  est  la   base  d'un  cône 
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droit,  situé  au-dessus  du  plan  PxP'  et  dont  la  hauteur  égale 
108  millimètres.  On  demande  : 

1'^  De  construire  les  projections  de  ce  cône  ; 

2°  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec  laparallèle 
à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur; 

5"  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de  rencontre 
situé  à  droite. 

Pour  construire  l'épure,  je  vais  déterminer  les  diverses 
parties  du  problème  sans  me  servir  des  projections  du  cône. 

D'abord,  je  déterminerai  facilement  la  trace  horizontale 
et  la  trace  verticale  du  plan,  ainsi  que  le  rabattement  de 
la  trace  verticale  de  ce  plan.  Il  suffit  pour  cela  de  mener 
aP  faisant  avec  la  ligne  de  terre  l'augle  de  36°;  ensuite, 
je  mènerai  yo  perpendiculaire  à  aP,  osj  parallèle  à  aP,  jus- 
qu'à la  rencontre  avec  ye^  faisant  avecyô  un  angle  de  40°;  oz^ 
est  égal  à  la  cote  d'un  point  de  la  trace  verticale  aP',  et  si, 
sur  le  prolongement  de  oy  je  prends  yz^  égal  à  yt^,  le  point 
Si  sera  un  j^oint  du  rabattement  de  la  trace  verticale. 

D'après  cela,  j'aurai  facilement  sur  le  plan  rabattu  le 
cercle  de  base,  puisque  je  connais  son  raj'on,  et  que  je  sais 
qu'il  est  tangent  aux  deux  traces  aP  et  aP^'.  Le  centre  de  ce 
cercle  se  trouve  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  traces, 
et  aussi  sur  une  parallèle  à  la  ligne  aP,  distante  de  cette 
droite  de  27  millimètres.  J'aurai  donc  facilement  ce  centre 
rabattu  en  0^,  et  par  suite  ses  deux  projections  seront  en 
0  et  0'. 

Pour  avoir  le  sommet,  je  remarque  que  le  plan  projetant 
horizontalement  la  hauteur  coupe  le  plan  PaP'  suivant  une 
ligne  de  plus  grande  pente;  si  je  rabats  ce  plan  projetant, 
la  ligne  de  plus  grande  pente  se  rabat  suivant  coOj  et  la 
hauteur  suivant  O^S,,,  perpendiculairement  à  la  droite  pré- 
cédente; je  prends  0.,S2  =  108  millimètres,  eten  menant  du 
point  S2  une  perpendiculaire  à  ow,  j'ai  en  s  la  projection 
horizontale  du  sommet;  il  est  donc  facile  d'obtenir  la  pro- 
jection verticale  de  ce  sommet,  puisque  je  connais  la  pro- 
jection verticale  de  la  hauteur;  j'aurai  aussi  facilement  le 
point  (w,  m')  milieu  delà  hauteur,  et  par  suite  les  projections 
de  la  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
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L'intersection  de  cette  droite  avec  le  cône  s'obtiendra 
avec  la  plus  grande  facililé.  En  effet  le  plan  déterminé  par 
celle  droite  et  le  sommet  est  un  plan  méridien  de  la  sur- 
face. J'obtien  Irai  facilement  la  trace  horizontale  de  ce  plan 
en  cherchant  la  trace  horizontale  {a,  a')  de  la  hauteur  et 
menant  par  ce  point  une  parallèle  h  la  ligne  de  terre.  Soit 
G  le  point  oîi  cette  droite  rencontre  la  trace  horizontale 
du  plan; je  mène  GO^,  j'ai  le  rabattement  de  l'intersection 
du  plan  de  base  avec  le  plan  méridien  considéré  ;  par  suite 
j'aurai  facilement  les  projections  de  l'intersection  de  la  base 
du  cône  et  de  ce  plan  méridien;  en  joignant  ces  points  au 
sommets,  j'aurai  les  projections  des  génératrices  qui  passent 
par  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  du  cône.  J'aurai 
donc  en  n  et  ries  projections  hoiizontales  de  ces  points. 

Pour  la  troisième  partie,  je  mène  au  point  E^  la  tangente 
au  cercle  de  base;  elle  rencontre  en  t  la  trace  horizontale 
du  plan;  du  reste  la  trace  horizontale  de  la  génératrice 
passant  en  r  est  h;  qIouc  th  est  la  trace  horizontale  du  plan 
cherché.  Il  est  facile  d'avoir  la  trace  verticale  que  je  n'ai 
pas  menée  dans  la  figure. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  construire  les  projections  horizontales 
et  verticales  de  la  base  du  cône,  et  à  mener  par  les  points 
s  et  s  des  tangentes  respectivement  à  ces  courbes  pour  ter- 
miner l'épure. 

ÉCOLE  NAVALE 


CONGOURS   DE   1881 

Géométrie. 

Démontrer  que  deux  pyramides  de  même  hauteur  et  de  bases  équivalentes 
sont  équivalentes. 

—  Dais  un  triangle  ABC.  on  donne  b  et  a.  Une  transversale  rencontre  AB  au 
point  D,  AC  aupjint  E.  BCau  point  F.  Oa  doane  AE  =  p  ;  FB  -—  m.  Démon- 
trer que  si  l'on   appelle  S  la  surface  de  ADE,  S  la  surface  de  ABC,  on  a 


S 

'  -^     m 

-  X 

^^■ 

s 

m      0 

5= 
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statique. 

Un  triangle  ABC  a  l'un  de  ses  sommets,  A,  qui  est  fixe.  Déterminer  la  force 
à  appliquei"  au  point  B  pour  que  le  côté  BC  soit  horizontal. 

—  On  donne  un  triangle  quelconque;  on  demande  quel  est  le  cercle  qu'il 
faut  enlever  autour  du  centre  du  cercle  circonscrit  pour  que  le  centre  de  gra- 
vité de  la  partie  restante  soit  au  point  de  concours  des  hauteurs. 

Arithmétique. 

5  I 

Extraire  la  racine  carrée  de  43  +    à  — près.  Raisonnement. 

II  7 

Algèbre. 

On  coupe  un  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base  et  on  considère  le  cylindre 
droit  ayant  même  base  que  le  cône,  et  sa  base  supérieure  sur  le  plan  sécant. 
Étudier  la  variation  de  la  somme  de  la  surface  latérale  du  cylindre  et  de  la 
surface  latérale  du  cône  supérieur. 

Trigonométrie. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  plan  formant  un  angle  de  3cf  avec  le  plan  horizontal  et  dont 
la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  53"  avec  la  ligne  de  terre.  Trouver  les 
projections  d'une  pyramide  régulière  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier 
ayant  son  centre  et  le  milieu  d'un  des  côtés  sur  la  trace  du  plan.  Cet  hexagone 
est  situé  dans  le  plan;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  i5  centimètres,  le  côté 
de  l'hexagone  a  3  centimètres,  et  le  sommet  de  la  pyramide  est  dans  le  second 
dièdre.  On  cherchera  la  projection  de  la  section  par  le  plan  bissecteur  du 
premier  dièdre. 


SUR  DEUX  PROBLEMES  D'ARITHMETIQUE  ; 

Par  E.   Catalan  (*). 


I.  Premier  problème.  —  De  i  cm  (inclusivement),  combien 
y  a-t-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  premiers 
donnés,  a,  b,  c,  ...  k,  1? 

Ce  problème  est  loin  d'être  nouveau.   On   en   trouve  une 

(*)  Cette  Note  a  pour  origine  un  travail  de  M.  Minine  [Journal  de  Mathéma- 
liques,  t.  V,  p.  58).  Touchant  ce  travail,  je  ferai  une  seule  remarque  :  les 
énoncés  adoptés  par  l'auteur  peuvent  être  'remplacés  par  ceux-ci  : 

De  I  à  p  (inclusivement;,  combien  y  a-t-il  de  nombres  non  dmsibks  par 
des  nombres  premiers,  donnés  ? 

Quelle  est  la  somme  des  nombres  compris  entre  i  et  p  (inclusivement),  et 
non  divisibles  par  des  nombres  premiers,  donnés  ? 


solulioû  dons  mes  Mélanges  mathématiques  (p.  133),  calquée 
sur  celle  d'un  problème  plus  simple  (N.  A.  1842,  p.  466). 
En  appelant  [{n)  le  nombre  cherché,  et  en  désignant  par 

(— j  (-^)  le    plus    grand    entier  contenu  dans  -rr-,  on  a 

«„)  =  „_2(^)  +  2(-^)_2(-^) +  ..,(., 

II.  Exemple.  —  Soient  :  n,  =  6o,  a=5,  6  =  7,  c=:i3. 
La  formule  donne 

/■(60)  =  60  -  (12  +  8  +  4)  4-  I  =  37. 

En  effet,  de  i  à  60,  il  y  a  3/  nombres  premiers  avec  5, 
7  et  i3  ;  savoir  : 

I,  2.  3,  4,  6,  8,  9,  II,  12,  16,  17,  18,  19,  22,  23,  24, 
27,  29,  Si,  32,  33,  34,  36,  37,  38,  41,  43,  44,  46,  47, 
48,  5i,  53,  54,  56,  58,  59. 

III.  Remarque.  —  L'inspection  de  la  formule  (A)  suggère 
une  autre  solution,  basée  sur  un  raisonnement  bien 
connu  (*^). 

Le  nombre  cherché  serait 

"-œ-(T)-(T)-;  =  »-Z(;^> 

si  chaque  multiple  de  a  n'avait  été  supprimé  qu'une  fois  ; 
si  chaque  multiple  de  b  n'avait  été  supprimé  qu'une  fois  ; 
etc.  Mais,  parmi  les  multiples  de  a,  il  en  est  qui  sont  mul- 
tiples de  b,  c'est-à-dire  multiples  de  ab.  Ces  derniers  mul- 
tiples (aussi  bien  que  les  multiples  de  ac,  de  bc,...)  ont 
donc  été  supprimés  à  tort  :  en  les  rétablissant,  on  trouve, 
au  lieu  de  l'expression  précédente, 

Celte  application  singulière  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  donne,  finalement,  la  formule  (A)  (***). 

[*)  Ainsi  que  je  l'ui  drjà  r.iii  observer,  le  symbole  ("jr")  équivaut  h  celui-ci: 

E(— -|,  adopté  par  Legendre. 

(**)  Laplace  en  a  fuit  usage,  dans  la  Théorie  des  probabililés. 
(***)  Afin  d'abréger,  je  ne  fais  qu'indiquer  la  marche  à'suivre. 
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IV.  Cas  particulier.  —  Si  a,h,r....  sont  les  facteurs  premiers 
de  n  (inégaux),  fin)  devient  la  fonction  numérique  ^(n)  (*); 

,(„,  =  „  -  2:v  +  zl-iE-  -  2.isr  +  •  ■  •' 

ou        ,(,„   =   „(,-l-)(,-J-)(,    _^)...;       (B,, 

ce  qui  est  la  formule  connue  ('"'). 

V.  Second  problème.  —  Quel  est  la  somme,  S(n),  des  nombres 
considérés  dans  le  premier  problème? 

1"  La  somme  des  nombres  i.  2,  3.  ....  n  est — ??  {n  -\-  i). 

2      ' 

2°  La  somme  des  multiples  de  a  égale 

T(T)[œ+-]«- 

3^  La  somme  des  multiples  de  ab  est 

En  répétant,  mot  à  mot,  le  raisonnement  indiqué  ci-dessus 
(III),  on  trouve 

,s(«)=„(,.  +  o-S''(v)[(t)+'] 

+  S"Ki::r)  [(^) +■]-•■•  <^' 

VI.  Exemple.  —  Soient  encore  :  n  =  60.  0  =  3,  b  ^  7, 
c  =  i3.  Nous  aurons 

2S  (60)  =60.  61  —  5.    12.  i3  —  7.8.9—  13.4.5 

-j-  35   .    I   .2=3  600  —  780  —  504  —  260  -f-  70, 
ou  S(6o)  =  1093  ;  ; 

comme  on   peut   le  vérifier    sur   les   nombres   donnés  plus 
haut. 

VII.  Cas  particulier.  —  Lorsque  a,  b,  c,  . . .  sont  les  fac- 
teurs premiers  de  ?i.  le  second  membre  de  (C)  se  réduit  à 

(*)  De  Gauss.  si  mes  souvenirs  sont  fldèles. 
donc 

(**)  N.  A.  (1842,  p.  46). 
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-z[^+ -]+•■•; 

La  quantité  entre  accolades  peut  être  écrite  ainsi 

+  --Z-  +  Z'-Z'  +  -- 
-«(■-v)('-v)0-t)- 

+  (i  -  i)(i  -  i){i  -  i)  ... 
=  <p(n). 
Donc,  5  désignant  la  somme  cherchée, 

a  =  -^  ncp(n), 

I       ,    , 
ou  T  =  —  '•^{n^j, 

2 

conformément  à  un  théorème  connu  (*). 

QUESTIONS  D'EXAMENS 


Établir  par  la  géométrie  la  surface  du  quadrilatère  inscrit  en 
fonction  des  quatre  côtés. 

Je  mène  la  diagonale  BD  ;  j'ai,  en  appelant  S  la  surface 

,  .,    ,              ^          ch       ,      ah' 
du  quadrilatère  S  = \-  . 

Les  triangles  semblables  BFC,  ADE  me  donnent 
h    _  _b_ 

Y'  ~  ~T'' 

,,  V    .    ,.  ,,  hd 

d  ou  je  tire  h  =  —r — . 


(*)  Ce  théorème,  que  l'on  peut  démontrer  en  trois  lignes,  est  dû,  je  pense,   à 
M.  II.  Postula.  (N.  C.  M.,  t.  IV.  pp.  207  et  208). 
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cb  -\-  dd 


Donc  S  =  h,         , 

2  0 

D'autre  part,  en  chercliaut;  par  les  deux  triangles  BAD, 

BCD,  la  valeur  de  la  diagonale,  j'ai 

X-  =  b-  +  c^  —  2C  .  FG  =  a^  +  d'  +  2a  .  DE. 

FG  6      ,,  .    .     . 

Gomme  j  ai  aussi  la  projection  :=  —j-,  d  ou  je  tire 


DE 
j'obtiens  FG  = 


DE  d 

Fi;  .  d 


b 


2(c6  +  ad) 
et  par  suite 

b-{b-  -\-  c^  —  a-  —  d^) 


h-  =  b'  — 


4(c6  -\-  ad)'^ 
Donc 

4(c6  +  ady  —  (b'-  -\-  c'  —  «^  _  f/2^2 


S^ 


lO 

On  a,  par  une  transformation  simple, 

_  (fe-j-c+(/— fl)(cH-f/+«  — 6)("fZ4-a  +  /j  — c)(ff-^5  +  c— r/). 
_  _ 

En  posant,  comme  à  l'ordinaire 

a  -{-  b  -}-  c  -\-  d  =  ip, 
on  trouve 

S'  =  {p  —  a](i)  —  b)[p  —  c){p  —  d). 


Pai'  loi  point  A  pris  dons  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une 

sécante   AMN,    et   on  joint   le  centre   aux   trois  points  A,'Si,lS. 

Démontrer  que  l'on  a 

AO:\I  AON 

tg  .   tg =  const. 

2  2 

Je  joins  le  point  M  et  le  point  N  au  point  B,  extrémité 
du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A.  J'ai 

MBA  =  ii2^  ; 
KBA  =   ^. 
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Il  faut  donc  démontrer  que  j'ai 

tg  MBA  .   tg  NBA  =  const. 
Pour  cela,  je  joins  les  points  M  et  N  à  l'autre  extrémité 
C  du  diamètre  AOB.  J'ai 

lo-MBA  =  -^:loNBA=    ^^ 


MB      ^  NB 

MG  .   NG 


Donc  tg-  MBA   .   tg  XBA  =    ^^^      ^^^  . 

D'autre   part,    les    deux    triangles  MBX,   MGN  ayant  un 

:mgx        mg  .  xc 


angle  égal,  on  a 
et  aussi 


MBN  MB  .  NB 

:m(;n         co         ag 


MBN  BP  AB 

AG 


Donc  tg  MBA   .   Ig  XBA 


AB 


La  différence  entre  un  arc  du  premier  quadrant  et  son  sinus 
est  moindre  que  le  double  da  carré  de  lUirc  àioisé  par  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  en  supposant  le  raijon  éyal  à 
C  unité. 

On  a                          2a  <  -r. 
et  aussi  a  <  tg  a  -^ a  <  cote-  a. 

2 

On  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la 
première  inégalité  par  cos^  a,  et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  sin-  a, 

a  cos'-  a  <  sin  a  cos  a 


-  —  a    \  sin^  a  >  sin  a  cos  a; 
d'où  l'on  tire  a  sin-  a  >  a  —  sin  a  cos  a 

-  —  a   I  sin-  a  <  sin  a  cos  a  ; 


,,  ,                           2  sin  a  cos  a 

a  ou  


ou 


a  —  sm  a  cos  a 
~     ^  a 

ia  a  —  siu  a  cos  a 


30-2  — 

20- 


Ou  eu  lire     a  sin  a  cos  a  < 


,.      .     .                     .                 2a- 
ct,  a  fortiori,        a  —  sm  a  <  ■ 


A  et  B  sont  deux  nomb)'es  entiers  et  positifs,  ayant  plus  de  la 

moitié  des  chiffres  de  gauche  communs,  et  on  a  A  >  B.  Démontrer 

p  —       p —  I 

que  l'on  a  toujours     y  A  —  V  B     <  - — 

p  étant  entier  et  positif. 

Ou  a  ideutiquement 

XP  —  IIP 

^  =  œ/'  -  '  +  iixP  -  2  4-  ...  J^  m>  -  ^ 

X  —  y 

ou,  puisque  x  '>  y, 

XP  —  yp 

—  >  p  .  yp-'- 


X  —  y 
Posous  XP  =  A;        yP  =  B, 

il  YieuL  Ç/r-  f'F<  -  -^"""^ 


P     ri 


\l  Bp 


\ 


ou 


p           «             I         Pf  (A  —  B)/^ 
\/A  —  \/B  <  —    .    \  -^ -^ 


7J       r      bp 

Soit  li  le  nombre  des  chiffres  de  A  —  B;  B  a  au  moins 
2k  -\-  I   chiffres  ; 

doue  ou  a  A  —  B  <    lo^'  ;  B  >   lo^''. 

(A  —  B)P  io''P 


Donc 


■Qp  -   \  ^       I02A73-2A- 


(A  —  B)P  I 

ou  -^r -^    < 


Comme  on  a  ceriainemeul 
ou  voit  que  cette  expression  est  inférieure  à  i  ;  donc 

(7r-(/F<^. 

V 
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Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre,  S  la  surface, 
r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  A,  B,  G  les  angles.  Démontrer  que 
les  racines  de  l'équation 

sont  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle. 

A 
On  a  p  tg-  -^  =  r„  ; 

Donc  déjà  la  somme  des  racines  peut  être  considérée  comme 
la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits. 
On  a  aussi 

Va  n  +  n  rc  +  rc  Va  —p-  (^tg  -  tg-  —  -f  tg-  tg  — +  tg—  tg ^^ 

ou,  d'après  une  relation  connue  entre  les  demi-angles  d'un 
triangle,  /'a  rt  -\-  Ta  r'c  +  rb  rc  =  pK 

Entin  on  a  ra  rb  rc  =  yS  =  . 

r 

On  voit  donc  bien  que  >•« ,  rb  ,  rc  sont  les  racines  de  l'é- 
quation proposée. 


Étant  donnés  deux  nombres  entiers  a  et  h,  premiers  entre 
eux,  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  nombres  entiers  x 
et  y,  tels  cjue  l'on  ait  V identité 

ax  —  by  =  I . 

Soient  a  et  b  les  deux  nombres  entiers  donnés,  que  nous 
supposons  premiers  entre  eux;  efTectuous  les  opérations  de 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  ;  le  dernier 
reste  sera  l'unité,  et  nous  aurons 

a  =  bq^  +  Ri 

b  =  R,q,  +  R, 

Ri  =  R.//U  +  R3 


R/i  —  3  — -  R)i  —  2^/1  —  1  -f  R)(  —  I 

R„_o  =  R„-  I  f/u  -\-  I 
deux  restes  consécutifs  quelconques  satisfont  à  la  condition 
énoncée  ;  car  ou  a  d'abord 

Rn  —  i  —  R/(  —  I  qn=  I . 
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Éliniiuous  R„_-i  entre  celte  égalité  et  la  précédente;  nous 
aurons  R»-3  ?"  —  R,i_2  =  Ru-2</n  — i  ?»  —  i  ; 

d'oil  Rn      ,:;  qn Ru -- 2   (l    +  Qn  Ça-l)    =   I 

et  l'on  voit  que  les  nombres  qn  et  i  -j-  9«-i  satisfont  à  la 
condition  demandée  par  rapport  aux  deux  restes  consécu-' 
tifs  R,i-3  et  R»-2. 

En  général,  si  la  condition  est  remplie  pour  deux  restes 
consécutifs  quelconques,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  l'est 
aussi  pour  les  deux  précédents. 

Car  si  l'on  a,  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers, 
m'Rp  —  ?!R;j-p  I  ^  +  I 
en  éliminant  Ry,  _  ^  entre  cette  relation  et  l'égalité, 

R,;_  1=1  R/,  Qp-j.  \  -f-  R^J  +  l, 
il  vient  mRp  —  jîRjj-i  =  — n'Rp  Qp  +  i  +  i 

ou  nRy,_,  —  R;,  (m  -f  nQyj  +  i)  =  +  i, 

relation  qui  satisfait  encore  à  la  condition  énoncée. 

Or,  la  condition  étant  remplie,  pour  les  restes  R„  _  3  et 
R,i  _  n.  ainsi  que  nous  l'avons  reconnu  directement,  elle 
l'est  aussi  pour  les  restes  R»  _  1  et  Rn  -  3,  et  ainsi  de  suite, 
en  remontant,  de  sorte  qu'elle  sera  également  remplie  pour 
les  deux  nombres  d'oli  l'on  part,  a  et  b. 

Il  existe  donc  des  nombres  entiers  x  et  y  tels  que  l'on 
ait  ax  —  bij  =  db  i. 

Soient,  par  exemple  les  deux  jnombres  56  et  i5  qui  sont 
premiers  entre  eux;  on  a 

5  6  =  1 5   X  3  -f-  1 1 

l5   =:   I  I    X    I    +      4 

II  =     4  X  2  -f     3 

4  =     3X1-1-     I 

La  dernière  égalité,  retranchée  de  la  précédente,  donne 

II  —  4=4X2  —  I 

d'où  II  —  4X3  =  —  I . 

Retranchons  celle-ci  de  la  précédente  multipliée  par  3, 
nous  aurons 

i5x3—  ii  =  ri   X   I   x3-|-i 
ou  1 5  X  3  —  11X4=1. 

Enfin,  retranchons  cette  dernière  de  la  première  égalité 
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multipliée  par  4,  et  nous  aurous 

56X4  —  i5x  3=  i3x3X4—  I, 
c'est-à-dire  56  X4  —  i5X   i5:=  —  i, 

Les    deux    nombres   4   cl    i5    satisfont    donc   à    l'égalité 

56x  —  I  5(/  =  —  I . 
—  Supposons  qu'il  faille  satisfaire  à  l'égalité  ax  —  bij  =  c 
par  des    valeurs  entières  de  x  et   de  y,  a  et  b   étant  deux 
nombres  premiers  entre  eux.  Soient  a  et  (i  deux  nombres 
entiers,  tels  que  l'on  ait 

(17.  —  b'i)  =  +  I 
il  en  résulte  a  .  y.c  —  &  .  i3c  =  +;  c 
de  sorte  que,  si  l'on  a 

ax  —  bp  =  -i-  I, 
on  aura  x  =  ex 

et  y  =  ci, 

et  si  l'on  a  ax  —  63  =  —  i, 

on  aura  x  =  —  ex 

et  y  ■■= — cf:. 

On  déduit  facilement  de  là  toutes  les  solutions  en  nombres 
entiers  de  l'équation  ax  -f-  hij  =  c;  mais  ce  n'est  pas  là  ce 
qui  nous  occupe. 

—  Proposons-nous  maintenant  la  question  suivante,  tout 
à  fait  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  traiter  : 

Étant  donnés  deux  polynômes  entiers  en  x,  f(x)  et  o{x),  pre- 
miers entre  eux,  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  polynômes 
entiers  en  x,  u  et  v,  tels  que  l'on  ait  identiquement 

uf(Xj —  VÇ'(x)  =   +   I. 

Supposons  que  'j>{x}  soit  le  polynôme  du  moindre  degré,  et 
effectuons  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
/■(a-)  et  o(x)  ;  les  opérations  se  traduisent  par  les  identités 
suivantes  :  f{x)  =  9(j:')Qi  -]-  R^i 

'^(x)  =  R.Q,  +  R, 

Ri  =  R.Q3  +  R3 


Rh  — 3  =  R»— o'J/i— 1  -j-  R,j  _ ( 
Rn-2  =  R/i-iQ(t  -7-  Ru 

JOURNAL  DE  MATH.  1881. 
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Les  deux  polynômes  f{x)  eL  -^(x)  étant  par  hypothèse  pre- 
miers entre  eux,  le  dernier  reste  Rn  est  indépendant  de  x. 

Deux  restes  consécutifs  quelconques  satisfont  à  la  con- 
dition énoncée  ;  car  on  a  d'abord 

R«  — 2  —  Rn  — iQ/i  =  R?i  . 

Éliminons  R,,  _  i  entre  cette  égalité  et  la  précédente  ;  il 
vient        Rn-3  Qu  — R;i-2(i   +  0»  Q»-0        —  R-* 

et  Ion  voit  que  les  poij'nomes  -=—  et ,  qui 

R»  R» 

sont  entiers  en  x  (puisque  R»  est  indépendant  de  x),  satis- 
font à  la  condilion  demandée,  par  rapport  aux  restes  R,i_3 
etR»  -  0. 

En  général,  si  la  condition  est  satisfaite  pour  deux  restes 
consécutifs  quelconques,  nous  allons  montrer  qu'elle  l'est 
encore  pour  les  deux  précédents. 

Car  si  l'on  a,  MetN  étant  deux  polynômes  entiers  en  x, 
MRj,  —  NR;,  +  1  =  +  I 
en  éliminant  Rj,  +  ^   entre  cette  relation  et  l'égalité  précé- 
dente R^,  _  1  =  Rp  Q^,  +  ,  -f  R/j  +  'j  il  vient 

NR^,  _  .  —  R,  CM  -\-  ^Qp  +  ,)  =  T  I 
■  relation  qui  satisfait  encore  à  la  condition  demandée. 

Or  la  condition  étant  remplie  pour  les  deux  restes  R,i  -  3 
et  R,i  —  0 ,  elle  l'est  successivement  pour  ceux  qui  pré- 
cèdent, do  sorte  qu'en  remontant  on  voit  qu'elle  est  encore 
remplie  pour  les  deux  polynômes  donnés  f{x)  et  '-^{x). 

II  existe  donc  des  polynômes  entiers  en  x^  u  et  v,  tels  que 
Ton  ait  identiquement 

iif{x)  —  vo{x)=:-+:  I,  c.  q.  f.  d. 

La  méthodo  que  nous  venons  d'exposer  montre  en  outre 
comment  ou  peut  délerminer  ces  polynômes  sans  résoudre 
d'équation. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  polynômes  {x'^-]-iY  ct(x — ï)'^, 
qui  sont  premiers  entre  eux  ;  on  a 

(X^  4-    1)2  =  (.X-  —   1)"{X   -h    3)  -|-  4(2X'^  —  2X  -)-    i) 
2(X  —   l)'^  =  {2X'^  —  2X  -\-   l){X  —  2)  -\-  X 
2X^  2.1;  -|-   I  =  X    .     2{X   —    I  )  +     I 

Eliminons  i'avant-dernier  reste,  x,  entre  les  deux  dernières 
égalités  ;  il  vient 
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4(X  —    ïY(x  —  l)  —  (2.x-'*  —  2X  -{-   l)  =   2(2CC*  —  2X  -\-    1  ) 

X    (X  —  2){X  —    l)    —    I 

c'est-à-dire 

4(x  —  i).(x —  i)-^ —  {2X^  —  2x  -f-  0(i  4"  2[x  —  2)(a3  —  i)] 

ou    4(£C  —  i).(a:;  —  i)-^  —  {2x'^  —  2X  ^  i)(2x-  —  6x  -{-  5) 

Éliminons  de  même  le  reste  intermédiaire  (2x'^  —  2cc-)-  i) 
entre  celte  égalité  et  la  première  ;  nous  aurons 

(OD"  +   iy{2X^  —    6X   -f    5)  —  16(0:;  —   I).(£C   -    l)^^ 

=  {x— lY  (x+  3){2x^—  6x  -i- 5) -i- 4 
c'est-à-dire 

(x-  -f  ij^(2a;^  —  6x  -\-  5) 

—  (ce  —  iY[iô{x  —  i)  -|-  (x  -\-  3)  2x^  —  6x  -{-  5)]  =  4. 

r       ,             ,      ,              ,.                     2cc2   —    6x   +  5 
Les  deux  jDoIynomes  entiers  en  x,  ■ e 

iG(x-  i)-\-{x-\-  3)i2x'  -  6x  -f  o)  ,.  ,     ,    . 

■ .    satisiont   doue    a 


4 

l'égalité  vu{x'^  ~H  0'  —  (^  —  i)'^  =  i 

et  l'on  a 

x"-  3x  5        ,    _  x^  3  I 

u  —     ^  ^  ^  ,    ei  t  —  — -  -t-  --  j::  —  — -. 

—  Supposons  maintenant  qu'il  faille  satisfaire  à  l'égalité 

uf  (x)  —  vo  (x)  =  F  (x) 

au  moyen  de  polynômes  entiers  u  et  v. 

Soient  m  et  n  deux  polynômes  entiers,  tels  que  l'on  ait 

mf  {x)  —  ncp  («)=  +  !; 

il  en  résulte     wF  (ce)  .  /"(ce)  ^  7iF  (ce)  .  9  (ce)  =:+F  (.x), 

de  sorte  que  si  l'on  a    mf  (ce)  —  ncp   {x)  :=  -{-  i ,  on  aura 

i(  =  m¥  (x),  et  i'  =  nF  (ce). 
et  si  au  contraire  mf  (x)  —  ?icp   (x)  =;:  —  i,  oa  aura 

u  =  —  viF  (x),  et  y  =  —  iiF  (ce), 

—  Les  théorèmes  précédents  sont  susceptibles  d'une  ap- 
plication très  importante  dans  la  décomposition  d'une  frac- 
lion  rationnelle  en  d'autres  plas  simples. 

F  (x) 
Soit,  en  eflel,  la  fraction  --r-, ; — ,  où  f(x)  et  c?  (c^^  sont 

/  (x)  9  (ce)  '  ^  T  \    / 

deux  polynômes  premiers  entre  eux. 
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Nous  venons   de  voir  que  l'on  peut  toujours  satisfaire  à 
l'identité  '«/(■^■)  —  f"-?  C-f')  =  F  (x) 

au  moyen  de  polynômes  entiers  en  x,  u  et  v.  Or  on  déduit 
de  cette  identité  : 

u  V       F  (x) 

9(*)       /■  (■n  ~  f  (x)  9  (X) 

et  l'on  voit  que  la  fraction    donnée   est    ainsi   décomposée 
en  deux  autres  plus   simples. 
Comme  exemple  de  cette  application,  considérons  la  frac- 

tion ^ — ■ — '        .   ■ . 

[x'  +  i)^  (x—  1)3 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  l'on  a 

(.x2  -f  i)-  {2X-  —  Gx  -f  5)  —  («  —  i)3  (2X-^  -f  3j;  —  i)  =  4 

Il  en  résulte 

4  2x-  —  Sx   -\-  S  2x^  -\-  3x  —  I 

{x^-\-  s){x—îy  ~  ~     (x-  —  1)'  (.x"  +  4j^ 

et,  par  suite, 

x^  —  Sx  -\-  y  I     r(2.x^ — 6x-\-5)(x^ — Sx-j-y) 


4     L 


[x^  -f- 1)-  (x—  if         4L  (x  ~  l)3 

(2.1;^  -\-  3x —  i)  (x^  — Sx+z)"! 
{x^  +  i)^      ^  J 

Or,  si  l'on  effectue  les  deux  quotients  entre  parenthèses, 
on  trouve  pour  les  parties  entières  deux  quantités  égales, 
2x'^  —  II,  qui,  par  conséquent,  se  détruisent,  et  il  ne  reste 
plus  qu'à  décomposer  |)ar  les  procédés  connus  deux  fractions 
rationnelles  ne  renfermant  chacune  qu'un  seul  facteur  dis- 
tinct au  dénominateur. 


QUESTION  ,288. 

Solution  pnr  M.  Daguillon.  étove  du  Lycée  Heni'i  IV 


Soient  un  Irianyle  AI3C,0  le  centre  da  cercle  circonscrit.  On  joint 
OA,  OB,  OC  qui  rencontrent  la  circonférence  en  M,  M';  M";  on 
mène  MD  perpendiculaire  sur  BC,  IM'I)'  perpendiculaire  sur  AC, 
et  WD"  perpendiculaire  sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AD, 
BD'j  CD'  concourent  en  un  même  point. 

^  0    V  Ù  ^ 
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Joignons  MM',  M'M",  MM".  On  voit  facilement  que  les 
côtés  du  nouveau  triangle 
ainsi  formé  sont  respective- 
ment parallèles  et  égaux 
aux  côtés  AB,  BC,  CA  du 
triangle  donné. 

Si  donc  on  prolonge  MD 
jusqu'en  E,  intersection 
avec  M'M",  nous  aurons 


BD 
'DG" 
de  même 
CD' 


D'A 


et 


d'où 


:\1"E  _ 
'    EM'  ' 

ME' 

AD" 
"D^ 
BD.CD.AD'^ 
DG.AD'.BD" 


M'E" 

E"M  ' 

M  "E.  ME'.  M'E" 

EM'.EM".E"M  ■ 


Mais  les  droites  ME,  M'E',  M'E"  étant  les  hauteurs  du 
triangle  MM'M"  se  coupent  en  un  même  point,  et,  d'après  le 
théorème  de  Céva, 

M'^E.ME'.M'E"    _     ^  BD.GD.AD"     _ 

EM'.EM''-E'M    ~"  ^  '         ^^^    DG.AD'.BD'    ~"  ^  ' 
Ce  qui  établit,  en  vertu  de  la  réciproque  que  les  droites 
AD^  BD',  GD"  sont  concourantes. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boudlgnier.  à  Lille;  Baudoin, 
à  Beauvai.s;  Bourget,  à  Aix  ;  Ch.  JuUien,  au  lycée  Henri  IV;  Tinel,  à  Rouen; 
Dulcy,  à  Chàteauroux:  Van  .\ubel.  à  Liège;  Rivard.  au  Mans;  Gino  Loria,  à 
^lantoue. 


QUESTION  289. 

Solution  parM.  Perrier,  (Henri), élève  au  Lycée  de  Lons-le-Saulnier. 


On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent  ;  par  l'un  des  points 
d'intersection  on  fait  passer  une  corde  commune  aux  deux  cercles: 
trouver  le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes. 
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Abaissons  des  centres  0   et    0'  les  perpendiculaires  OH, 
O'I  sur  la  corde  commune.  On  a  HI  =  .     Prenons    BM 

2 

=  HI,  M  est  un  point  du  lieu;  joignons  ce  point  aux  points 


0  et  0'.  On  a 

Ôlî-  =  TH"^  4-  MÏ- 
d'ou      OÏL-  +  Cnl'  =  ÔH'  -}-  HM^  4-  ITT-  +  MÏ" .         (1) 
Or  BM  =  HI,  ou  BH  +  HM  =  HM  +  MI,  donc  MI=BH; 
MC  =  HI,  ou  MI  4-  IG  =  HM  +  MI,  donc  HM^IC; 
dès  lors  la  relation  (Ij  devient 
MÔ^  _]_  WJ-^  =  OH-  +TC-  +~ÔÏ-  +  BH-  =  R2  4-  R'2. 
Le  lieu  des  points  M  est  donc  une  circonférence  ayant 
pour  centre  le  milieu  D  de  00'  et  pour  rayons 


f 


W  4-  H' 


2  0D^' 


Cette  circonférence  passera  évidemment  aux  points  A  et  A'. 

Nota.  —  Ont  résolu  la   même   question  :  Mil.   Pi-ost,  à  Lons-le-Saulnier  ; 
■•dvre,  à  Passy;  Dupuy,  à  Grenoble;  Gallon,  au  lycée  Louis-le-Grand;  Daguil- 
ïon.  Vitte,  au   lycée   Henri  IV;  Lerouge.  à  Paris;   Henry,  à  Bréchaincourt; 
Andrieu,  à  Rouen. 
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QUESTION  ?90 

Solution  par  JI  Paul  Bocdignier,  élève  du  Lycée  de  Lille. 


Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  droite  infinie,  on  sait 
qu'il  y  a  deux  points  G  et  D  qui  divisent  AB  dans    un   rapport 

donné  .  Dans  quel  rapport  le  point  0  milieu  de  CD  divise-t-il 

AB  ?  Le  point  0  est-il  entre  A  et  B,  ou  en  dehors  de  ce  segment  ? 

îi.AB 

On    démontre    facilement    que     CB    =    '■ , 

m  -j-  n 

nXB  2m»AB 

UB    =  et  par   suite  que  C-D  =  

m  .    n  m-  —  n^ 

OC  =  -^  =  OT>=    '""■^'^  . 


2  m- 

Le  point  0  est  en  dehors  de  AB,  car 
î?)/!AB  ?7AB 


> 


nv  —  n-  m  -j-  n 

ou  .  m  >-  ??)  —  ?:.. 

ualcul    du    rapport  . 

OB  =  OC  -  BG  =    ""'^^  — ^^  ,0B  =.     "^^^^ 


OA  r=  ÛB  4-  AB  =  — ^ l-AB  = 


Dès  lors 


m~  —  n'  vi'  —  n^ 

OA  m"" 


OB  n- 

Le  point  0  divise  donc  AB  dans  un  rapport  égal  au  carré 
de  celui  dans  lequel  les  points  G  et  D  divisent  cette  même 
droite. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Henry,  à  Bréchaincourt;  Vigny, 
Barchat,  à  Vitry-le-François;  Daguillon,  Jullien,  Lapareillé.  au  lycée  Henri  IV; 
Baudoin,  à  Beauvais;  Fievet,  à  Lille;  Tinel.  à  Rouen;  Prost  et  Perrier,  à  Lons- 
le-Saulnier;  Gobert,  au  collège  Chaptal;  Lerouge.  à  Paris;  Rivard.  au  Mans- 
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QUESTION  291 

Solution  par  M.  Daguillon.  élève  du  Lycée  Henri  IV 
[Classe  de  M.  Ha  ce  de  Lépinay). 


On  donne  une  parabole;  soit  M  un  point  de  cette  courbe;  on 
proj^'tle  ce  point  sur  la  directrice,  et  de  ce  point  C  projection  de 
M  on  abaissî  nne  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  FM, 
Trouver  le  lieu  du  pied  I  de  cette  perpendiculaire. 

Joignons  CF.  Puisque   CM  =   FM,  le    triangle  CMF  est 

^  isoscèle.  Si  donc  de 
F  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire FE  sur 
MG,  celle  droitequi  est 
parallèle  à  DG  donne 
EG  =  FI=DF.Lelieu 
du  point  I  est  donc 
une  circonférence 
ayant  son  centre  au 
foyer  F  de  la  parabole 
et  pour  rayon  le  para- 
mètreDF  delà  courbe. 
Les  points  G  et  G' 
intersections  de  la  pa- 
rabole avec  la  perpen- 
diculaire  menée  à 
l'axe  par  le  foyer,  et 
le  point  L,  appartien- 
nent au  lieu. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lapareillé,  au  Lycée  Henri  IV; 
Fuvre,  à  Passy;  Baudouin,  à  Beauvais;  Boudignier,  à  Lille;  Simonet,  à 
Neufcliâteau  ;  Tinel,  à  Rouen;  Galon,  au  Lycée  Louis-le-Grand  ;  Fiévet,  à 
Lille;  Torre  Vittorio,  à  Alexandrie  (Italie);  Prost  et  Peirier,  à  Lons-le-Saul- 
nier;  Talbourdeau,  à  Moulins;  Henry,  à  Bréchiacourt;  Hamon,  au  Mans; 
(lobert.  au  collège  Chaptal;  Bonnieux,  à  Rouen. 
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QUESTION  292 

jSiolntion  par  M.  Malcor,  élève  du  Lycée  <lii  Havre. 


On  donne  une  parabole:  par  le  pied  0  de  la  directrice  on 
mène  une  sécante  à  la  parabole;  soient  A  et  B  les  points  d'inter- 
section et  G  le  milieu  de  AB.  On  projette  le  point  C  sur  la  direc- 
trice et  de  cette  projection  on  abaisse  une  perpendiculaire  DI  sur 
la  sécante  OAB.  Trouver  le  lieu  du  point  I. 

On  sait  que  clans  toute  parabole  les  milieux  des  cordes 
parallèles  sont  sur  une  parallèle  à  l'axe.  Ceci  posé,  la  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  R,  intersection  de  CD  avec  la 
parabole,  est  parallèle  à  la  sécante  OAB. 

Le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  cette  tangente  étant 
le  point  D,  l'angle  GIF  est  droit  et  le  lieu  est  alors  une  cir- 
conférence décrite  sur  OF  comme  diamètre. 

Nota.  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Daguillon.  au  lycée  Henri  IV; 
Dapuy,  à  Grenoble;  Tinel,  à  Rouen;  Torre  Viltorio,  à  Alexandrie;  Perrier, 
Prost,  à  Lons-le-Saulnier;  Baudoin,  à  Beauvais. 


QUESTION   300 

Stoliition  par  il.  Duply,  au  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  dans  une  circonférence  0  une  corde  CD  et  un 
diamètre  AB. 

Déterminer  un  point  M  sur  la  circonférence,  de  telle  manière 
que  les  lignes  MC,  MD  déterminent  sur  le  diamètre  AB  des 
segments  OH,  01  dont  le  rapport  soit  égal  à  un  rapport  donné. 

(Delpit.) 

Soient  n  le  rapport  donné  et  27.  l'arc  sous-tendu  par  CD. 
Par  I  menons  lA'  parallèle  à  CM  et  rencontrant  en  A'  le 
rayon  CO. 
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Les  triangles  semblables  CHO,  OA'I  donnent 

OA'  01 


=  n 


OA  OH 

dont  le  point  A'  est  fixe. 

L'angle  MLA  =  DMG  =  7.; 
l'angle  DLA  =  180  —  x. 

Donc  le  point  I  se  trouve  à 
rinter?ection  du  diamètre  AOB 
avec  la  circonférence  dans  la- 
quelle A'D  sous-tend  un  arc 
capable  de  180 —  a. 
On  mènera  BDI,  puis  MHC.  On  aura  ainsi  les  deux 
segments  cberchés  OH  et  OL 

On    en  obtient  deux   autres    en    remarquant  que  le  dia- 
mètre AOB  coupe  la  circonférence  DIA'  en  un  second  point. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Santal,  institution  Saint-Louis, 
à  Perpignan;  Joly,  à  Tarbes;  Gino  Loria,  à  Mantoue. 


QUESTION   302 

Solution  par  M.  Delpit.  élève  à  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Étant  donné  un  segment  de  cercle  ACB,  C  étant  le  milieu  de 
Tare  du  segment,  on  décrit  sur  les  droites  AC  et  BC  des  circon- 
férences qui  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  l'angle  dont  le  seg- 
ment est  capable. 

Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  circonfé- 
rences? 

SoitP  et  P'  les  centres  des  deux  circonférences.  Par  bypo- 
tbèse  l'angle  PCP'  est  égal  à  l'angle  ACB.  Les  angles  PCQ 
et  P'GQ'  sont  donc  égaux.  Q  et  Q'  sont  d'ailleurs  les  milieux 
de  GA  et  de  GB.  Il  en  résulte  que  les  triangles  rectangles  PCQ, 
P'GQ'  sont  égaux.  Donc  PC  =  P'G. 

Le  triangle  PGP'  étant  isoscèle  et  son  angle  au  sommet 
étant  égal  à  l'angle  ACB,  l'angle  à  la  base  GPP'  de  ce  triangle 
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est  égal  à  l'angle  CQQ'.  Soit  I  le  point  de  rencontre  de  PP' 
avec  QQ'.  Puisque 
CPI  =  CQI,  ce  qua- 
drilatère CPQI  est 
inscriptible  et  l'an- 
gle PIC  est  droit, 
puisqu'il  est  égal  à 
PQC.  Donc  si  du 
point  G  on  abaisse 
une  perpendiculaire 
sur  PP',  elle  passe 
précisément  par  le 
point  I.  Dès  lors  le 
symétrique  de  G  par 
rapport  à  PP'  se 
trouve  sur  la  droite 
AB. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Baudouin,  à  Beauvais;  Dupiiy,  à 
Grenoble. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Nous  nous  proposons  de  vérifier  dans  cette  note  que  si 
f(x,  y,  z)  =:  o  représente  l'équation  générale  de-i  surfaces  du 
second  degré,  et  si  les  trois  plans  du  centre  passent  par  une 
droite,  la  fonction  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^(P,  Q) 
=  o  (P  =  o  Q  =  o  étant  les  équations  de  deux  plans). 

1.  —  Nous  distinguerons  deux  cas  et  nous  supposerons 
d'abord  que  les  coefficients  A,  A',  A"  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois  ;  par  exemple,  et  pour  fixer  les  idées,  faisons  l'hypo- 
thèse A"  ^  o.  Les  plans  du  centre 

Ax  +  B"y  4-  B'5  +  G  =  o. 

B"x  -f-  A'y  +  Bz  -\-  G'  =  o, 

B'x  -f  By  +  A"^  4-  G'  =  o, 
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passant  par  une  môme  droite,  on  sait  qu'il  existe  des  coeffi- 
cients 1,  y.,  V,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,,  et  qui  satisfont 
aux  équations 

[  AA  +  [j,B"  -f  vB'  =  o, 
XB"+.A'  +  vB=.o, 
^  '  )  aB'  +  y.B  -f-  vA"=  o, 

(  àG  +  \j.C  +  vG"  =  o. 
Ceci  rappelé,  on  remarquera  que  l'on  a 
M'fix,  y,  Z-)  =  (>J'z  -\-  Bx  +  By  -f-  G"j-  +  (AÂ"  —  B  ')x'- 
+  (A'A'  —  B')y^  +  (A"B"  —  BB')2.ry  -\-  (A"G  -  B'G'')2cc 
-f  (A"G'  —  BG")2/y  +  A"F  —  G'"^  =  o. 

2.  —  Le  premier  cas   qui    nous  occupe  so  divise  ici,  lui- 
même,  en  deux  cas  particuliers.  Il  peut  arriver,  en  effet,  que 
les  coefficients  des  termes  en  x^  et  en  y^,  soient  nuls  Vun  et  Vautre, 
et  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  cette  hypothèse,  la 
surface  proposée  représente  un  cylindre  pao-abolique. 

En  effet.  Â,  y.,  v,  étant  des  paramètres  qui  ne  sont  pas 
tous  nuls,  nous  l'avons  dit,  les  équations  (i)  donnent,  pour 
être  compatibles,  la  condition 

A    B"  B' 
B"  A'    B       =0 
B'    B     A'^ 
qu'on  peut  écrire, 

A'  (AA"  —  B''-)  +  oBB'B"  —  AB'^  —  A"B"'-  =  o 
mais  on  suppose  AA"  =  B'^; 

la  relation  simplifiée  est  donc 

2BBB"  —  AB2  —  A"B'2  =  o 
ou,  en  multiplant  par  A"  qui  n'est  pas  nul, 

2A'BB'B  '  —  AA'B^  —  A'^B-  =  o 
ou  encore  (BB'  —  A"B")-=:  o 

en  tenant  compte  de  l'hypothèse 

AA"  =  B2.  r  ^;:^ 

De, ceci  il  résulte  donc  que  les  coefficients  des  termes  en 
x^  et  en  y-,  dans  la  partie  qui  suit  (k:"z-\-B'x-\-  By  -\-  C'y, 
et  vu  les  conditions  particulières  où  nous  sommes  placés, 
ne  peuvent  être  nuls  simultanément,  sans  que,  nécessaire- 
ment, le  coeiTicient  du  terme  en  xy  soit  nul,  lui  aussi.  On 
peut  donc  dire          A'/  {x,y,z)  =  P- -|-  Q 


-  317  — 


sans  que  Q  =  o  puisse  être  parallèle  à  P  =  o,  puisque  Q 
renferme  la  variable  z,  et  P,  seulement  les  variables  x.ij. 
En  résumé  /  =^  o  est  uu  cylindre  parabolique. 

3. —  Supposons  maintenant  que  les  coeflicients 
A  y  —  B'S  A' A"  —  BS 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  et  supposons,  par  exemple, 

A  A"  —  B  -^  >  o  ; 
en  posant 

f(x,  y)  =  (AA"  -  B'^)x^  +  A'A'^  -  B^)y^  +  2{X"B'^  -  BB')xy 
-}■  2(A"G  —  B'C'>  4-  2(A''G'  —  BG")y  +  AT  —  C"^) 
on  aura  (AA"  —  B'2)F(x,  y)  = 

[(AA"  —  B''-)x  -f  (A''B"  —  BB')y  -f  (A"C'  —  B'C'j]^ 
-f-  [(A' A"  —  B^)^AA"  —  B'^)  —  (A"B"  —  BB^-jy^- 
4-  [{A'V:  —  BC")(AA"  —  B"^)  —  (A"B"  —  BB'j(A"C  —  B'C")]  2y 
4-  (AA"  —  B'2)(A'T  —  G"^)  —  (A'Xr  —  B'Cy. 

On  remarque  alors  que  le  coefficient  du  terme  en  y^  est 
A       B"      B 
A'' 

et  celui  du  terme  eu  y, 


k" 


Ces  deux,  coeflicients  sont  nuls,  si  Ton  tient  compte,  comme 
on  doit  le  faire,  des  équations  (1). 
On  a  donc  enfin 

A7(x,  y,  z)  =  (A"3  +  Bx  +  By  +  G")^ 

^  \kP^'—B-'jx -f  (A"B'  —BB')y  -\-  (A'G  — B'G") j 


B" 

A' 

B 

B' 

B 

A" 

A 

B' 

B' 

B' 

B 

A" 

G 

G' 

G" 

~^  AA" 
+  H 

H 


B'2 
A" 


jF(AA" 


B'^)  —  AG'2  _  A'G^  +  3B'GG" 


AA"  —  B'=   ^ 

La  surface  f  représente  donc  un  cylindre  elliptique,  si  AA" 
— B'^  >  o  et  H  >  o  ;  un  cylindre  hyperbolique,  si  AA"  —  B'-; 
<  o  etH  >  o;  une  droite,  si  AA"  —  B^  >  o  et  H  =:  o 
deux  plans  sécants,  si  Aa^"  —  B'^  <  o  et  H  =  o. 
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4.  —  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  a  simultané- 
ment A  =  o  A'  =  o  A"  =  o. 
Gomme  l'on  suppose  toujours, 
A    B"  B' 
B"  A'    B 
B'    B     A" 
On  a  donc,  2BB'B"  =  o. 
Nous  supposerons  B"  =  o. 
Les  équations  (l)  donnent, 
A    B"  B' 
B'   B     A" 
G     G'    G" 
0     0    B' 
ou                                   B'    B     0        =  o 

G     G'    G' 

c'est-à-dire  B'G'  =  BG 

B'  et  B  ne  peuvent  pas  èlre  nuls  à  la  fois,  pour  des  raisons 

évidentes;   supposons  B'  ;:  o;  alors,  G'  = ——  et  l'équation 
devient 


2z{By  +  B'.r)  -L  i^,  (By  +  Bx)  -f  2G"^  -(-  F  =  o. 

G'est  bien  une  fonction  de  z  et  de  (By  -{-  B'x),  et  la  sur- 
face représente  un  cylindre  hyperbolique. 

Résumé. —  Il  résulte  du  calcul  précédent,  qu'étant  donnée 
une  fonction  f(x,  y,  z),  avec  cette  particularité  que  les  trois 
équations  f'x  =  o  f'y=  o  f'z=  o 

représentent  trois  plans  passant  par  une  droite,  on  pourra 
toujours  en  suivant  la  méthode  dite  par  décomposition  en  carrés 
lui  donner  la  forme  o(P,  Q)  r=  o  qui  caractérise  les  surfaces 
cylindriques,  du  moins  dans  le  cas  général,  celui  ou  les 
coefficients  A,  A',  A"  ne  sont  pas  nuls  simultanément. 
Quant  au  cas  particulier  où  A  =  A'  =  A"  :=  o,  nous  avons 
montré  que  la  forme  cf'(P,  Qj  =  o  se  révèle  alors  immédia- 
tement. 

La  méthode  précédente  parait  offrir,  esposée  sur  l'équa- 
tion générale  comme  nous  venons  de  le  faire,  une  cerlainc 
'ongueur;    mais  elle    est    d'une   grande    simplicité    daiiS  la 
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pratique,  parce  qu'elle  conduit  au  but  par  une  marche  sûre, 
rapide,  et  qui  n'exige  d'autre  effort  de  mémoire  que  celui 
qui  consisle  à  se  rappeler  qu'il  faut  employer  la  méthode  de 
la  décomposition  en  carrés,  méthode  familière  aux  élèves  et 
d'une  pratique  commode. 

On  pourra  essayer  cette  manière  de  faire  sur  les  exemples 
suivants  : 

Démontrer,  en  les  ramenant  à  la  forme  o  (P.Q)  =  o,  que  les 
équations  suivantes 

(b^  +  c")  x2  -f  (a^  4-  c^)  y2  -f  (b^  +  a-)  z"-  —  2bcyz 

—  2aczx  —  2abxy  —  d^  (a^  -f"  ^^  ~\~  ^')  ^^  O' 
(ax  —  by)^  -f-  (by  —  cz)^  +  (cz  —  ax)-  =  d^  (a^  -\-  b^  -|-  c-j, 
(b  -f-  c)  X*  -f  (a  +  c)  y-  +  (a  +  b)  z"  —  2ayz  —  2bzx 

—  2cxy  =  I, 
a2  (y2  _^  2'-)  -L  b'-  (x^  4-  z^)  4-  2abxy  =  d^  (a-  +  b-), 
enfin    ax-    +  ^y^  -\-  cz^  -}~  ^ayz  -\-  2bzx  -\-  2cxy  =  i 
{si,  pour  cette  dernière,  a  -|-  ^J  +  c  =  o),  représentent  des  sur- 
faces cylindriques. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TÀNGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  Boquei. 

(Suite,  voir  page  277. j 


Point  de  contact  d'une  tangente  donnée.  —  Application  auoû 
coniques. —  Équation  du  pôle  d'une  droite  donnée  par  rapporta 
une  conique. — Soit  f{;u,  v)  =o  Fcquation  d'une  courbe  en  coor- 
données taugeutielles;  proposons-nous  de  trouver  l'équation 
du  point  de  contact  d'une  tangente  dont  les  coordonnées  sont 
Ui^olVi.  Considérons  une  tangente  voisine  de  la  proposée, 
et  soient  Ui  -{-  Auj  v^  -j-Ai>j  les  coordonnées.  L'équation 
du  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  est 

\r. 
V   —  Vi  =  ——   { u  —  l/^) 
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Si  l'on  suppose  que  la  seconde  tangente  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  première,  le  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  se  rapproche  indéfiniment  du  point  de  con- 
tact de  la  droite  (wi,ï^i)  de  manière  à  avoir  ce  point  pour 
limite.  Aiti  tendant  alors  vers  zéro,  Ar^  tend  aussi  vers  zéro 

et  la  limite    du   rapport —  est   précisément    la    dérivée 

(calculée  pour  les  valeurs  particulières  m^,  i^j)  delà  variable 
V  par  rapport  à  la  variable  u,  v  étant  une  fonction  implicite 
de  it  déterminée  par  l'équation  f  (u,v)  =  o.  Or  on  a 

t'..  =  -4-. 

L'équation  du  point  de  contact  de  la  taugente  (i^ui'i)  est 

donc  V  —  i\  =  —  -—^  (u  —  Ui) 

I  l'i 
ou  bien  uf'u^  -j-  vf'u,  ==  itj'u,  +  ihfvr 

Si  l'on  remplace  u  et  v  par  —  et  — ,  pour  trausformerl'é- 

w        w 

quation  de  la  courbe  donnée  en  une  équation  homogène 
/'(tt,v,îo)  =  o,  l'équation  du  point  de  contact  deviendra,  tout 
à  fait  comme  en  coordonnées  cartésiennes, 

Uf'u,    H-    Vf'v,  H-   Wf\r,    —  O 

sous  la  condition  de  remplacer  iv  et  w^  par  l'unité  à  la  fin 
des  calculs. 

Plus  généralement,  soient  p,  q,  r,  s,....  des  fonctions 
linéaires  en  a  ei  v  de  la  forme 

p   =  aw  -{-  rj.'v  -j-  C/." 

q  =  r,u  -\-  i-i'v  4-  p" 

r  =  yw  +  yv  =  / 


et  supposons  que  l'équation  de  la  courbe  soit  exprimée  au 
moyen  de  ces  fonctions  linéaires,  par  une  relation  de  la 
forme  f  (p,  q,  r,  s,.    .   .)  r=  o. 

te  théorème  des  fonctions  composées  donne 

/■  «  =    fp    '  P'^'  +    f'ri    •     q'n  +  f'r   .    r'u  +    .     .     . 

c'est-à-dire  /'„  =  a/";, -f-  f./"r/ -f- y/',- -f-  •  •  • 
De  môme  f'v  =  'j'f'p  -f-  (:^'f'q  +  y'/"'/-  +  .  .  . 
L'équation  uf'u^  -f-  vf'v^  =  Uj/"»,  +  ^hf  i\  devient  alors 
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f  p  (xit -f  xï'— xi<i  —  'J-Oi)-{-f'q  {(nt-^-yu — gwi  — i^'"i)-r-  •  •  ==  o 
c'est-à-dire  /"p,  (p  —  p^)  -f-  /",  {q  —  q^) 

+  /'V,  (/•  — n)+.    .    .    .=0. 
Si  la  Ibuction  f{p,  q,  r,.    .    .)  est  homogène  et  du  degré  m 
enp,  q,  r,.    .    .  le  théorème  d'Euler  donne 

PifPt'-hqif'q^  +''/''■,  +  .   .   .  =  mfiPi,  qi,  )\,.    .    .) 
Mais  par  hypothèse  la   droite  {u^.  y,)  est  une  des  tangentes 
de  la  courbe  considérée  ;  on  a  donc  f  {pu  qi,  >\.    .    .)  =  o, 
et  alors  l'équation  de  son  point  de  contact  se  réduit  à 
Pf'p^  +  î/"?.   +  rf'r,  -f  .    .    .  =  o. 
La  forme  ordinaire,  que  nous  avons  donnée  tout  d'abord, 
n'est  qu'un    cas   parliculier  de    celle-ci  ;  il  suffit,  en  efTet, 
de   réduire    les  fonctions  linéaires   à  trois,  et  de    supposer 
p  =  u,  q  =  V,   r  =■  io. 

—  Coordonnées  des  tangentes  menées  aux  points  de  rencontre 
d'une  courbe  avec  une  droite  donnée.  — L'équation  du  point 
de  contactd'une  tangente  (Uii\zvi)  à  la  courbe  /  {u,v,w)  =  o 
étant  iif'ui  +  y/  c,  -|-  wf'wt  =  o,  si  l'on  considère  une  droite 
(«0,  Vo  Wo)  donnée  dans  le  plan,  et  que  l'on  exprime  que  l'équa- 
tion précédente  est  vérifiée  par  les  coordonnées  u^  et  i\  de 
cette  droite,  la  condition  obtenue 

signifie  que  la  droite  donnée  {U(,  v^  ^v^,)  passe  par  le  point  de 
conlact  de  la  tangente  {uiViWi). 

Les  coordonnées  des  tangentes  à  la  courbe  f  {u,v,rv)  =  o 
aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  {u,^VqWq)  sont 
donc  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

et  f  (ih,^\^'^Oi)  =0. 

Si  n  est  le  degré  en  u  et  v  de  la  courbe  donnée  (c'est-à- 
dire  sa  classe),  la  première  équation  est  de  degré  n —  i  enw, 
et  Vy,  la  deuxième  du  degré  n:  le  nombre  des  solutions  du 
système  est  donc  en  général  n  {n  —  0?  cle  sorte  qu'on  peut 
dire  qu'une  courbe  de  la  ?i°'^  classe  est  en  général  ren- 
contrée par  une  droiie  en  n  (a  —  i)  points,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  de  l'ordre  n  —  i.  11  faut  excepter  le  cas  des  tan- 
gentes multiples,  où  l'ordre  est  abaissé. 
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Si  l'on  interprète  ce  calcul  en  remarquant  que  les  valeurs 
%  et  l'iSontcelles  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations 
tangentielles  f{u,v,w)  =  o  et  u^fu  +  v^f'v  +  w^^f'w  =  o,  on 
voit  que  les  tangentes  dont  il  s'agit  sont  les  tangentes  com- 
munes  aux  deux   courbes  f(u,v,w)    =  o  et  Uof'u   +  Vof'i' 

+  W^^'w  =  O. 

Dans  le  cas  des  courbes  de  la  deuxième  classe,  l'équation 
Uof'u  +  v^,f"v  +  tOof\u  =  O  est  du  premier  degré,  et  de  plus 
permutable ,  c'est-à-dire  qu'on  peut  l'écrire  w/"w„  -|-  vf'vo 
-\-wf'ic^  =:o.  Cette  équation  représente  alors  un  point;  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  peuvent  être  considérées 
comme  des  tangentes,  et  alors  les  tangentes  communes 
{ii.{i\Wi)  ne  sont  autre  chose  que  les  deux  tangentes  qu'on  peut 
mener  du  point  considéré  à  la  courbe  f{u,v,w)  =  o.  Ce 
point  n'est  donc  lui-même  autre  chose  que  le  pôle  de  la 
droite  {UqVqWq). 

Exprime)^  qu'un  point  mU  -[-  nV  -{-  pW  =  o  est  su7-  une 
courbe  f(U,  V,  W)  =0.  —  D'après  ce  qui  précède,  il 
suffira  d'écrire  que  le  point  considéré  est  le  contact  d'une 
certaine  tangente.  On  identifiera  donc  l'équation  uf'u^  -\-  rff,^ 
-|-  wf'ir^  =  o  avec  l'équation  du  point  donné,  d'oîi  il  résultera 
les  équations 

- — -  =  -^—^  = avec  m,„  +  ni,,  -j-  pic,  =  o. 

m  n  p 

L'élimination  de  UyUiiUi  entre  ces  relations  donnera  la  con- 
dition cherchée.  Dans  le  cas  des  courbes  de  la  deuxième 
classe,  on  trouve,  comme  en  coordonnées  cartésiennes  et 
par  le  même  procédé,  la  condition 

A  B  D  7B 

B  G  E    n 

D  E  F   p 

m  n  p   o 

Tangentes  communes  à  deux  courbes  du  deuxième  degré.  — 
Applications  diverses  du  principe  de  dualité  considéré  dans  son 
expression  analytique. —  Soient  F(u,v)=  o  et  f{u,  v)  =■  o  les 
équations  tangentielles  de  deux  coniques  ;  l'équation  F(M,t;) 
+  \f{u,  v)  ^=  o,  où  X  désigne  un  paramètre  arbitraire,  repré- 
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sente  toutes  les  coniques  qui  sont  tangentes  aux  tangentes 

communes  des  deux  coniques  proposées. 

Il  faut  d'abord  observer  que  cinq  droites  quelconques  étant 

données,  il  existe  une  conique,  et  une  seule,  tangente  à  ces  cinq 

droites.  —  Celte  proposition,  qui  peut  être  démontrée  de  bien 

des  manières,  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'équation 

tangentielle  d'une  conique  est  de  la  forme 

au"^  +  2buv  -\-  cr^  -j-  2du  -f-  2ev  -f-  /  ==  o.      (1) 
Pour  exprimer  que    la  conique    considérée  est    tangente 

aux  cinq  droites  données,  il  faut  écrire  les  cinq  conditions 
awi*  -|-  2b'UiVi  -f-  ci\^  -\-  2(/Ui  -f-  3<;'i^i  -}-  /"  =  o 
au^^  -f" =o 

au-"^  +  2'bu^v^  -j-  cvs'^  -j-  2C/W5  -\-  26^3  -f-  /■  =  o. 

Ces  cinq  conditions  forment  un  système  de  cinq  équations 

linéaires  à  cinq  inconnues,  et  elles  admettent  généralement 

un    système  de  valeurs  uniques  et  bien  déterminées  pour 

...  a        b        c        d        e 

les    cinq    inconnues    -— ,    — :-,   —,    — -,    —  ;    car,     pour 

qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  le  déterminant 
formé  par  les  coefificients  de  ces  inconnues  fût  nul,  ce  qui 
ne  peut  arriver  que  pour  des  valeurs  particulières  des 
coordonnées  UiVi,  u^v=i,  etc.,  et  non  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  ces  quantités.  En  reportant  ces  valeurs  dans 
l'équation  générale  des  coniques  (1),  on  aura  l'équation 
tangentielle  d'une  conique  unique  et  bien  déterminée. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  la  conséquence  immédiate, 
par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  du  théorème  qui 
dit  que  par  cinq  points  donnés  dont  il  n'y  a  pas  plus  de 
trois  en  ligne  droite,  passe  une  conique  et  une  seule. 

Cela  posé,  l'équation  F{u,  v)  -j-  \f{u,  v)  =  o  représenta 
des  courbes  de  la  deuxième  classe,  puisqu'elle  est  du 
second  degré  en  m  et  u;  ces  courbes  sont  tangentes  aux 
droites  qui  touchent  à  la  fois  les  deux  courbes  F  et  f, 
puisque  les  valeurs  de  m  et  v  qui  annulent  à  la  fois  F(m,  v) 
et  f  (u,  v)  annulent  évidemment  F  (u,  v)  +  X /' (u,  v); 
enfin,  elle  représente  toutes  les  coniques  jouissant  de 
cette   propriété,   puisque,  en   considérant  l'une    d'elles   et 
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choisissant  une  tangente  autre  que  les  tangentes  com- 
munes aux  deux  courbes  F  et  f,  on  pourra  toujours  déter- 
miner X  par  la  condition  que  la  courbe  F  -{-  >/=  o  touche 
cette  dernière  droite;  la  conique  F  -f-  À/  =  o  lànsi  déter- 
minée aura  alors  ciuq  tangentes  communes  avec  la  courbe 
considérée,  et  par  conséquent  coïncidera  avec  elle. 

Si  l'on  choisit  À  de  manière  que  la  forme  F  -\-  )/  se 
décompose  en  un  produit  de  facteurs  linéaires,  en  annulant 
le  discriminant  de  cette  forme  supposée  rendue  homogène, 
les  deux  facteurs  séparément  égalés  à  zéro  représentent 
ohacun  un  point,  qui  est  l'intersection  de  deux  tangentes 
communes  aux  deux  courbes  considérées.  Ces  points  sont 
en  nombre    égal  au  nombre  des  valeurs  de  X  fournies  par 

a  -f-  cil     h  +  h\    d  +  dl 
l'équation  h  -\-  b'X    c  -\-  cl     e  -\-  é\      =  o        ('2) 

d  +  d'I    e  4-  él     f  +  fy^ 
c.-à-d.   au  nombre  de  trois;  on  leur   donne  quelquefois  le 
nom  de  points  ombilicaux. 

L'équation  en  À  ("i),qui  détermine  ces  valeurs,  donne  lieu 
à  une  discussion  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  l'on  fait 
pour  l'équation  en  A  analogue  en  coordonnées  cartésiennes. 

Les  théorèmes  ainsi  établis  directement  vérifient  complè- 
tement le  principe  de  dualité;  ainsi  : 

Il  y  a  toujours  un  système  de  points  ombilicaux  réels, 
de  même  qu'il  y  a  toujours  un  système  de  sécantes  com- 
munes réelles. 

Si  les  coniques  ont  quatre  tangentes  communes  réelles, 
les  trois  systèmes  de  points  ombilicaux  sont  réels.  Ce  théo- 
rème est  le  corrélatif  de  celui-ci  :  Deux  coniques  se  coupant 
en  quatre  points,  tous  simultanément  réels,  les  trois  systèmes 
de  cordes  communes  sont  réels. 

Tous  les  théorèmes  relatifs  aux  tangentes  communes  et 
aux  points  ombilicaux  sont  de  la  même  manière  corrélatifs 
de  c  3UX  qui  concernent  les  points  de  rencontre  et  les  sécantes 
communes. 

On  peut  d'ailleurs  dire  d'une  manière  générale  que  l'é- 
quation cartésienne  et  Téquatiou  tangeutielle  des  coniques 
étant  absolument  de  la  mêmn    forme,  toutes    les  propriétés 
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dout  la  démonstration  est  une  conséquence  de  la  forme  de 
l'équnlion  ont  leurs  corrélatives  établies  parce  fait  même. 
Nous  laisserons  donc  à  nos  It-cleurs  le  soin  de  faire  eux- 
mêmes  l'élude  complèle  des  tangentes  communes  à  deux 
coniques,  et  des  propriétés  des  points  ombilicaux. 

f'.l  sin'rre.) 


ECOLE   POLYTECHNIQUE 


Examens  oraux  de  1881 . 

Segment  sphérique  à  deux  bases. 

—  On  donne  deux  nombres  A  et  B,  et  leur  plus  grand  commun  diviseur; 
trouver  le  pkis  petit  commun  multiple. 

—  Théorème  des  fonctions  homogènes. 

—  Quand  les  trois  plan^  du  centre  sont  parallèles,  la  surface  du  second 
tiegré  est  un  cylindre  parabolique. 

—  Si  l'équalion  en  S  a  une  racine  double,  que  peut-on  dire  des  directions 
)irincipales? 

—  Un  point  (o,  o'i  est  lié  à  un  plan  PaP'.  On  fait  tourner  le  plan  autour  de 
«P.  jusquà  ce  qu'il  soit  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Trouver  les  nouvelles 
projections  du  point. 

—  Résoudre  X'^  —  Irrr  o. 

^  .      ,  ,1  cos'  co  -j-  sin^  co 

—  Construire  la  courbe  —  =  — - — : .• 

p  3  sin  w  cos  w 

—  Comment  l'hyperboloïde  est-il  coupé  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  tan- 
gant  au  cône  asymptote? 

—  Dérivée  de  ocx'-. 

— On  aune  courbe  asyuiptote  aune  droitedonnée  dans  lejjlan  horizontal;  elle 
sert  de  base  à  un  cylindre  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée.  Ce 
cylindre  étant  cou|.é  par  un  phin,  on  demande  s'il  y  aura  des  branrhes  inlinies. 

—  Théorème  de  Pascal. 

—  Volume  du  prisme  oblique. 

—  Construire  un  trièdre  connaissant  une  face  et  les  deux  dièdres  adjacents. 

—  Si  une  fraction  est  irréductible,  et  si  son  dénomimiteur  ne  contient  ni 
le  lacleur  2,  ni  le  facteur  3,  elle  donne  naissance  à  une  fraction  périodique. 

—  L'expre-sii)n 

_  _    [x  —  y]a'"  +  [a  —  xiy"  —  [a—  y]x"' 

'■■>'  —  y'.'j  —  ij,[i'  —  ■■'- 

o 
devient  —  quand  on  y  fait  ,;■  =  n  ^=z  a  ;  trouver  sa  vé  ■ilabli'  valeur. 
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—  Définir  a"  . 

—  Discuter  xy  =  s-. 

—  Condition  pour  que 

f=Ax-  +  A'tf  +  A"5-  +  2Biy2  +  2'Q':x  +  2Wxy 
soit  un  carré  piuiuit. 

—  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième  degré.  Après  avoir  posé 
x  =y  +  s,  on  est  conduit  à  résoudre  les  équations  siniultanéei  'iyz  +  p  =o, 
y"'  -\-  z^  +  q  —  o;  montrer  que  les  six  valeurs  de  x  que  l'on  trouve  se  ré- 
duisent à  trois. 

—  Étudier  la  sîrie 

X  X-  x^ 

x'  +  i    ^  x'  +  1  ^  a;^H  +  I 

et  montrer  qu'elle  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives 
de  X,  excepte  pour  x  =  i. 

—  On  pose 

X=:  ax  +  by  +  cz;  Y  =  a'x  +  b'y  +  c'z;    Z  =  a"x  +  h" y  +  c"z\ 
prouver  que,  si  le  délerminint  des  neuf  coeflieients  est  nul,  l'un  au  moins 
des  minaurs  étant  différent  de  zéro,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  X,  Y,  Z.  Examiner  le  cas  où  tous  le;  mineurs  sant  nuls,  et  où  l'un 
au  moins  des  coefficients  a.  b,  c, ,   .   -    .  est  différent  de  zéro. 

—  Jlininium  de  la  fonction 

z  =[ax  +  by  +  c]-  +  {a'x  +  b'y  +  c')-. 
Examiner  le  cas  où  le  déterminant  ab'  —  ba'  est  nul. 

—  Équation  d'un  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde 

X-  y-  z- 

~âr  '^  ~  ^  ~7-     I  —  °- 

—  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  amener  ce  plan  à  être  de  front  par 
une  rotation.  Comment  l'axe  doit-il  être  choisi?  Trouver  ce  que  devient,  après 
la  roliition.  un  point  du  plan  dont  on  donne  la  projection  verticale. 

—  Délinition  précise  d'une  fonction  croissante.  A  quel  caractère  reconnaît-on 
qu'une  fonction  est  croissante,  la  v.riable  étant  comprise  entre  a  et  6?  Si  la 
dernière  est  positive  ou  nulle  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  on 
a  f  ipl  —  /'(oc)  >  o,  a  et  [i  étant  deux  nombres  compris  entre  a  et  6,  et  p  >  a. 

—  On  donne  dans  un  plan  un  cercle  C,  et  d'eux  droites  OX.  OB,  qui  se 
coupent  en  0.  On  fjit  tourner  C  autour  de  OA,  puis  autour  de  OB.  Trouver  la 
projection  de  l'intersection  de  ces  deux  surfacei  sur  le  plan  AOB. 

—  Résoudre  x-  —  4=0  et  prouver  qu'il  n'y  a  pas  d'auties  racines  que 
+  2  et  —  2. 

—  Démontrer  qu'un  produit  ne  peut  être  nul  que  si  l'un  des  facteurs  est 
nul. 

—  Que  représente  xy  =  z1 

—  Lieu  des  sommets  des  angle?  droits  circonscrits  à  une  ellipse. 
- —  Condition  de  réalité  des  racines  àe  x^  ■\-  px  -\-  q  ^^  o. 

—  Plus  courte  distance  de  la  ligne  de  terre  à  une  droite  (/,  l']. 

1  +  f  t 

—  Discuter  la  courbe         x  =^ ,  y 


1  —  (    ^         i—  t 

—  Définir  ^/â". 

—  Limite  supérieure  des  racines  d'une  équation. 

—  Plan  langent  en  un  point  d'une  surface. 
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—  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  série 


I  H 1 V  ••■  -\ ... 

X    -{-    l  X^   -\-    1  X'I   +     I 

est-elle  convergente  ? 

—  D  montrer  que  xn  tend  vers  zéro  quand  n  lend  vers  l'infini,  si  x  est  plus 
petit  que  i. 

—  Limite  de  ,  pour  x  =  o. 

X 

—  On  considère  l'expression  ax  +  by,  a  et  b  étant  entiers;  soit  co  leur  plus 
grand  commun  diviseur;  on  donne  à  £c  et  à  y  toutes  les  valeurs  possibles, 
excepté  zé/o;  démontrer  que  l'on  peut  toujours  satisfaire  en  nombres  entiers  à 
réquaiion  ax  -\-  by  —  m. 

—  Oa  donne  z-  —  22.!/  -\-  y^  -\-  2Z  —  1=0. 

Trouver  la  portion  du  plan  des  xy  recouverte  par  la  pi-ojection  de  cette  sur- 
face sur  le  plan. 

—  Génératrices  rectilignes  de  la  surface 

_f f^  _  ^^ 

P  Q  ' 

—  Toute  fonction  entière  de  sin  x  et  de  cos  x  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F  +  sin  a;  .  /", 
F  et  f  étant  des  fonctions  entières  de  cosj;;  de  plus,  elle  ne  peut  se  mettre  sous 
cette  forme  que  d'une  seule  façon. 

—  Résoudre  le  système        ax  +&i/  +  c:;  :=  o 

a'x  +  b'y  +  c'z  =  o 
a"x  +  b"y  -(-  c"3  =  o 

—  Trouver  >/  i  +  2t. 

—  Etant  données  deux  droites  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  de  l'espace, 
construire  l'angle  des  deux  plans  déterminés  par  ce  point  et  l'une  ou  l'autre 
de  ce»  deux  droites. 

—  Quotient  de  deux  imaginaires. 

—  Diamètres  conjugués  dans  une  surface  du  second  degré. 

—  Surface  d'un  Irii.ngle  en  fonction  des  trois  côtés.  La  formule  trouvée 
est-elle  homogène?  —  Pourquoi  une  surface  est-elle  du  second  degré? 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  où  elle  coupe  l'axe,  et  un 
point  de  la  directrice  :  trouver  l'équation  générale. 

—  Que  représente  PQ  -|-  R  =  o,  P  =:  o,  Q  =r  o.  R  =  o  étant  les  équations 
de  trois  plans? 

—  Elimination  de  Cauchy  sur  l'exemple 

ax''  -\-bx  +  c  :=o      x^^  -{-  p  X  +  q  =  o. 

—  Dans  une  hyperbole,  on  donne  un  foyer  et  un  sommet  du  rectangle  cons- 
truit sur  les  axes.  Equation  générale. 

—  On  donne  une  tangente  à  une  conique,  le  point  de  contact  et  les  points 
de  rencontre  de  celte  tangente  avec  les  deux  directrices;  équation  générale. 

—  Théorie  des  plans  cycliques. 

—  Étant  donnée  réquation  d'une  courbe,  comment  reconnaitra-t-on  que  la 
droite  y  =  ax  +  b  eit  asymptote? 

—  Conditions  pour  que  le  cône 

Ax-  +  A'y-  +  A'z'^  +  2Bî/s  +  2B'zx  +  zB'xy  =  o 
soit  de  révolution.  Démontrer  que  l'équation 

X{x'  +  y'+  z')  +  {%x  +  py  4-  -^zY-  =  o 
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représente   un   cône   de   révolution,  et  que,  réciproquement,  l'équ.ition    d'un 
pareil  cône  peut  être  mise  sous  catte  forme. 

—  Construire  la  courbe 

y  =^\  X  -\-  I  —  V  I  —  X. 
Étudier  la  position  de  la  courbe  par  rap  jort  à  h  tangente  à  l'origine. 

—  On  prend  trois  axes  rectangulaires  ox^  oy.  os.  Une  sphère  a  son  centre 
sur  l'axe  ox;  une  droite  mobile  s'ap.juie  sur  l'axe  os,  reste  parallèle  au  plan 
xoy  e\.  est  toujours  tangente  à  la  spliire.  Trouver  la  surface  engendrée  par 
cette  droite. 


QUESTION  298 

USolutiou  par  M.  Quiquet.  élève  du  Lycée  de  Lille. 


Si  l'on  cherche  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  telles 
que  les  carrés  de  leurs  racines  soient  en  même  temps  racines  de 
la  même  équation,  on  obtient  seize  équations  satisfaisant  à  cette 
condition.  1°  Former  ces  équations.  2"  Il  y  en  a  dix  dont  les 
coe/ficienls  sont  réels;  démontrer  qu'aucune  nest  irréductible,  c'est- 
à-dire  qu'on  peut  les  décomposer  en  d'autres  équations  de  degrés 
moindres.  Trouver  leurs  racines.  3°  Des  six  équations  dont  les 
coefficients  sont  imaginaires  et  qui  satisfont  à  la  question,  il  y 
en  a  trois  qui  sont  les  conjuguées  des  trois  autres;  démontrer 
à  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi. 

Nous  pouvons  mettre  ces  équations  sous  la  forme  générale 
X'  —  Acc^  -f  Bx^  —  Cx  +  D  =  o  (a) 

eu  supposant  le  premier  coefficient  égal  à  l'unité. 
Soient  o,  b,  c.  d  les  racines  de  (oc),  il  faut  que 
A  =  Sa  =  Sa* 
B  =  Sa6  =  Sa'è* 
G  =  'Zabc  =  ^a^b^c- 
D  =  abcd  =  a'^bHhP 
en  éliminant  a,  6,  c,  d  entre  ces  huit  relations,  nous  obtien- 
drons quatre  équations  ne  contenant  plus  que  les  coefficients 
A.  B.  C,  D,  ce  qui  nous  permettra  d'obtenir  leurs  valeurs. 
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Si  l'on  remarque  que 

C^aby  =  ^n^b'^  +  2'E.abc^a  —  2abcd 

(labcY  =  ^n^b'^c'  -\-  2abcdZtib 

{abcdy  =  a'^bcHP, 

on  obtient  imméJialement 

A2  =  A+  2B  (1) 

B*  =  B  -I-  2AG  —  2I)  (2) 

G^  =  G  -t-  2BD  (3) 

D*  =  D  (4) 

telles  sont  les    équations    simultanées    auxquelles    doivent 

satisfaire  les  coefficients  d'une  équation   du  4"^  degré    mise 

sous  la  forme  (a)  pour  qu'elle    admette  comme  racines   les 

carrés  de  ses  racines. 

Résolvons  ce  système  et  pour  cela  remarquons  que  (4)  ne 

fournit  pour  D  que  les  valeurs  D  =  o  ou  D  =  i. 

Soit  d'abord  D  =  o. 

(3)  donne  alors  G  =  o    ou  G  =  i.  Si  G  =  o,  ("2)    donne 

B  =  o  ou  B  =  I.  Soit  B  =  o,  alors  (I)  donne   A  =  o  ou 

A  =  I  ;  soil    B  =   I,  de  (l)   on   tire  A  =  2   ou  A  =  —    i. 

Si  G  =  I ,  on  résoudra 

A'*  =  A  +  2B  (3) 

B^  =   B  +  2A  (6) 

Ces  deux  équations  retranchées  membre  à  membre  donnent 

A^  _  B^-  =  —  (A  —  B); 

d'où  A=BetA4-B  =  —  I. 

Si  A  =  B,  (o)  donne  pour  A  et  B,  3  ou  o.SiA-f-^  =  —  i» 

(3)  peut  s'écrire  A'^  -["  ^  "h  -  =  oi 

—  1  +7/ 

d'oÎL  A  =  ^^ — 

2 

et  par  suite        B  =  —  i  —  A=  — 


2 
en  prenant  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  ensemble. 

D'ailleurs,  on  remarque  que  l'on  peut  permuter  les  valeurs 
de  A  et  B,  car  (o)  et  (6)  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  le 
changement  de  A  en  B  et  de  B  en  A. 

Supposons  maintenant  D  =  i . 
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Les  équations  deviennent  alors 

A^  =  A  -f  2B  (7) 

B^*  =  B  +  2AG  —  2  (8) 

C^  =  C  +  2B  (9) 

Retranchons  (9)  de  (7)  membre  à  membre,  il  en  résulte 
A^  _  C^  =  A  —  G. 
d'où  A=G       et      A  +  G  =  4. 

Soit  d'abord  A  =  G.  Si  l'on  élimine  B  entre  (7)  et  (8)  dans 
cette  hypothèse,  il  vient 

rA(A-i)Y        A(-i) 


-]=^i^  +  .A.-a, 


éqaation  qui  se  dédouble  en 

A=  I 

et  A^(A  —  i)  =  2A4- 8(A+  i). 

Gette  dernière  équation  peut  s'écrire 

A[A(A—  i)  —2]  =  8(A  +  i) 
ou  A[(A^  _  i)  _  (A  +  i)]  =  8(A  +  i), 

d'où  l'on  tire  A.  =  —  i 

et  A(A— 2)  =  8. 

Ainsi  lorsque  A  =  G,  on  obtient  pour  A  et  G  les  valeurs 
I,  —  1,4,  —  2.  Alors  (7)  ou  (9)  donnent  pour  B  les  valeurs 
correspondantes  o,  i,  6,  3. 

Soit  maintenant  A  -|-  G  =:;  i .  Alors  2AG  =  —  2G(G  —  i). 
Or  (9)  donnera  2B  =  G(G  —  i),  donc  (8)  devient 

B'-  +  3B  +  2  =  o, 
d'où  B  =  —  I   et  B  =  —  2. 


Si  B  =  —  I,  de  (9)  ou  tire  G  = 


I  ±7. 


d'où  A  =  I  -  G  =  J-±ll. 


Si  B  =  —  2.  on  a  pour  G  ,  et  pour  A  ; 

2  2 

les- signes  supérieurs  et  inférieurs  devant  encore   être  pris 

ensemble,  dans  les  deux  cas. 

On  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 
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D 


4 
\  J  +  7^ 


2 

I   + 

/*■ 

2 

I+l 

5i 

2 

I  1 

5i 

o 

0 

I 

o 

—  I 
o 

3 

3 

-/ 

I    -L   7/ 

/  ' 

1      1      /  f 

2 

2 

-I    + 

71 

—  I  —  7?' 

2 

2 

O 

I 

I 

I 

6 

4 

3 

2 

—    2 


I  —  yi 

2 

I  +71 

2 

I  —  î5i 

2 

I  +  i5« 

X* 


Ou  voil  Joue  bieu  qu'il  existe  toujours  seize  équations 
répoudantà  la  question,  que  dix  ont  leurs  coefFicieuts  réels, 
savoir  x^  =  o  (10) 

(11) 
(12) 
(13) 

(14). 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
(19) 


£C*    =  o 

X^   =  O 

X*    2X^    ^=  O 

02*    -\-   X^'    -\-   X^   =  O 

X^   —   X   =  O 

x^  —  3a;'  +  3jd*  —  jc  =  o 

a:*  —  œ^  —  ^  +  I  =  o 

œ*  +  x'  +  a;'*  +  a?  +  i  =  o 

£C*  —  4.x'  +  ôx"  —  433  +  I  =0 

X*  +  2X'  +  3x*  +  2X  +  I   =  o 
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que  sijj  ont  des  coefficients  imaginaires,  et  que,  parmi  ces 
six,  trois  sont  les  conjuguées  des  trois  autres.  sa\oir 

i         —  I  =1=  7/               —  1   =p  7/ 
x^ —  x^  -j — -^—  ,r^  —  .7;  =  o 


1  -h  7*       .  I   H-  7« 

2  2 

I  np  i5î       .            ,           I   H-  i5/ 
x* aj'  —  2x^  — •  ce  4-  I  =  û 

2  2 

Il  faut  prendre  dans  ces  équations  les  signes  supérieurs 
et  les  signes  inférieurs  ensemble  comme  il  a  déjà  été  dit. 

Les  six  premières  équations  à  coefficients  réels  ont  4,  3, 
2,  ou   au  moins  une  racine  égale  à  zéro  qui   est  lui-même 
son  carré;  leur  premier  membre  peut  se  décomposer  immé- 
diatement, ce  qui  donne         ce'*  =0  (10) 
x^x  —  i)  =  u  (11) 
ce- (ce  —  1)'^  =  o                                 (12j 
a;'  (X-*  +  ce  -f-  i)  =  o                                 (13) 
a'  (cc^  —  1)  =  o                                 (14) 
X  {x  —  1)^  =  o                                 (loj 
(il),  (12)  et  (15)  admettent  respectivement  1,  2,  3  fois  la  ra- 
cine  I,  qui  est  aussi   son  propre   carré.  Quant  à  (14),  elle 
admet  les  3  racines  cubiques  de  l'unité  i,  a,  ^,  et  l'on  sait 
que  a  et  ^  sont  les  carrés  l'une  de  l'autre,  (I3i  a  aussi  7.  et[i 
pour  racines. 

Les  équations  (IG),  (17),  (18),  (19)  sont  réciproques;  leur 
degré  peut  donc  s'abaisser  de  moitié.  Mais  on  peut  remar- 
quer immédiatejucnt  que  (16)  admet  deux  fois  la  racine  i 
et  que  (18)  n'est  autre  que  le  développement  de  (.t —  i)*. 
Ou  a  donc        (x  —  i)^  (a?^  +  a?  -f  i)  =  o  (16) 

(ce— iV  =  o  (18) 

Ainsi  (16)  admet  deux  fois  la  racine  i  et  les  racines  cubi- 
ques a  et  S  de  l'unité;  (18),  quatre  fois  la  racine  i. 

D'ailleurs  (17)  a  pour  racines  les  quatre  racines  cinquièmes 
imaginaires  de  l'unité,  et  l'on  sait  que  les  puissances  d'une 
racine  imaginaire  de  l'équation  binôme  telle  que cc^  —  1=0 
sont  aussi  racines  de  cette  équation.  Les  carrés  des  racines 
sont  donc  bien  racines  de  l'équation.  Ces  racines  sont 
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±  V?  —  I  ±  i  sjio  db  2v/? 

en  prenant  le  même  signe  devant  V'  • 
En  posant  x  -f-  —  =   y,   l'équalion    (19)   peut    s'écrire 

!/'  +  2î/  +  1  =  o  ou  (y  +  i)'^  =  o. 

Les  racines  de  (19)  sont  donc  deux  à  deux  égales,  les 
valeurs  de  x  sont  données  par  l'équation  x^  —  ^U  ~\-  î  =  o 
on  x'^  -{-  X  -{-  I  =  o  et  elles  ne  sont  autres  encore  que  a  et  p. 

On  peut,  par  conséquent,  former  le  tableau  suivant  des 
racines. 

o  o 


0 

o 

(10) 

o 

o 

o 

I 

(lll 

o 

o 

I 

I 

m 

o 

-  I  +  'Yo 

2 

o 

—  I  —  w's 

2 

m) 

o 
—  1   J-  i\l3 

I 

—  1  —  ii3 

i\A\ 

o 

I 

f 
I 

[16) 

I 
—  I  +  /v/s 

2 

I 

—  I  —  i\/3 

2 

fl6) 

|/7  —  I  +  /y/io  +  2}/T  /5  —  I  4-  ?y/io  —  2)/'" 


4     _  4 

__VT-i  +  î\/'o  -  2'/?  _/5-i-;y/io  -2/? 

— . . . (11; 
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[ 
I 

I 
I 

(48 

—  I  +?v/r 

—  I  —  iVs 

2 

—  I   +^■v/F 

2 

—  I  —  isjS 

m 

Il  reste  à  démontrer  pourquoi  des  six  équations  à  coeffi- 
cients imaginaires,  trois  sont  les  conjuguées  des  trois  autres. 

Soit  P  -|-  Qi  =  o  une  équation  telle  que  si  elle  admet  la 
racine  p  -\-  qi,  elle  admette  aussi  {p  -\-  qi)'^.  Alors  l'équation 
P  —  Qi=  o  admettra  évidemment  la  racine  (p  —  qi),  et 
aussi  (p  —  qiy,  puisqu'elle  ne  diffère  de  la  première  que 
par  le  changement  de  signe  de  i.  Donc,  à  toute  équation 
de  la  forme  P  -j-  Qî  =  o 

satisfaisant  à  la   question,  correspond  une  équation   de  la 
forme  P  —  Qi  =  o 

satisfaisant  également  à  la  question. 

Nota.  —  La  même  qnestiou  a  élé  i-ésulue  [xir  M.  Biuilogne.  élève  du  lycée 
de  Lille. 


NOTE 


MM.  Baron  et  Daguillon,  élèves  du  Lycée  Henri  IV,  classe 
de  M.  de  l'Épinay,  nous  ont  adressé  des  solutions  des  ques- 
tions ^293  et  294. 

Ces  questions  sont  trop  simples  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en 
insérer  les  solutions.  Elles  avaient  été  proposées  pour  l'aire 
connaître  à  nos  lecteurs  le  genre  de  questions  posées  en 
Angleterre  aux  élèves  qui  étudient  la  géométrie  analytique. 

(Note  de  la  rédaction.) 
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ECOLE  POLYTECHNIQUE  1881 


Composition  de  Mathétaatîques. 

On  considère  une  parabole  P  et  une  droite  AB  normale  au  point  A  à  celle 
courbe  (ce  point  A  se  projetant  d'ailleurs  sur  l'axe  au  foyer  même  de  la  courbe  . 
Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  dans  le  cylindre  droit  qui  a 
pour  base  P,  par  des  plans  passant  par  AB. 

Épure. 

Un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a  190  millimètres,  a  l'une  de  ses 
faces  ABC  sur  le  plan  horizontal  ;  le  sommet  D  est  au-dessus  du  plan  de  pro- 
jection. On  considère  un  cône  ayant  son  sommet  en  A  et  pour  base  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  BCD,  et  un  cône  ayant  son  sommet  en  B  et  pour  base 
le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ACD.  On  demande  de  reprèsanter  ce  qui  reste 
du  télraède  lorsque  l'on  a  ôté  le  volume  compris  dans  l'intérieur  des  deux 
cônes.  On  indiquera  la  construction  à  faire  pour  déterminer  un  point  quel- 
conque de  l'intersection  des  deux  cônes  et  la  tangente  en  ce  point. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE  1881 


On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

27^2  =  4073. 
1°  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  paramètres  m  et 
n  pour  que  la  droite 

y  =  mx  -\-  n 
soit  tangente  à  cette  courbe  ; 

2°  On  demande  le  lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mener  à  la  courbe  proposée 
deux  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  représentée 
par  l'équation 

x--\-y"  +  2axy  —  B  ; 
3°  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des  sécantes  coupant   cette 
courbe  en  deux  points  variables  M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  seg- 
ment >ni'.  Di-iculer  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  répondent   à 
des  sécinles  pour  le.iquelles  les  iioints  M  et  M'  soûl  réels. 
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CORRESPONDANCE 


M.  Ciitulun  nous  fait  remarquer  que  le  problème  traité  p.  10  est  bien  connu 
On  en  trouve  une  soluiion  dans  son  Manuel  de  Cosmographie,  1880,  p.  103. 

M.  Catalan  nous  sigiale  ous-;i  la  que^ion  213,  p.  8(5.  qui   n  éié  énoncée  et 
liémontrée  par  lui-même  en  1858  (Couiptes  rendus,  t.  XLIIi.  0.  L. 


AVIS 


iNous  prions  nos  correspondants  de  vouloir  bien,  lorsqu'ils  nous  envoient  d<^-. 
solutions  de  questions  proposées,  se  conformer  aux  indications  suivanles: 

1"  Mettre  en  tète  leur  nom,  ainsi  (pie  la  désignation  exacte  de  l'établissement 
auquel  ils  appartiennent  ; 

2"  Reproduire  le  numéro  et  l'énoncé  de  la  question; 

3"  Me. Ire  chique  queUion  sur  une  feuille  à  pirt  et  surtout  chaque  ligure  sur 
une  foui. le  spéciale,  qui  peut  être  réunie  à  la  solution  ou  bien  porter  le  numéro 
de  la  quistioa  correspondante; 

4°  Eviter,  dans  la  rédaction,  les  abréviations  qui  ne  sont  pas  usitées  dans 
l'impre.'^sio;). 

5°  Ecrire  lisiblement,  et  surtout  soigner  les  symboles  et  formules. 

Toute  solution  qui  ne  remplirait  p  is  les  premières  conditions  pourrait  don- 
ner lieu  à  des  erreurs  ou  à  des  oublis.  Si  Im  deux  dernières  conditions  ne  sont 
pas  renqilies,  nous  serons  obligés  de  renvoyer  les  copies  à  leurs  auteurs,  pour 
obtenir  une  nouvelle  riidatioi  satisfaisant  à  ces  conditions;  les  élèves  qui  se 
préparent  aux  examens  nous  sauront  gré  de  les  avoir  habitués  à  es  détail 
lout  matériels,  qui  ont  une  influence  dms  la  correction  des  copies. 

IS'os  correspondants  nou;  reidront  service  en  nous  envoyant  les  questions  de 
Baccalauréat  es  sciences  données  dans  lesdiverses  Facultés  et  aussi  en  nous  fai- 
sant conn  litre,  pour  ceux  qui  se  préparent  aux  écoles,  leur  rang  d'admi.ssion. 
s'il  y  a  lieu. 


Le  Rédacteur-Gérant. 
.1.  KŒHLER. 


rAfilS.    —   IMPRI.MtRlt,  CHAIX,  jO,  llUKDERGiiHi;,  PnLâUU  BOULEVaRU  MUKT.MAKTRK  ~  1B48SH. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  Delpit,  élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


PROPRIÉTÉS    DU    TÉTRAÈDRE    A    ARÊTES    ORTHOGONALES 

On  nomme  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales  un  tétraèdre  dans 
lequel  les  arêtes  opposées  sont  perpendiculaires  (*). 

1.  —  On  peut  toujours  construire  une  infinité  de  tétraèdres 
jouissant  de  cette  propriété. 

Donnons-nous  par  exemple  comme  base  le  triangle  quel- 
conque BCD  ;  menons  les  trois  hauteurs  de  ce  triangle  ;  par 
ces  droites  faisons  passer  des  plans  perpendiculaires  au  plan 
du  triangle;  ces  plans  se  couperont  suivant  une  droite  AM 
perpendiculaire  à  la  base  ;  et,  si  l'on  joint  un  point  A 
quelconque  de  AM  aux  trois  sommets  B,  C,  D,  on  obtient  un 
tétraèdre  répondant  à  la  question.  En  efTet,  l'arête  AD,  par 
exemple,  est  perpendiculaire  à  BG  parce  que  le  plan  ADE 
est  perpendiculaire  à  BC. 

2.  —  Si  parmi  les  six  arêtes,  quatre  sont  perpendiculaires  deux 
à  deux,  les  deux  autres  le  sont  aussi. 

Supposons  que  AB  soit  perpendiculaire  à  DC,  et  AD  à  BC; 
menons  les  hauteurs  du  triangle  de  base,  et  faisons  passer 
des  plans  par  ces  hauteurs  et  les  arêtes  latérales  ;  deux  de 
ces  plans,  les  plans  ADE,  ABF,  sont  perpendiculaires  au  plan 
BCD  ;  or  le  troisième  ACK  passant  par  leur  intersection  est 
aussi  perpendiculaire  à  la  base  et  par  suite  à  la  droite  BD; 
donc  les  droites  BD  et  AC  sont  orthogonales. 

3.  —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  se  coupent  en  un  même  point. 

Soit  I  le  point  de  rencontre  des  deux  hauteurs  AM  et  CN. 

Menons  une  troisième  hauteur  DQ. 

Les   droites   DQ,    CN   appartiennent   respectivement   aux 

C)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  figures. 

JOURNAL  DE  UATH.  1881.  22 
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plans  ADE,  ACK,  qui  se    coupent  suivant  la  hauteur  AM  ; 
donc  les  droites  DQ,  GN  se  coupent  sur  la  droite  AM. 

Les  hauteurs  concourent  donc  en  un  même  point  qu'on 
appelle  centre  des  hauteurs. 

4.  —  Les  plus  courtes  distances  des  arêtes  opposées  se  coupent 
en  un  même  point,  qui  est  le  centre  des  hauteurs. 

Considérons  les  arêtes  opposées  AB,  DG  et  les  pieds  F 
et  L  des  perpendiculaires  DL  et  BF.  La  droite  FL  est  per- 
pendiculaire à  GD  comme  étant  contenue  dans  le  plan  ABF 
perpendiculaire  à  cette  droite  ;  pour  une  raison  analogue, 
elle  est  perpendiculaire  à  AB;  donc  c'est  la  plus  courte  dis- 
tance des  droites  AB  et  DG. 

Elle  passe  par  le  point  I,  car  c'est  une  hauteur  du  trian- 
gle DLG  qui  a  pour  centre  des  hauteurs  le  point  L 

On  voit  que  les  pieds  des  plus  courtes  distances  sont  les 
pieds  des  hauteurs  des  faces. 

5.  —  Le  produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte 
distance  est  égal  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre. 

Nous  avons  AM  .  BF  =  FL  .  AB 

3V  :=  AM  .  Surf.  BGD 

2Surf.  BGD  =  BF  •  DG.   ^ 
Multiplions  membre  à  membre  il  vient 

FL  .  AB  .  DG  =  6V. 

6.  —  Les  milieux  des  arêtes  et  les  pieds  des  plus  courtes 
distances  sont  douze  points  sur  une  même  sphère. 

Soient  M,  N,  P,  Q,  les  milieux  de  quatre  arêtes  opposées 
deux  à  deux. 

La  figure  MNPQ  est  un  rectangle  dont  les  diagonales  sont 
égales  et  se  coupent  par  leurs  milieux. 

lien  résulte  que  les  trois  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  sont  égales  et  concourent  en  un  même 
point  qui  est  leur  milieu  commun  ;  donc  les  points  M,  N, 
P,  Q,  R,  S  sont  sur  une  même  sphère.  Gette  sphère  coupe 
les  faces  suivant  les  cercles  passant  par  les  milieux  des 
arêtes,  c'est-à-dire  suivant  leurs  cercles   des  neuf  points. 
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La  sphère  passe  donc  par  les  pieds  des  plus  courtes  dis- 
tances. 

La  même  sphère  passe  encore  par  les  milieux  des  lignes 
qui  joignent  les  sommets  aux  centres  des  hauteurs  des 
faces. 

Cette  sphère  se  nomme  la  première  sphère  des  douze 
points  ;  nous  déterminerons  plus  loin  son  centre. 

7.  —  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  se  trouve  au  milieu 
de  la  ligne  qui  joint  le  centre  des  hauteurs  au  centre  de  la  sphère 
circonscrite. 

D'abord  ces  points  sont  en  ligne  droite.  Soit  0  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  ;  soit  a  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  BGD  ;  soit  y  le  centre  de  gravité  du  même 
triangle  ;  les  points  a,  y,  H  sont  en  ligne  droite. 

Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  se  trouve  sur  la  ligue 
Ay;  il  se  trouve  donc  dans  les  plans  tels  que  OxH  perpendi- 
culaires aux  différentes  faces  du   tétraèdre  ;    or  les    points 

0  et  I  sont  des  points  communs  à  tous  ces  plans  ;  la  droite 

01  est  donc  leur  intersection  et  le  centre  de  gravité  doit  s'y 

trouver. 

^  .     .         ,  OG 

Calculons  le  rapport  — — -  ; 

pour  cela  abaissons  Cq  perpendiculaire  sur  aH  : 
yq    ^    yC    _     i 
yH  yA  4 

or  xy  = yH. 

2 

ay  2 

xg  3  ■ 

Il  s'ensuit  que  g  est  le  milieu  de  aH  et  par  suite  C  est  le 
milieu  de  01. 


Donc 

et  par  suite 


8.  —  Les  centres  de  gravité  des  faces  sont  les  sommets  d'un 
tétraèdre  homcthétique  inverse  au  tétraèdre  donné. 

n  suffit  de  remarquer  que  la  ligne  qui  joint  les  centres 
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de  gravité  de  deux  faces,  est  parallèle  à  l'arête  qui  joint 
leurs  sommets  non  communs  et  égale  au  tiers  de  cette  arête; 
de  plus  on  voit  qu'elles  sont  dirigées  en  sens  inverse. 

Le  rapport  d'homothétie  est  1/3.  Le  cenlre  d'homolhétie 
est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

9.  —  La  sphère  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des  faces 
passe  par  leur  centre  des  hauteurs  et  divise  dans  le  rapport 
de  i  ai  les  lignes  qui  joignent  les  sommets  au  centre  des 
hauteurs  du  tétraèdre. 

Les  centres  de  gravité  étant  les  sommets  d'un  tétraèdre 
homolhétique  au  tétraèdre  donné,  la  sphère  passant  par  ces 
points  a  son  centre  sur  la  ligne  qui  joint  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  centre  d'homothétie,  c'est-à-dire  sur 
la  ligne  OG.  11  divise  cette  ligne  dans  le  rapport  de  i  à  3, 
soit  L  ce  point.  Abaissons  L^  perpendiculaire  sur  la  ligne  aH. 

CL  _    I 

.,      CL          I       LI  2 

et    par  suite  -j-r-  =:  —   ^^  — 

Tl       '  f  ^H 

Il  S  ensuit  que 


CI    ~   3  ■ 

2  yf/              I 

3  '   i/H          3  ' 

9l 

I 

^,     yi  =  m- 

donc  -~ 

^H 

Le  point  L  est  équidistant  de  y  et  de  H.  Donc  la  sphère 
passe  par  les  centres  des  hauteurs  des  faces. 

Tirons  yL  et  soit  K  le  point  où  cette  droite  coupe  la  hau- 
teur AH.  Appliquons  le  théorème  de  Ménélails  au  triangle 
ACI  coupé  par  la  transversale  yK  : 

AK         yC         LI    _ 
Kl     '    yA    '   'cl"  ~  ' 

AK  I 

ou  -— —  .  2=1      AK   =  2KI. 

Kl  4 

La  sphère  passe  donc  par  les  points  qui  divisent  les  lignes 
telle  que  AI  dans  le  rapport  de  2  à  i. 

Cette  sphère  porte  le  uom  de  seconde  sphère  des  douze 
points. 

Son  rayon  est  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 
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Cette  sphère  coupe  les  faces  suivant  des  cercles  ayant 
pour  diamètres  les  distances  de  leurs  centres  de  gravité  à 
leurs  centres  des  hauteurs. 

Le  rapport    ^  ^   est  e^al  a . 

LO  2 

10.  —  On  peut  inscrire  dans  le  tétraèdre  un  ellipsoïde  de 
révolution  ayant  pour  foyers  le  centre  des  hauteurs  et  son  symé- 
trique par  rapport  au  centre  de  la  seconde  sphère  des  douze  points. 

Prenons  le  symétrique  F  du  point  I  par  rapport  au  point 

L  et  son  symétrique!'  par  rapport  au  plan  BGD,  joignons  FI'. 

"2R 
La  distance  FI'  est  égale  à  2LH  = 


3 

La  droite  FI'  coupe  la  droite  aH  en  un  point  dont  la 
somme   des  distances  aux  points  F    et   I  est  constante   et 

2R 

égale  à  — ;;— .  Ce  point  appartient  donc  à  l'ellipsoïde  ayant 

pour  foyers  les  points  F  et  I.  De  plus  c'est  un  point  de  tan- 
gence,  car  l'ellipse  déterminée  par  le  plan  FlaH  est  tangente 
au  plan  BCD. 

L'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  grand  axe.  La 
longueur  de  ce  grand  axe  est  égale  au  diamètre  de  la 
seconde  sphère  des  douze  points.  Cette  sphère  est  la  sphère 
directrice  de  l'ellipsoïde. 

Le  rapport  des  distances  du  point  de  tangence  aux  points 

,     ,  .     Ty  Kl 

y  et  l  est  égal  a  -y-r-  ou  -ry- 

Le  point  de  tangence  s'obtiendra  donc  en  menant  par  le 
point  I  une  parallèle  à  la  ligne  yL. 

La  considération  de  cet  ellipsoïde  fournit  quelques  corol- 
laires dont  les  plus  simples  sont: 

Les  lieux  des  symétriques  des  points  I  et  I'  par  rapport 
aux  plans  des  faces  sont  des  sphères  égales  ayant  pour 
centre  les  points  F  et  I  ; 

Le  produit  des  distances  des  points  F  et  I  aux  faces  est 
constant. 

11.  —  Lorsqu'un  des  angles  solides  du  tétraèdre  a  ses  angles 
plans  obtus,  il  existe  une  sphère  telle  que  chaque  sommet  est  le 
pôle  de  la  face  opposée. 
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Supposons  que  les  angles  en  A  soient  obtus.  Les  centres 
des  hauteurs  des  faces  ayant  pour  sommet  le  point  A  seront 
en  dehors  du  tétraèdre.  Il  s'ensuit  que  les  lignes  qui  les 
joignent  aux  sommets  B,  C,  D  ne  rencontrent  chacune  le 
tétraèdre  qu'en  un  point  :  donc  leur  point  d'intersection, 
c'est-à-dire  le  point  I,  centre  des  hauteurs,  est  en  dehors 
du  tétraèdre;  et  un  sommet  et  le  pied  de  la  hauteur  issue 
de  ce  sommet  seront  du  même  côté  par  rapport  au  centre 
des  hauteurs. 

Dans  le  cas  où  l'angle  solide  en  A  n'a  pas  ses  angles 
plans  obtus  le  produit  lA  .  IH  est  constant;  lorsque  l'angle 
solide  a  ses  angles  plans  obtus,  le  point  I  est  transporté 
sur  la  ligue  AH  au  delà  du  point  A. 

On  voit  dès  lors  que  si  du  point  I  on  décrit  une  sphère 
dont  le  carré  du  rayon  soit  égal  au  produit  lA  .  IH,  le  té- 
traèdre sera  autopolaire. 

Cette  sphère  se  nomme  la  sphère  polaire.  Elle  a  pour 
centre  le  centre  des  hauteurs. 

Lorsque  la  sphère  polaire  existe,  l'ellipsoïde  inscrit 
n'existe  plus.  En  efTet,  un  de  ses  foyers  (le  centre  des 
hauteurs)  va  en  dehors  du  tétraèdre  ;  comme  le  point  G  est 
toujours  à  l'intérieur  du  tétraèdre,  le  point  F  et  le  point  I  sont 
forcément  des  côtés  différents  par  rapport  aux  trois  faces 
ayant  leurs  sommets  en  A  ;  par  suite  l'ellipsoïde  est  impos- 
sible. 

Analogue  au  cercle  polaire  dans  le  triangle,  la  sphère 
polaire  fournit  comme  lui  plusieurs  corollaires  importants 
résultant  de  l'application  de  la  théorie  des  polaires. 

Cherchons  les  plans  polaires  des  pieds  des  hauteurs  des 
faces.  Ce  seront  des  plans  parallèles  aux  faces  opposées. 
Ces  plans  forment  par  leur  intersection  un  tétraèdre  ho- 
mothétique  au  premier,  et  tel  que  les  sommets  du  premier 
tétraèdre  se  confondent  avec  les  centres  de  gravité  du 
nouveau. 

Les  plans  polaires  des  pieds  des  plus  courtes  distances 
sont  des  plans  passant  par  les  arêtes.  En  effet,  on  a  vu  que 
le  produit  des  segments  interceptés  sur  ces  droites  est  égal 
au  produit  des  segments  interceptés  sur  les  hauteurs. 
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12.  —  Les  arêtes  opposées  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 
sphère  polaire. 

En  efTet,  une  arête  est  clans  le  plan  mené  par  le  centre 
des  hauteurs  perpendiculairement  à  l'arête  opposée;  de  plus, 
si  l'on  joint  le  centre  au  point  où  ce  plan  coupe  la  seconde 
arête,  la  droite  menée  est  perpendiculaire  à  la  première 
arête;  de  plus,  comme  le  produit  des  segments  interceptés 
sur  les  plus  courtes  distances  est  égal  au  carré  du  rayon, 
il  s'ensuit  que  si  par  les  arêtes  opposées  à  l'angle  obtus 
on  mène  des  plans  tangents  à  la  sphère  polaire,  les  arêtes 
opposées  passeront  par  les  points  de  contact. 

13.  —  Relations  entre  les  rayons  des  sphères. 

Nous  appellerons  p  le  rayon  de  la  sphère  polaire,  R  celui 
de  la  sphère  circonscrite,  p'  celui  de  la  première  sphère  des 
douze  points. 

Si  ou  prend  le  point  I  pour  origine  d'inversion,  la  sphère 
circonscrite  a  pour  inverse  la  seconde  sphère  des  douze 
points. 

Donc  en  appelant  P  et  P'  les  puissances  du  point  I  par 
rapport  à  ces  deux  cercles  p*  =  PP'. 

Or  P  =  R2  —  0^ 

_   R'  —8^ 

~         9 

Donc  -if  =  R-  —  5^-        c'  =   ^"~  "'  5^  =  R^  +  3p^ 

La  première  sphère  des  douze  points  passant  par  les  pieds 
des  plus  courtes  distances  est  à  elle-même  son  inverse;  donc 

la  puissance  du  point  Ipar  rapport  à  ce  cercle  est  égale  à  p*^  : 

§2 

P'  =  —  -  P  '^ 
4 

4p2  =  82  —  4p2 

et  8'-  =  R2  +  3p2; 

donc  0  =  —  (R2  — p2)T' 
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ÉCOLE  FORESTIÈRE  1881 


Mathématiques. 

1»  Trouver  la  condition  pour  que  deux  équations  du  second  degré 
ax-  +  bx  +  c^o,        a'x-  +  b'x  -\-  c'  =^  o 
aient  au  moins  une  racine  commune. 
2°  Résoudre  l'équation 

X         b  b-  I     "     i_    ^" 

a         X        X-  a         a-  ' 

3°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  orthogonalement  deux 
cercles  donnés. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 

l»  Calculer  le  côté  AB  d'un  quadrilatère  plan  ABCD,  connaissant  le  côté  opposé 
CD  =  4i375'°,43 
et  les  angles  ADC  =  iio°  35'  SS'jSS 

BDC  =    49    49   49  ,49 
ACD  =    36    36    36 .36 
BCD  =    86    52    52  .52 
2°  Après  avoir  trouvé  4  degrés  pour  la  hauteur  angulaire  d'une  tour,  un 
observateur  s'avance  de  i  kilom.  vers  la  tour;  il  trouve  alors  5  degrés  pour  la 
hauteur  angulaire.  Quelle  est  la  longueur  du  chemin  qui  lui  reste  à  parcourir 
pour  arriver  au  pied  de  la  tour? 


CONCOURS  GENERAL  DE  1881 


Mathématiques  élémentaires. 

Etant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  mène  les 
bissectrices  intérieures  des  angles  A,  B,  C.  .S'oient  A,.  B,.  C,,  les  points  où  ces 
bissectrices  rencontrent  la  circonférence. 

l'  En  désignant  par  S  et  S,,  les  surfaces  des  triangles  ABC  et  AiB,C,,  par 
D  le  diamètre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC.  démontrer  qu'on  a  la  relation 
S.   _    R 
S    ~    D  ■ 

2°  On  considère  une  suite  de  triangles  ABC.  A,B,C,,  A.B^C,,  ...  AnBnCn,  tels 
que  chacun  d'eux  se  déduit  du  précédent  comme,  dans  l'énoncé  ci-dessus,  le 
triangle  A,B,C,  se  déduit  du  triangle  ABC.  Démontrer  que,  lorsque  le  nombre 
entier  n  augmente  indéfiniment,  le  triangle  A2nB2nC2n  tend  vers  une  position 
limite  afiy;  dans  les  mêmes  conditions,  le  triangle  Aon  +  iB.>n  +  iC2n  +  i  tend 
aussi  vers  une  position  limite  a'p'y';  les  deux  triangles  limites  sont  équilaté- 
raux  et  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  du  cercle. 
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3°  Démontrer  que,  si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  R  du  cercle,  le  produit 
des  nombres  qui  mesurent  les  diamètres  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
ABC,  A,B,C,. , .  AiiBnCn  tend  vers  une  limite  lorsque  «  croît  indéfiniment. 

Mathématiques  spéciales. 

Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  six  norma  les  qu'on  peut 
mener  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  à  un  ellipsoïde  donné,  à  trois  axes  iné- 
gaux, se  séparent  en  deux  groupes  de  trois  points  dont  les  plans  respectifs  sont 
parallèles  entre  eux. 

Montrer  que  si  l'on  se  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solution  de  ce  problème 
«  mener  du  point  P  les  normales  à  relHpsoide  »  dépend  de  la  résolution  de 
deux  équations  du  troisième  degré. 

Discuter  ces  équations. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ALGER 


Résoudre  4  cos  2X  +  3  cos  j?  ^  i  =  o. 

—  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  déterminer  la  hauteur  DE  d'un  seg- 
ment sphérique  à  une  base,  de  manière  que  le  cône  droit  ABC  ait  un  volume 
égal  à  m  fois  le  volume  du  segment  BEC.  Le  problème  est-il  toujours  possible? 

—  On  donne  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  deux  points  sur  OY. 
Déterminer  sur  OX  un  point  M  tel  que  l'angle  formé  en  joignant  le  point  M 
aux  deux  points  pris  sur  OY'  soit  égal  à  46  degrés. 

—  Déterminer  le  rapport  des  deux  bases  d'un  trapèze  isoscèle  sachant  que  le 

volume  engendré  par  ce  trapèze  tournant  autour  de  la  grande  base  est  les  -— 

du  volume  engendré  par  le  trapèze  tournant  autour  de  la  petite  ba.se. 

—  Dans  une  circonférence  de  diamètre  AB,  déterminer  une  corde  AC  telle  que 
si  on  fait  tourner  la  flgiu"e  autour  de  AB,  le  volume  engendré  par  le  segment 
circulaire  AMC,  soit  égal  à  m  fois  le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle 
ACD,  D  étant  la  projection  de  C  sur  le  diamètre. 

—  Partager  un  trapèze  ABCD  en  deux  trapèzes  semblables  par  une  parallèle 
aux  bases.  Comparer  les  aires  de  ces  trapèzes  aux  aires  des  triangles  ADC  et 
ABC. 


LILLE 

Quelle  erreur  commet-on  sur  le  volume  d'un  tronc  de  cône  lorsqu'on 
substitue  à  ce  volume  celui  du  cylindre  do  même  hauteur  que  le  tronc,  et  ayant 
pour  rayon  la  moyenne  arithmétique  entre  les  rayons  des  bases  du  tronc?  Limite 
supérieure  de  cette  erreur  quond  la  différence  entre  ces  deux  rayons  ne  dépasse 
pas  le  quart  du  plus  grand. 

—  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  hauteur  issue 
du  sommet  A.  Trouver  le  périmètre,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  (formules  logarithmiques). 
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—  Connaissant  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle,  évaluer  par  des  formules 
logarithmiques  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  distances  du  centre  du  cercle 
aux  trois  côtés,  et  l'excès  de  la  somme  de  ces  dislances  sur  le  rayon  du  cercle 
circonscrit.  

LYON 

Une  corde  MN  fait  avec  le  diamètre  AB  un  angle  a.  Trouver  la  surface  du 
tronc  de  cône  engendré  par  la  droite  MN  tournant  autour  de  AB.  Application 
MN  =  i;  AB  =  2  ;  a  =  40»  25'  So". 

—  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  y  —  2X  lorsqu'on  a  la  relation 
i6if  +  36a;-  =  9. 

GLERMONT 

Dans  le  plan  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  de  côté  a,  on  trace,  à  une 
distance  d  du  côté  BG,  une  droite  XY  parallèle  à  ce  côté.  Calculer  en  fonction 
de  o  et  de  d  le  volume  et  la  surface  totale  du  solide  décrit  par  le  triangle  en 

tournant  autour  de  xy  d  un  angle  égal  à  — . 

—  Construire  un  carré  quintuple  d'un  carré  donné. 

—  On  donne  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle.  On 
sait  que,  dans  ce  quadrilatère,  les  angles  opposés  sont  supplémentaires;  on 
demande  de  calculer  par  la  trigonométrie,  et  sous  forme  logarithmique,  le 
carré  de  l'une  des  diagonales  du  quadrilatère  en  fonction  des  données. 

—  Résoudre  cos  x  =■  m  tg  x.  Discussion  ;  cas  où  m  ^  1. 


GRENOBLE 

Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  on  donne  l'hypoténuse  BC  =  a,  et 
l'angle  B.  Par  un  point  D  pris  sur  le  prolongement  de  BC,  on  mène  à  cette 
ligne  une  perpendiculaife  DX  autour  de  laquelle  le  triangle  est  supposé 
tourner.  On  demande  de  déterminer  le  point  D  pour  que  le  volume  engendré 
soit  double  de  celui  qu'engendrerait  le  même  triangle  en  tournant  autour  de 
CR,  menée  par  C  perpendiculairement  à  BC. 


PARIS,  JUILLET  1881 

On  considère  trois  nombres  en  progression  géométrique  dont  la  somme 
est  constante.  Trouver  le  maximum  de  leur  produit. 

—  Le  rayon  de  base  d'un  cône  est  a\  son  apothème  est  h.  Exprimer  à  l'aide 
de  a  et  de  b  le  volume  de  la  sphère  inscrite  au  cône. 

—  Démontrer  que,  dans  une  ellipse,  le  produit  des  deux  rayons  vecteurs 
d'un  point  quelconque  par  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  normale 
avec  l'un  ou  l'autre  de  ces  rayons  est  égal  au  carré  du  demi  petit  axe. 

—  Un  tétraèdre  OABC  est  tel  que  les  trois  faces  OBC,  OAB,  OAC  sont  des 
trimgles  rectangles  en  0;  on  donne  les  arêtes  BC  :=  a,  CA  —  b.  AB  ==  c;  on 
demande  de  calculer  :  1°  les  arêtes  OA  =  a^,  OB  =  1/,  OC  =  s  ;  2°  le  volume  du 
tétraèdre;  3°  les  tangentes  des  angles  dièdres  ayant  pour  arêtes  BC.  C.4,  AD. 
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QUESTION  299 

Solution  par  M.  F.  Baudouin,  au  Collège  de  Béarnais. 


Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  des  périmètres  aux 
diamètres  des  trois  cercles  ex-inscrits  sont  exprimés  par  des 
nombres  entiers  est  rectangle.  Dire  la  forme  de  ce  triangle. 

(Geoffroy.) 
Donnons   à  p,   a,    h,  c,  r,  r,  r"  et   >'"  les    significations 
connues  et  considérons  les  égalités 
pr  =  {p  —  a)  r'  =  {p  —  b)  r"  =  (p  =  c)  r";  elles  donnent 

_V_  ^    P  —  "'    ^  l a_ 

r'  r  r  r 

r  r  r  r 

JL  =  JL^±.  =  JL  ^  1.  ,3) 

r  r  r  r 

Les   premiers    membres  de    ces  nouvelles  égalités  étant 

entiers,    les  seconds  le    seront  aussi,   de    même   que  leur 

p  .  ^ 

somme  -^  ;  par  suite,  si  1  on   considère  à  part  les  égalités 

(i),  Câ),  (3),  on  voit  que  les  quantités  — ,  — ,  —  sont   la 

r       r      r 

différence  de  deux  nombres  entiers;  elles  sont  entières  aussi 
et  les  côtés  des  triangles  sont  des  multiples  du  rayon  du 
cercle  inscrit.  Prenant  r  pour  unité  on  a 


i- 


{p  —  a)(p  —  b){p  —  c) 


P 
ou  {p  —  a){p  —  h)(p  —  c)=p.  (4) 

Considérons  les  points  a,  j3,  y  où  le  cercle  inscrit  touche 
les  côtés  du  triangle  ABC  et  posons 

A[i  =  X,  B-y.  =  î/  Cy  =  - . 
Nous  aurons        p  =  x  -\-  y  -\-  z 

fl  =  y  +  - 
b  =x  -j-  z 

c  =  X  +  y. 
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L'égalité  (4)  devient  alors 

xyz  =  X  -\-  tj  -\-  z. 
Si  X,  y,  z  sont  entiers,   a,  b,  c  le  sont  également  et  par 
conséquent  multiples  de  r.  Mais  l'égalité  est  satisfaite  pour 

x=  1,  y  =  2,  z  =3. 
Donc  a  =  5,  6  =  4,  c  =  3,  ou  fl  =  5r,  b  =  4?',  c  =  3r. 
Le  triangle  est  dès  lors  rectangle,  puisque  a"^  =  6^  -j-  c^. 
La  forme  du  triangle  est  déterminée  par  les  valeurs  mêmes 
de  ses  côtés. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gobert,  au  collège  Chaptal  ; 
Bonnieux.  à  Riom  ;  Henry,  à  Bréchaincourt. 


QUESTION    303. 

isolation  par  M,  Delpit,  élève  à  l'École  préparatoire  Saint-Barbe. 


On  donne  un  cercle  eiun  point  fixe  P  intérieur.  On  demande: 
i°  Quel  est  le  lieu  des  points  symétriques  du  point  P  par  rap- 
port aux  quadrila- 
tères f«scn7sABCD 
dont  les  diagonales 
fi0)it  rectangulaires 
et  passent  par  le 
point  P. 

2°  Quel  est  le  lieu 
des  sommets  des 
quadrilatères  obte- 
nus en  menant  par 
les  sommets  desqua- 
drilatères ABGD 
des  parallèles  aux 
diagonales. 

1°  Soit  AB  un 
des  côtés  du  qua- 
drilatère   ABGD, 
et  M  le  symétrique   de  P    par    rapport  a  ce  côté.  Soit  Rie 
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milieu  de  AB,  K  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  au 
milieu  G  de  OP  sur  AB. 

Le  triangle  rectangle  ORB  donne  OR"  -f-  RB'^  =  R". 
R  étant  le  rayon  du  cercle,  remplaçons  RB  par  RP,  on  a 
OR'^  -f  I^P^  =  ^^'  Il  résulte  de  là  que  la  médiane  RC  du 
triangle  ORP  est  constante.  Menons  CQ.  K  étant  le  milieu 
de  RQ,  les  obliques  CR,  CQ  sont  égales.  Donc  CQ  est 
constante. 

Or  OM  est  le  double  de  CQ;  donc  le  lieu  du  point  M  est 
une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  donnée. 

'^°  Par  les  points  A  et  B  menons  des  parallèles  aux  dia- 
gonales. Soit  I  leur  point  de  rencontre. 

Le  quadrilatère  AIRP  est  un  rectangle.  Donc  la  diago- 
nale PI  passe  par  le  milieu  R  de  AB  et  y  est  divisée  en 
deux  parties  égales. 

Si  nous  tirons  01,  cette  droite  est  le  double  de  CR  ;  or 
GR  est  constante  et  égale  à  CQ,  donc  01  est  constante  et 
égale  à  OM. 

Donc  l'ensemble  des  deux  lieux  se  réduit  à  une  circon- 
férence ayant   pour  centre  le  centre    du  cercle    donné   et 

pour  rayon 


1/r^- 


iS'oTA.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Fiévet,  de  Lille. 


QUESTION   305 

Solution  par  M.  Aug.  Dagvillon,  élève  du  Lycéa  Henri  IV*  (classe  de 
M.  Macé  de  l'Épinay). 


On  donne  un  cercle  0  et  par  le  centre  de  ce  cercle  on  mène 
deux  rayons  rectangulaires  OA  et  OB  ;  par  les  extrémités  de  ces 
rayons  on  mène  deux  droites  parallèles  à  deux  directions  fixes 
et  rectangulaires.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  I 
dont  on  demande  le  lieu  lorsque  le  système  AOB  tourne  autour  dic 
point  0. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  deux  directions  rectan- 
gulaires  données   passent  par   le  centre  du  cercle  ;  soient 
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ox,  oy,  ces  deux  directions  et  AOB  une  position  quelconque 
du  système  mobile.  Soient  C  et  D  les  intersections  respec- 
tives des  droites  BI, 
AI  avec  l'axe  auquel 
chacune  d'elles  n'est 
pas  parallèle.  Les 
angles  BOG,  AOD 
sont  égaux  comme 
ayant  même  complé- 
ment GOA;les  trian- 
gles BOG,  AOD  qui 
ont  en  outre  l'hypo- 
ténuse égale  sont 
donc  égaux  et  OC 
=  OD. 

Mais  OG  =  DI  et 
OD  =  CI  ;   donc  ID 
=:  IC.  Donc  le  lieu  du  point  I  est  la  bissectrice  du  premier 
angle  des  axes  xoy. 

Gomme  d'ailleurs  rien  n'indique  celui  des  points  A  et  B 
par  lequel  doit  être  menée  la  parallèle  à  chaque  direction, 
une  démonstration  analogue  ferait  voir  que  le  lieu  du  second 
point  r  correspondant  à  la  position  AOB  du  système  mobile, 
est  la  bissectrice  du  second  angle  des  axes. 

On  voit  d'ailleurs  facilement  en  faisant  varier  cette  posi- 
tion, que  le  lieu  se  réduit  à  la  partie  de  ces  bissectrices 
contenue  à  l'intérieur  du  carré  MNPQ  circonscrit  au  cercle 
parallèlement  aux  directions  données. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Delaporte.  Fiévet,  de  Lille  ; 
Rivard,  au  Mans;  Joly,  à  Tarbes  ;  Galion,  lycée  Louis-le-Grand;  Dupuy,  à 
Grenoble;  Bertin.  école  normale  primaire  à  Vesoul;  Delpit.  à  Saiute-Barbe ; 
Prost,  Perrier,  à  Lons-le-Saulnier;  Baudouin,  à  Beauvais;  La  Chesnais,  à  Ver- 
sailles. 
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QUESTION  306 


Solution  par  M.  Delpit,  École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Par  le  sommet  A  d'un  triangle  isoscèle  on  mène  une  sécante  AL 
on  prend  le  symétrique  M  du  point  G  par  rapport  à  la  droite  AL 
et  on  mène  la  droite  BM  qui  coupe  AL  en  P.  Lieu  du  point  P. 

Joignons  AM,  DC.  M  étant  le  symétrique  de  G  par  rap- 
port à  AL,  AB=AG=AM. 
Le  lieu  de  M  est  dès  lors 
une  circonférence  décrite 
de  A  comme  centre  avec 
AB  pour  rayon. 

Il  suit  delà  que  l'angle 
BMC  est  constant  et  a  pour 

BG      ..       ^    ^ 
mesure ;  li  est  donc 


égal  à  la  moitié  de  l'an- 
gle au   centre   ABC.    Ge  même  angle  est   aussi    égal   à  la 
moitié  de¥PG;  Donc'BPG  =  BAG. 

Par  suite  le  quadrilatère  BADC  est  inscriptible  et  le  lieu 
du  point  P  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  BAC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  M.M.  Baudoin  à  Beauvais;  Gallon,  au 
lycée  Louis-le-Grand;  Delaporte,  Fiévet  à  Lille;  Bertin,  école  normala  de  Ve- 
soul;  Dupuy,  à  Grenoble;  Perrier,  Prost,  à  Lons-le-Saulnier;  Lachesnais,  à  Ver- 
sailles; Daguillon,  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;  van  Aubel,  à  1  Athénée  de  Liège; 
Gino  Loria,  àilantoue;  Joly,  à  Tarbes. 


QUESTION  313. 

{Solution  par  M.  Louis  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Si  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  e.  et  h  sont  tels  que  l'on 
ait  a  =  hy2,  démontrer  que:  1"  la  médiane  du  triangle  qui 
part  du  sommet  A  coupe  le  côté  BG  sous  un  angle  égal  à  l'angle 
A  du  triangle;  ^o  qice  cos*  A  =  cos  2B. 
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i"  Par  hypothèse  ou  a  a  =  b\'  2;  d'où 
a  b\U  h 


\/ 


2 


b    /—  a 


Ce  qui  moutre  que  les  deux  triangles  CDA.  et  CBDqui  ont 
l'angle  commun  G  compris  entre  deux  côtés  proportionnels 
sont  semblables.  Par  suite  CDA  =  CAB. 

2°  De  l'égalité  a  =  b\'  2  on  tire 

sin  A  =  V  2  sin  B 
siu'^  A  :=  2  siu'^  B 
1   —  sin^  A  =   I  —  2  sin-  B 
cos^  A  1=  cos  2B 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  queslion  :  MM.  Bonipard,  collège  Stanislas; 
Baudoin,  à  Beauvais;  Delcambre,  collège  Chaptal;  de  Lagenardière.  à  Besan- 
çon; Witte,  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;  Bonniaud,  Dulcy,  Moreau,  à  Chà- 
teauroux  ;  Boissière,  Tinel,  Hellot,  lycée  Corneille,  à  Rouen  ;  Debray,  à  Chau- 
vency-Saint-Hubert  ;  Joly,  Barthe,  à  Tarbes  ;  Perrier,  a  Lons-le-Saulnier; 
Ménigault,  Lerouge.  à  Paris;  Hamon,  au  Mans;  Fiévet.  à  Lille;  Fournier,  à 
Moulins;  Gino  Loria,  à  Mantoue;  Henry,  à  Bréchaincourt. 


QUESTION  314 

Solution  par  M.  Vitte.  élève  du  Lycée  Henri  l\. 


On' considère  un  cercle  de  centre  0  et  deux  diamètres  rectan- 
gulaires AB,  CD.  Du  point  A  comme  centre  avec  AC  =  AD 
.pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  Von  prend  un  point  M  sur  ce 
cercle.  On  mène  les  lignes  AM,  BM  qui  rencontrent  le  cercle  0 
aux  points  A'  et  B';  on  mène  aussi  le  rayon  01  qui  passe  par  le 
point  M.  Démontrer  que  Von  a  arc  CI  =  arc  B'C  -j-  arc  A'I. 

Il  suffit  de   démontrer  que  COI  =  B'OC  +   A'OI   ou    on 
remplaçant  ces  angles  par  des  valeurs  équivalentes: 
71  —  DOÏ  =  TT  +  DOI  —  BOA'  =  -  -f  DOI  ~  2B'BA' 
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ou  DOI  =  BBA',  c'est-à-dire,  en  éciivaut  que  les  complé- 
ments   do    ces    angles 
sont  égaux  : 
BOI  =  AOr  =  AMB'. 
puisque   l'angle  MA'B, 
est  droit. 

Considérons  les  trian- 
gles MAB,  MAO,  ils 
donnent 

MA-^  =r  2R-  =  R  .  2R 
=  AO  .  AB 

M- 


AO 


AB 

"ma 


Ces  deux  triangles  sont  donc   semblables    conuno    ayant 
un  angle  A  égal  compris  entre  côtés  proporlionnels,  donc 
AOr  =  AMB',  c.  Q.  F.  D. 

La  démonstration  aurait  été  la  mémo  si  on  eût    pris    le 
point  M  à  l'intérieur  de  la  circonférence  0. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  (|ue3tion  :  MM.  Dulc\ .  à  Chàteauroux  ;  Bom- 
pard.  au  collège  Stanislas. 


QUESTION    316 

Solution  par  il.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


On  donne  deux  parallèles  A  el  B:  sur  la  première  est  en  point 
fixe  0.  Soit  C  un  point  quelconque  de  B  Sur  OC  comme  dia- 
mètre décrivons  une  circonférence  et  menons  en  C  la  tanyene 
CD,  sur  laquelle  nous  prenons  CD  =  CO.  Enfin  joignons  le 
p.  int  D  au  milieu  E  de  CO:  cette  droite  rencontre  le  cercle  en 
deux  points  I  et  1  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

(De  Lo;igchamps.) 

Du  point  0  aJ)aissons  la  perpendiculaire  00'  sur  B.  Le 
point  0'  appartient  à  la  circonférence.  Par  si  ite  les  droites 
O'I,  or  sont  rectangulaires. 

JOURNAL   UE   MATH.    1881.  Id 
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La  ligne  O'I  fait  avec  la  droite  B  un  angle  constant.  En 

I 


eflet  lO'G 


-GED.Ordans 


le  triangle  CED,  on  a  C=  idr 

,     CE  I 

et 


CD 


—  ,ce  qui  jîrouve 


de  l'anoie  droit  lO'I. 


que  tous  les  triangles  rec- 
tangles CED  sont  semblables 
et  par  suite  que  CED  est 
constant. 

Un  calcul  très  simple 
montre  que  cet  angle  vaut 
3i°47'  3",  i3. 

Le  lieu  des  points  I  et  I' 
se  compose   donc  des   côtés 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  ;  MM.  H.  Bourget,  à  Aix  ;  Dclplf,  Doc- 
teur, à  l'éi-ole  préparatoire  Sainte-Barbe;  Bompart,  au  collège  Stanislas;  Vitte. 
au  lycée  Henri  IV  ;  July,  à  Tarbes. 


QUESTION  6±2 

^oladoii  par  M.  Lotis  Rivard,  élève  au  L\cée  du  Maus 


Trourer  cinq  nombres  en  iJi-ogression  arithmétique,  connaissant 
leur  somme  et  leur  produit. 

Soit  y  la  raison  de  cette  progression,  jj  le  troisième  terme; 
les  cinq  nombres  cherchés  sont  : 

{X  —  2ij),     (X  — y),     X,     (X -j- y),     ix-^2y). 

La  somme  de  ces  nombres  est  5x,  x  est  donc  connu,  soit 
x,=  a,  le  produit  des  cinq  nombres  est 

(a  —  2y){a  —  y)  a  (a  +  y){a  -f-  2y)  =  m"^  ; 
d'oîi  40(/*  —  5  a 'j/*  -\-  a-'  —  nv'  :=  o. 

La   résolution  et  la  discussion  de  cette  équation  rentrent 
dans  la  résolution  de  l'équation  bicarrée. 

AoïA.  —  Ont  rés.)lu  la   inùiiie  ([u-^ytion  :  MM.  IVrrier,  à  Lons-le-Saulnier; 
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Boissière,  Tiiiel,  Hello.  à  Rouen;  Joly,  à  Tarbes;  l-'ievet,  à  Lille;  Glno-Loria, 
à  Manloue;  van  Aube!,  àLièùe;  Dupuy.  à  Grenoble;  Bord,  à  Passy  ;  Debray. 
à  Chauvency-Saint-Hubert;  Menigaiilt,  à  Paris;  Baudoin,  à  Beauvais;  Vitte, 
Lepareillé.  au  lycée  Henri  IV;  Bounieux,  à  Riom  ;  Blessel,  Lerouge,  à  Paris. 


QUESTIÛî^  323 

^uliitîou;  [lar  M.  Alphonse  Joly.  élève  au  Lycée  Je  Tarbes. 


Trouver   le  minimum  du  volume  d'un  trône  de  cône  droit  à 
bases  parallèles  circonscrit  li  un  hémisphère. 

Posons        ED  =  a^,       OB  =  y.       OE  =  R, 
on  a  V  .  ABCD  =  -^  ttR  [.c'  -\-  xij  -\-  ,f). 

La  question  revient  à 
trouver  le  minimum  de  rx"    t-  -x» 

x^-{-xy-{-if{7.). 

Menons  OH  et  soit 
DF  parallèle  à  EO.  Les 
triangles  rectangles 
DFB  et  OHB  étant  é- 
gaux,  DB  =  OB  =  y.  De  plus  on  a 

y'-  =  R-^  +  (X-  —  yf  d'oii  y  = 

Portant  cette  valeur  dans  l'expression  (7.),  égalons  à  m,  il 
vient:  jx^  —  2X-  (2m  —  2R'-)  +  R*  =  o, 


W-  -\-  X' 


d'où 


2X  —  2R2  ±  v/  4W1'  —  8mR^  —  3R^ 

^2  __  


Pour  la  réalité  des  racines  on  doit  avoir 
4»i^  —  8mR-  —  3R*  >  o, 
ou  4  (wi  —  ni)  [m  —  m")  >  o, 

ce  qui  exige  que        wi  >  m     m  <  m"; 
on  tire  du  trinôme  (1)  égalé  à  0 

R^  (2  ±  \/~) 
m  = —^ — . 


(i) 


Pour  .n 


R-  (2  +  \'-  ) 
m   =  ^ — —  on  a  un  minimum 
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R' 


La    valeur    correspondante    de    x'^    est        ;   par  suite 

_  \  7 

R                     R  (i  4-V-  )        , 
X  = et  ^  =  ^  __         ,  valeurs  que  1  on  construit 

facilement. 


ay/y 


Le  volume  minimum  es 


^      ttR-^  (2  +  v/7   ) 


Il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  maximum,  que  l'on  trou- 
verait d'ailleurs  négatif. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  II.M.  Baudoin,  à  Beauvais;  Prost, 
Perrier.  à  Lons-le-Saulnier;  Rivard.  au  Mans;  Tinel.  Hello,  Boissière.  à 
Rouen  ;  Menigault,  à  Paris. 


QUESTION  324 

Solution  par  M.  En.  van  Albel,  élève  à  lAlliénée  de  Liège. 


Construire  géométriquement  un  Irianyle  ABC  connaissant  un 
côté  a,  le  périmètre  2p  et  la  surface  S. 

Élanl  donnes  le  périmètre  et  la  surface,  on  aura  le  rayon 
ducercle  inscrit  par  la  relation  S  =pr. 
Cela  posé;,  soient  I  le  centre  du  cer- 
cle inscrit   et   Y  le  centre  du  cercle 
exinscrit  opposé  à  A. 

On  peut  construire  le  triangle 
rectangle  AMI,  dont  on  connaît  les 
deux  côtés  de  i'anorîe   droit 


AM  =  p  —  a,  MI 


Ï5/- 


On  décrira  ensuite  le  cercle  I  et  on 
mènera  la  tangente  AC. 
De  plus,  si    l'on  remarque  que  AQ  =  AT  =  p,   il    sera 
facile  de  construire  le  cercle  F. 

Il  ne  reslc  plus  alors  qu'à    mener  la  tangente  commune 
BC  aux  deux  cercles  I  et  I. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  (luestion  ;  MM.  H.  BoiirgcL  à  \i\;  IJoanieux, 
à  Riom  ;  Dulcy.  à  Chàteauroux  ;  Rivard,  Provost.  au  Mans;  Prost,  l'errier.  à 
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Lon5-le-S:iuliiier  ;  Boissièi-e,  Tinal,  à  Rouen;  Baudoin,  à  Beau  vais;  Tailliac. 
Joly,  à  Tai-bes;  Lapareilié,  au  lycée  Henri  IV;  Dupuy,  à  Grenoble;  Gino- 
Loria,  à  Mantoue;  Debray.  à  Chauvoncy-Saint-Hubert;  Blessel.  à  Paris; 
Lefèvre,  à  Sentis;  Fiévet,  à  Lille;  Henry,  à  Bréchaincourt. 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  C'h.  PraTaz,  professeur  au  Collège  d'Auluii. 


Comme  application  de  sa  théorie  sur  la  recherche  des 
facteurs  commensiirables  d'ordre  quelconque  d'une  équation 
algébrique  et  entière,  M.  de  Longchamps  a  déterminé  (t.  lY, 
p.  73)  les  conditions  de  divisibilité  d'un  polynôme  entier  de 
degré  m, 

An  »"'  -\-  Ai  X'"  -  I  -f-  Ao  X'»-  '--{-...-{-An  .X"'  -  " 

+  ...  +A.  (1) 

par  le  trinôme  du  second  degré 

X-  —  px  —  q  (2) 

Ces  conditions  peuvent  facilement  être  obtenues  par  un 
moyen  direct. 

Effectivement,  pour  que  le  polynôme  (Ij  soit  divisible  parle 
trinôme  (2),  il  faut  et  il  suftit  que  l'on  puisse  trouver  un 
polynôme  entier  de  degré  m  —  2, 

Bo  œ"»  -  2  +  Bi  œ'»  -  2  -f-  ...  -f-  B„  _  2  X»'  -  » 
+  B»  _  1  X'»  -  «  -  1  +  B„   œ  '»  -  »  -  2  -f  _  .  -f  B„  _  o  (3) 
tel  que  le  produit  de  ce  dernier  polynôme  par  le  trinôme  (2) 
soit  identique  au  polynôme  (1). 

En  écrivant  que  le  coefficient  du  terme  de  chaque  degré 
dans  le  produit  des  expressions  (3)  et  (2)  est  égal  au  coeffi- 
cient du  terme  de  même  degré  dans  le  polynôme  (1),  on  a, 
pour  déterminer  les  711  —  i  coefficients  du  polynôme  (3), 
les  m  -f-  1  équations  Ao  —  Bo  =  o  \ 

Aj  -|-  pBo  —  Bi  =  o 
A2  +  fyBo  +  pB,  —  Bo  =  o 
A3  +  9B1  -}-  pBo  —  B3  =  o 


(A) 


A,.„  _  2  +  qBm  -  '.  +  pBni  -  3  —  B,„  _  0  =r  O 

A,„  _  j  -{-  çB,,,  _  3  -f-  pB.n  -2  =  0 

A  m   -f-  Bm  _  2  =  O   / 
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Donc  pour  que  la  division  proposée  soit  possible,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  équations  (A)  soient  compatibles,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 


Ao 

-I 

0 

0   . 

.    0 

0 

0 

A, 

V 

-I 

0   . 

.    0 

0 

0 

A. 

î 

P 

-I 

.    0 

0 

0 

A3 

0 

9 

P  •• 

.    0 

0 

0 

o, 


(Di) 


et 


m 


An 

A, 
A., 
Al 


Am  ^30      0       . 

P 

- 1 

0 

A»,  _  0  0     0 

9 

P 

-I 

km  -,   0       0 

0 

9 

P 

—  I          0 

0 

0 

0 

P    —I 

0 

0 

0 

cj       p 

—  I 

0 

0 

0       q 

P 

0 

0 

km  - 

km 

km 

0 

0 

0 

p  —I 

0 

0 

0 

0 

q       p 

—  I 

=  o. 


Désignons  par  A,„  _  i  le  déterminant  obtenu  en  suppri- 
mant dans  (Dj)  la  première  lisrne  et  la  première  colonne, 
et  généralement  par  Ak  le  déterminant  que  l'on  obtient 
par  la  suppression  dans  Ak  +  i  de  la  première  ligne  et  de 
la  première  colonne;  de  sorte  que  Ak  est  un  déterminant 
à  K*  éléments  et" de  la  forme 

j)  -i     o  . . .   o    o 

q     g  - I    ...   o     o 

o     q     p   .  .  .    Q     o 


0 

0 

0   . 

•  p 

-I 

0 

0 

0 

H 

Q 
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An  moyen  de  cette  notation,    les  équations   (Dj)   et  (D^) 
prennent  la  forme 

Ao    A„i  -  ,  -f-  Al    A,„  _  2  +    .  .  •    +   Am  -  4    A2   -|-  A  m  -  0  ^^ 

-f    A,„  _   I  :=   O 
An    Am  -  2  +   Aj  Aw  -  3  -h    "  •  •    +   Am  -  2    -^1    4-    Am  -  2  ^i 

1        A.  in 

eu  posant,  pour  conserver  la  symétrie,  Ao  =  i . 

Calcul  des  déterminants  A.  —  On  a  évidemment 
Ak  =  ;jAk  _  1  -f  9A1C  -  2 
et  si  dans   celte    formule   on  remplace    K   successivement 
par  2,  3,  4.  5,  6  et  que  l'on  remarque  que 

Ao  =  I,     ^^  =z  p 
on  aura,  en  désia:nant  par  C"'  le  nombre  des  combinaisons 
de  m  objets  pris  n  à  n. 
A,  =  p^  +  q  =jf-^Ciq 

A,3  =  po  _|_  opq  =  p3  +  C>pq 

A,  =r  p'     U   3/)^g  +  q'-  =  d^  +  C3/)^(?  +  C2pg^ 

A;;  =  p^  -\-  ^p^q  -f-  3pr/2         =  p^  -|-  G'Jp^i/  -}-  Cis/;^^ 
Ae  =  p«  +  5p^9  +  ôp^ç^  4_  ç3  ^  ^6  ^  5^  p^  ^  C^p2ç2  _^  G3^3 

On  a  donc,  par  induction, 

/  .  .    .  k      .      ^k  —   \       A—  2  I      r\^i  —  2       fc  —   '.  . 

(A)  A/_.  =:  p    -f  C|         7^  9  +  c,         p  9  +  •  •  • 

I     /-.A  —  n      k  —  2'i       n      , 

+  G,,        p  î    -{-  •  •  • 

Pour   vérifier    cette    formule,  nous  la  supposerons  vraie 

lorsque  l'indice    du   premier    membre  a    l'une    quelconque 

des  valeurs  2,  3,  4,  ...  A",  et  nous  démontrerons  qu'elle  est 

encore  vraie  lorsque  cet  indice  a  la  valeur  k  -\-  i. 

On  a.  en  efTet,     A,   ,       =  pi,  4-  qà, 

'  k  +  \  ^    k     '     ^     k  —  1 

ou 

A  A  -  , 


;)[/'"  +  «: 

A  —    1       A  —  2            1      /,A  —  2       k  —  K       2      , 

,       P       ^1+  ^,      P       q  +■ 

+   <-,              P                   î       +     •  • 

■ 

-'  +  <- 

-2      k  -  -.i          1      ,,k  -  3      A  —  r,      2       , 

P        '/  +  <-,?        g    -\-  ■■ 

J;  -  n       k  —  2)/  4-  1       n  —  i      , 

-•  3m  — 

ou  encore 

et,  généralement 

pk  —  "     1^   /  ''i  —  "  f,^^  +  1  —  "  : 

on  a  donc  la  formule 


+  <'„  i>  q  + 


qui  se  déduit  hien   de    la   formule  (A)  par  le  changement  de 
k  en  /r  -4-   I . 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  .1.  IBoqncI. 

[Suite;  voir  pnge319.) 


Equations  en  coordonnées  tangenti  elle  s  des  coniques  qui  satisfont 
(i  des  conditions  spéciales.  —  Comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
on  représente  souvent,  en  coordonnées  tangentielles,  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées  u  et  v  ou  des  coordonnées 
homogènes  u,  v  et  iv,  par  une  seule  lettre  M,  par  exemple, 
de  sorte  que  M  =  o,  dans  cette  notation  symbolique,  est 
l'équation  d'un  point.  Ce  mode  d'écriture  est  analogue  à 
l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires  X,  Y,  Z  ;  on  donne 
quelquefois  aux  coordonnées  tangentielles,  ainsi  entendues, 
le  nom  de  coordonnées  trilatéres. 

—  .Equation  générale  des  eoiti^ues  tangentes  aux  tangentes  corn- 
mvnes  des  deux  coniques  f  (u.  v)  r=  o  et  o  (u,  v)  =:  o.  —  Nous 
avons  déjà  démontré  plus  haut  que  les  coniques  qui  touchent 
les  tangentes  communes  aux  deux  coniques  f  {u,  v)  =z  o  et 
cp  (a,   r)   =   o    sont    comprises    dans   l'équation     générale 

(u,   V)   -f-    Àci   {u,   v)  =z  o. 
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—  Équation  générale  des  conique.^  qui  touchent  les  tangentes 
menées  à  la  conique  f  (ii,  v)  =  o  par  les  points  M  =  o  et 
N  =3  o.  —  Cette  équation  peut  se  déduire  de  la  précédente 
en  supposant  que  la  conique  o  (u,  v)  rzz  o  se  réduit  à  un 
système  de  deux  points.  Les  tangentes  communes  à  la  conique 
/■(«,  t?)  =  o  et  à  un  système  de  deux  points  sont  évidemment 
les  tangentes  menées  à  la  conique /'=o  parles  deux  points. 
L'équation  générale  est  donc  fin,  v)  -f-  XMN  =  o. 

Ce  fait  résulte  d'ailleurs  directement  d'une  démonstration 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  pour  f  -\-  /.-^  =  o. 

—  Équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  une 
conique  donnée  f  =  o  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées 
à  f  =  o  d'un  point  M  =o.  —  C'est  la  conséquence  de  l'équa- 
tion précédente  en  y  supposant  les  points  31  =  o  et  N  =  o 
confondus.  Les  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  conique 
f  =  o  se  confondent  et  l'équation  générale  prend  la  forme 

/(>,  v)  -j-  àM-  =  o. 
On  reconnaît  d'ailleurs  le  fait  directement,  en  observant: 
1'^  que  l'équation  f{u,  v)  -{-  X^V  =  o  est  vérifiée  par  les 
valeurs  de  u  et  v  qui  annulent  à  la  fois  f{u,  v)  el  M, 
c'est-à-dire  pour  les  coordonnées  des  tangentes  menées  du 
point  M  =  o  à  la  conique  f(u,  r)  =  o;  2°  que  le  point  de 
contact  d'une  tangente  quelconque  ayant  pour  équation  (en 
coordonnées  homogènes), 

Vif  4-  2AMM'  ) -h  V(f  4-2XM3r  )+^Y(/  4- 2aMM'  )=o 
cette  équation  se  réduit,  pour  une  tangente  issue  de  M  =  o, 
à  U/"    -I-  V/'    +  Wf    =  0, 

c'est-à-dire  au  jioint  de  contact  de  cette  tangente  sur  la 
courbe /*  =r  o;  3°  que  l'équation  est  générale,  puisqu'on 
peut  y  déterminer  \  en  imposant  une  cinquième  condition 
à    la   conique  f{u,  v)  -}-  XM-  =  o. 

—  Équation  générale  des  conicjues  tangentes  aux  quatre  côtés 
d'un  quadrilatère.  — Si  les  équations  /'=o  et9=:  o  représentent 
chacune  un  système  de  deux  points,  l'équation  f -{-  /-^  =  o 
prend  la  forme  MN  -f  ^'PQ  =  o 

qui  représente  les  coniques  tangentes  aux  tangentes  com- 
munes des  deux  courbes  3IX  =  o  et  PQ  =  o.  Or  ces  tangentes 
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ne  peuvent  être  que  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  dont 
les  sommets  opposés  ont  pour  équations  M  =  o,  X  =  o  d'une 
part,  et  P  =  o,  Q  =  o  d'autre  part. 

Le  théorème  se  démontre  d'ailleurs  directement  par  un 
raisonnement  identique  à  celui  du  cas  précédent. 

—  Équation  générale  des  coniques  touchant  deux  droites  données 
en  deux  points  donnés.  —  Si  dans  l'équation  /"fu,  v)  -\-  IW 
=  o  on  suppose  que  f(u,  r)  se  réduit  à  un  système  de  deux 
points  PQ  =  o,  ou  si  dans  l'équation  àMX  +  PQ  =  o  on 
suppose  M  =  o  et  N  =  o  confondus,  l'équation  prend  la 
forme  PQ  -—  XM'^  =  o,  qui  représente  les  coniques  louchant 
aux  points  P  =  o,  Q  =  o,  deux  droites  issues  d'un  point 
M  =  o. 

Ce  théorème  se  démontre  d'ailleurs,  comme  les  précé- 
dents, par  un  raisonnement  direct  absolument  semblable  à 
ceux  dont  nous  avons  déjà  donné  un  exemple. 

—  Équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle. 

—  Si  P  =  o,  Q  =  o,  R  =::  o  sont  les  trois  sommets  du 
triangle,  l'équation  cherchée  sera 

àPQ  -j-  aQR  +  vRP  =  0. 

Car  elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  tangentes 
qui  passent  en  P  =  o  et  Q  =  o,  ainsi  que  par  celles  des 
tangentes  qui  passent  en  Q  =  o  et  R  ^  o,  et  enfin  par 
celles  des  tangentes  qui  passent  en  R  =  o  et  P  ^  o,  c'est- 
à-dire  par  les  coordonnées  des  trois  côtés  du  triangle  con- 
sidéré. 

L'équation  est  d'ailleurs  générale;  car  on  peut  disposer 

des  paramètres  —  et  ~ —  de  manière  a  assujettir  la  conique 

dont  il  s'agit  à  avoir  encore  deux  autres  tangentes  données, 
et  comme  on  ne  peut  mener  qu'une  conique  tangente  à 
cinq  droites,  la  courbe  sera  complètement  déterminée. 

Si'  l'une  des  fonctions  se  réduit  à  une  constante,  l'un  des 
sommets  du  triangle  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

—  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un   triangle. 

—  Cette  équation  est  X-P'^  -f-  jz-^Q^  -f-  v'^R^  —  2XaPQ  —  2;jlvQR 

—  2v)^RP  =  o.   11  est  facile  do  voir,  en  elTet,  que    si    l'on 
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fait  dans  celte  équation  P  =  o,  par  exemple,  on  obtient  le 
carre  parfait  (aQ  —  vR)-  =  o  ;  or  faire  P  =  o,  c'est  cher- 
cher les  coordonnées  des  tangentes  qui  passent  par  ce  point 
P  =  o  ;  les  deux  tangentes  sont  donc  confondues,  ce  qui 
veut  dire  que  le  point  est  sur  la  courbe. 

L'équation  est  d'ailleurs  géuérale  ;  car  elle  contient 
encore  deux  paramétres  disponibles. 

—  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  quadri- 
latère. —  Le  calcul  se  fait  exactement  de  la  même  manière 
qu'en  coordonnées  cartésiennes,  pour  les  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère. 

Si  l'on  représente  par  M  =  o,  N  =  o,  P  =  o,  les  équa- 
tions des  points  de  rencontre  des  diagonales  et  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  supposées  de  la  forme 

M  =  au  -{-  a'v  —  i  =  o 

N  =  bu  -\-  b'v  —1=0 

P    =    eu   -\-   C'V  —    1=0 

l'équation  générale  cherchée  est  de  la  forme 

K  I    —  A 

p  et  ^  étant  des  constantes  données,  et  a  un  paramètre 
arbitraire. 

Le  théorème  peut  d'ailleurs  être  vérifié  directement,  tout 
à  fait  comme  en  coordonnées  cartésiennes. 

—  Équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  deux 
coniques  données^  —  Si  l'on  prend  une  des  racines  de  l'équa- 
tion en  X  relative  aux  deux  coniques  f=  o  et  ^  =  o,  on  aura 
identiquement  /  —  >o  =  PQ, 

P  et  Q  étant  deux  des  points  ombilicaux  des  deux  coniques 
f  et  cp.  L'équation  générale  cherchée  est  alors 
-x^P^-f  2a(/'-f  )o)-j-QQ^  =  o. 
Car  les  tangentes  communes  à  cette  conique  et  à  /'  =  o 
sont  données  par  le  système  des  deux  équations  f=o  et 
a^P^  4-  2[j1o  +  Q2  =  o,  ou  /■=  o  avec  i^-^^P^  —  2<j.VQ  -{-0^  =  0. 
c'esl-à-dire  f  =  o  avec  (aP  —  Q)'^  =  o;  ces  tangentes  coïn- 
cident donc  deux  à  deux;  c'est-à-dire  que  la  conique  con- 
sidérée est  doublement  tangente  a  f  =  o. 
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On  peut  remarquer  en  outre  que  les  (angentes  communes 
passant  au  point  y.P  —  Q  =  o,  ce  point  est  le  pôle  de  la 
droite  de  contact. 

La  conique  9=0  est  de  même  doublement  tangente  à  la 
conique  proposée,  ;j.P  -[-  Q  =  o  étant  le  pôle  de  sa  corde  de 
contact. 

D'où  il  résulte  que  les  pôles  des  deux  droites  de  contact  et  les 
points  ombilicaux  V  =  o  et  Q  =^  o  sont  conjugués  harmoniques. 
—  L'équation  est  d'ailleurs  générale,  puisqu'elle  renferme 
encore  un  paramètre  arbitraire,  a,  disponible. 

—  Equation  générale  des  coniques  conjuguées  par  rapporta  un 
triangle.  —  Si  M  =  o,  N  =  o,  P  =  o  sont  les  trois  sommets 
du  triangle,  l'équation  cherchée  est 

)3P  -f  v.N^  +  vP2  =  o. 

En  effet,  l'équation  du  pôle  d'une  droite  (u,  v)  étant 

cette  équation  sera,  dans  le  cas  actuel, 

Ti(>.MM'.  +  y.'NWu  +  vPP'„  )  +  V(  A:\nr,,  ^  .^nn',  +  vPP',,  ) 

+  W(XMM',r  +  :^.NN'„.  +  vPP',,.)  =  o. 
S'il  s'agit  du  côté  qui  passe    par  les   sommets  (M  =  o, 
N  -=  o),   c'est-à-dire  da    côté   opposé  au    sommet  P  r^  o, 
l'équation  du  pôle  se  réduit  à 

P(UP„  +  VP;  +  ^\PV)  =  o 
et  comme  l'expression  UP'„  -f-  YVv  -f-WP',,.  n'est  pas  nulle, 
celte  équation  n'est  autre  que  P  =  o. 

Le  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  est  donc  le  sommet 
opposé;  c.  Q.  F.  D. 

—  Équation  générale  des  coniques  homofocales.  —  L'équation 
générale  des  coniques  à  centre  qui  sont  homofocales  est  en 
coordonnées  cartésiennes 

X-        ,  y^ 

+  T^^^  -1=0. 


a'  —  A  b'  —  A 

Prenons  la  forme  adjointe  du  premier  membre  de  l'équation 

■ — :; :; — 1 — ; — —  ;-  =  o  pour  Ics  variables  u,  v,  ?r: 

a^  —  X  6-  —  À 

nous  aurons  d'après  la  formation   connue  de  la  forme  ad- 
jointe, 


F  ^  — 


a-  —  A 


—  oiJo 


! 

6-  — 
o 


c'esl-à-diro  F  =  tc^ia^  —  a)  +  'V'ià-  —  X)  —  iv-  ; 
d'où  eu  faisant  ic-  =  i,  l'équation  générale  des  coniques 
homofocales  à  la  conique  a-u-  -{-  b'-v-  =  i  sera 
a'^u-  -f-  ^^^''  —  I  =  Mu-  4-  V')- 
Ou  trouve  de  môme  pour  les  j^araboles  liomorocales 

2U  -f-  M^f-'  -{-  V^)  =  o. 
Si  maintenant  on  observe  que  l'équation 

a-u-  +  b^v-  —  I  —  A{H-  +  v^); 
est  de  la  forme  f —  lo  =  o,  et  que  l'on  écrive  u'~  -j-  v-  sous 

la  forme  [u  -j-  ^Y —  0  ("  —  l'y —  i),  cette  équation  prend 
la  forme /'(u,  v)  -)-^l^  =  o,  ce  qui  montre  que  les  coniques 
considérées  touchent  les  tangentes  menées  à  /"=  o  par  les 
points  circulaires  de  l'infini, 

La  propriété  réciproque  étant  évidente,  toujours  en  vertu 
delà  même  forme  d'équation,  l'équalion  générale  des  courbes 
homofocales  à  une  conique  /'  =  o  est  f{u,  v)  -(-  l{u-  -f-  v-)  =^  o 
et  si  /  =  o  se  réduit  à  un  système  de  deux  point?,  ou  aura 
l'équation  PQ  -j-  À(u'^  +  ^''")  =  o» 

qui  représentera  les  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points 
donnés.  (A  suivre.) 


CHOIX   DE  QUESTIONS 

l'KOPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADJUSSION    A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Etant  donnée  une  parabole,  on  prend  le  milieu  de  la  portion  com})risc 
sur  l'axe  entre  le  i)ied  de  la  normale  et  le  pied  de  la  tangente  ;  par  ce  point 
on  mèiie  à  l'axe  une  perpendiculaire  qui  renconte  la  tangente  en  un  point  JI  ; 
on  demande  le  lieu  de  ce  point  pour  toutes  les  l  uigenlcs  de  la  courbe. 


—  Construire  la  courbe  ?  =:: 
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—  Lieu  des  souiinets  des  paraboles  qui  coupent  deux  axes  rectangulaires, 
l'un  en  un  point  donné  et  en  un  point  variable,  l'autre  en  deux  points  donnés. 

I  —  3  sin  w         r.    •  • 

—  Construire  la  courbe  P  =  : '  —  Position  des  asymptotes  par 

i  —  2  sin  w  o    X  i 

rapport  à  leur  branche  de  courbe. 

—  Soit  la  courbe  y-  —  x';  on  demande  l'équation  qui  admet  pour  racines 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  à  la  courbe  aux  points  où  elle 
est  coupée  par  une  droite  y  =  nix  -\-  n. 

—  Sécantes  communes  aux  deux  courbes 
4.xy  +  2  ij-  —  (J  .r  —  1 2  i/  -f  1 2  =o 

X-  +  2  tf-  —  3  =  o 
Quelle  relation  remarquable  entre  ces  deux  courbes  l'équation  eu  ^  met-elle  en 
évidence? 

—  Construction  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

p-  cos-  0)  +  '-p  C03  -  0)  +  sin-  o)  —  o, 
1. 'origine  est  un    point   remarquable;  étudier  en  particulier  ce  point.    — 

Quelles  sont  les  tangentes  aux  points  situes  sur  les  rayons  vecteurs  O)  = et 

3-7: 

~     4 

—  Trouver  les  tangentes  horizontales  et  les  points  d'inilexion  de  la  courbe 

y-  =  x'  ±  v' I   —  jj* , 

—  On  demande  de  construire  la  courbe  ayant  p3ur  équation 

«^  +  if  —  3£C—  6y  +  7  =  o. 
(Remarquer  pour  cela  que  le  point  x:=  i,  y  =  i  est  sur  la  courbe.) 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

p-    cos'  0)  —    2p  COS   Cl)  2  si  1  (0=0. 

Géométrie  à  trois  dimensions. 

Soient  y-  —  -ipx  =  o  l'équation  d'un  cylindre  parabolique,  et  \x  -\-  By 
+  Cz  +  D  =  o  l'équation  d'un  plan;  on  demande  de  calculer  1  s  coordonnées 
du  sommet  de  la  parabole  suivant  laquelle  le  plan  coupe  la  courbe. 

—  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  d'un  rayon  donné  qui  coupent  le 
paraboioïde  elliptique  suivant  des  cercles. 

—  Rechercher  les  plans  qui  coupent  l'hvperboloïde  — -  -\ — Vt  —  -—7-=^  ii 

.     a-  0-  c- 

suivant  des  hyperboles  équilalères. 

—  Étant  données  les  doux  hyperboles  équilalères  [y  =  o,  x-  —  ;:-  =  ci-) 
[X  =  o,  y-  —  ::-  ^  b'-).  on  considère  une  droite  parallèle  au  plan  des  xy  ei 
assujettie  à  s'appuyer  constamment  sur  ces  deux  hyperboles;  on  demande 
l'équation  de  la  sur.'ace  qu'elle  engendre. 

—  Soient  deux  droites  {y  =  0,  s  =:  h],  (x  ==  o.  s  =  h'],  l'une  dans  le  plan 
desx;;  et  parallèle  à  O.r,  l'autre  dans  le  plan  des  yz  et  parallèle  à  Oy;  on  con- 
sid"ère  en  outre  un  cercle  dans  le  plan  bissecteur  x  .=  y  des  plans  xOz  et  yoz, 
assujetti  de  plus  à  couper  l'axe  des  z  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites 
données.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  en  s'ajipuyant  à  la  fois  sur  le  cercle  et  sur  les  deux  droites. 

X'-  v~ 

—  On  considère  dans  le  plan  .rOii  l'Ulipse  — —  +  - —  =    i  ;   en   un   point 

a-  b- 

quelcouque  M  de  cette  courbe  on  mène  la  normale,  jusqu'à  sa  rencontre  en  l' 
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avec  l'axe  l'ofal,  et  ou  prend  la  longuer.r  de  la  purtiou  MF  de  numiale  ainsi 
déterminée.  On  élève  par  le  pied  P  de  la  normale,  dans  le  plan  xoz,  une  per- 
pendiculaire à  Ox',  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  PM'  égale  à  MP;  puis 
on  joint  MM.  On  demande  ré(iuation  de  la  surface  engendrée  p:ir  ia  ligne  ÎDI' 
quand  le  i)oint  M  parcourt  l'ellipse  donnée.  —  Intersections  de  celte  suriace 
avec  les  pljus  xOz  el  yOz. 

—  Soit  le  paraboloïde  do   révolution   x-   +  x-  =:  ^pz;    on  considère  le 

cercle  \  ^2"^     2  _  ws  '  trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut 

en  s'appuyant  constamment  sur  le  cercle  donné  sur  l'axe  des  z  et  en  restant 
tangente  au  parabnioide.  —  Nature  et  propriétés  de  cette  surtace. 

—  Étant  donnée  dans  le  plan  des  xy  la  courbe  f\x.  y]  =  o,  on  demande  le 
lieu  engendré  par  une  iiarabole  assujettie  à  rester  tangente  à  l'axe  des  z  en  un 
poi:!t  iixe,  et  à  toucher  le  plan  des  xy  en  ui  point  de  la  courbe  f{x,  y)  —  o. 
On  demande  aussi  de  construire  une  génératrice  quelconque  de  la  surface. 

—  Étant  donnée  la  surface  ayant  pour  équation 

.r{x  +  y  +  z)  +  2[y  +  3  —  i)  =  o, 
on  demande  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  cette  surface  par  des 
plans  parallèles  au  plan  x  =  my  +  nz.  —  Qu'arrive-t-il  pour  m  =  ni 

—  /41  fi-  f-i-  fi-  foi  étant  des  fonctions  hom  Jgènes  à  trois  variables  chacune  d'un 
degré  marqué  par  son  indice,  on  considère  ia  surface  ayant  pour  équation 
A  +  /s  +  fi  +  /i  +  A  =  o,  et  on  mène  des  transversales  par  l'origine.  Ces 
(h'oites  coupent  la  surface  en  quatre  points  A,  B.  C,  D.  On  demande  de  mener 
ces  transversales  de  manière  que  le  milieu  de  la  distance  Btl  coïncide  avec  le 
milieu  de  la  distance  AD,  et  de  trouver  la  surface  engendrée  par  ces  droites. 
L'équation  étant  trouvée,  on  demande  les  relations  de  la  surface  qu'elle  repré- 
sente avec  les  deux  cônes  f^^=  o  et  /j  =^  o. 

—  Soit  le  cylindre  elliptique  — -  +  -^  =:  i  ;  on  considère  la  gection  par 

le  plan  z  =:  mx  -\-  ny.  et  en  chaque  point  de  celte  section  on  mène  la  normale  à 
la  surface;  cette  normale  rencontre  la  surface  du  cylindre  en  un  autre  point  dont 
on  demniule  le  lieu  pour  tous  les  j)oints  de  la  section. 

Algèbre. 

Soit  /■{.(•)  un  polynôme  entier  et  rationnel  en  x;  on  demande  de  trouver 
le  reste  de  la  division  de  /'(j;î  par  le  produit  [x  —  a)  [x  —  b)  [x  —  c)  sans 
effectuer  l'opération.  Le  reste  étant  de  la  forme  \x-  +  Ba;  -f-  C,  déterminer 
A,  B,  C  :  1°  dans  le  cas  général;  2°  dans  le  c:s  où  «  =  6;  3°  dans  le  cas  où 
a  —  b^^  c. 

—  Établir  que  si  f[u,  v]  est  une  fonction  dans  laquelle  u  et  v  entrent  .symé- 
triquement, et  que  cette  fonction  s'annule  pour  u  =  v,  f[u,  v)  est  divisible 
l)ar  (u  —  L-)-.  —  En  conclure  l'identité 

ria)    ^    fib)     ^  •••   ^    ;■(/) 
f[X'  étant  un  polynôme  du  degré  m,  et  <p  [x]  un   polynôme  au  plus  du   degré 
m  —  2  ;  a,  b.  c  . . .  l  étant  d'ailleurs  les  m  racines  de  léqualion  f  [x)  =  o. 

—  Pour  quelles  valeurs  de  a  et  de  x  la  série 

I              I        ,        I                          I 
1+ +  +  -r  •■•    +  +  ... 


X 


est-elle  convergente  ? 


X-' 
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—  Étant  données  les  deux  équations  simultanées 

x-  +  î/^  +  -"'  =  a^    xy  +  2-  =  h\ 
eaiculer  les  dérivées  des  deux  fonctions  x  et  y  par  rapport  à  la  variable  2  con- 
sidérée comme  indé])endante. 

—  Soit  l'équation  a;'  +  4a;'  +  6./;-  +  Aj:  +  B  :=  o,  on  demande  de  déterminer 
A  et  B  de  manière  que  a,  Jî,  y,  5  étant  ses  racines,  on  ait  entre  elles  les  deux 
relations  a  =  -i'^  et  y  =  38. 

—  Rechercher  si  la  série 

I  I  I 

est  convergente  ou  divergente. 

—  Trouver  le  nombre  des  racines  réelle?  de  l'équation 

x'  —  "ix^  +  bx''  —  2,T-  +  27  =  0 
au  moyen  des  divers  théorèmes  connus.    

—  Résoudre  l'équation  x^  —  bx  -\-  7  y  —  i    =:  o. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  a-'  —  lox' +  i  =  o,  et  calculer  leurs 
valeurs  à  moins  de  0.00 1  par  la  méthode  de  >'ewton. 

.  .         ,        I  I  I  I  I 

—  Etudier  la  série  i  +  '    , +   — — 1 =    -1 = — r      ,—    +  •  ■  • 

V2  \3  s  4  s  5  v'6 

—  Construire  la  courbe  y  ^  a  —  \.x,  et  rechercher  quand  l'équation 
a-f  —  La:  =  o  a  des  racinei  réelles. 

—  Déterminer  a  et  &  dans  l'équation 

x^  -\-  4ax-'  +  bbx-  -j-  8a;  —  3  =:  o 
de  manière  que  cette  équation  admette  une  racine  triple. 

Quelle  e;t  la  limite  de  "^v'-  +  ^in  x  pour  x  ^  o  ? 

—  Étant  donnée  ré([uation  f\Xj  =  o,  on  deinmde  de  former  l'équation  qui 
admet  pour  racines  les  produits  de  la  forme  y  =  a'-b,  a  et  6  étant  deux  racines 
quelconques,  mais  différentes,  de  l'équation  f{x]  =  0.  —  Quel  est  à  priori  le 
degré  de  l'équation  obtenue  ?  —  Appli(iuer  à  x^  -\-  px  +  q  ^=  o. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  3a;'  —  25a;^  -j-  Goa-  4-  X  ^  o.  Quelles 
sont  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  1  équation  est  susceptible  du  plus  grand 
nombre  de  racines  réelles  ? 

—  Déterminer  o  et  6  dans  ré(iuation  a/'  4-  4.1-^  —  6x-  4-  a^^'  4-^=0  de 
manière  que  Xi  et  x-,  étant  deux  racines  de  cette  équation,  on  ait  entre  elles  la 
relation  a;,  4-  ^'2  =  -^r'^c  =  tn. 

—  /(a;,  =:  o  étant  une  équation  de  degré  »i,  on  considère  ses  racines  comme 
les  tangentes  de  certains  arcs,  et  on  demande  de  former  les  é((uations  admet- 
tant pour  racines  :  1"  les  tangentes  des  sommes  deux  à  deux  de  ces  arcs  ; 
a,"  les  tangentes  des  doubles  de  ces  axes. 

—  f[x,  yi  =3  o  et  <f{x,  y)  =  o  étant  leséijualions  de  deuxcourbes  de  degrés 
711  et  n.  on  demande  de  former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  carrés 
des  distances  à  l'origine  des  axes  des  points  d'intersection  des  deux  courbes.  — 
Quel  ser.i  le  degré  de  cette  équation,  et  dans  quel  cas  s'abaissera-t-il  ? 

—  Séparer  les  racines  de  l'étiuation  2x  —  3a;  =  o. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  ehx  4-  —^  x-  —  ,  i  4-  e'i  a-  =  0. 

—  Appli(|uer  les  règles  connues  à  la  recherche  d'une  limite  supérieure  des 
racines  poiitives  de  l'équation  a-^  4- a;'  4-  a;"  4-  ica-'  —  looa;*  4-  i  =  o. 
Quelle  est  la  plus  avantageuse  ? 

—  Trouver  un  arc  d)nt  la  longueur  soit  égale  a  celle  de  sa  corde  augnicntéo 
de  la  tlèche  du  segment  correspondant  à  cet  arc. 
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Géométrie  desci^iptive. 

Déterminer,  dans  la  section  plane  d'une  surface  de  révolution,  les  points  le 
plus  haut  et  le  plus  bas,  et  le  point  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre. 

—  Etant  donné  le  rabattement  d'une  courbe  située  dans  un  plan  défini  par 
ses  traces,  on  fait  tourner  cette  courbe  autour  d'un  axe  vertical.  Trouver  les 
projections  verticales  des  points  de  la  surface  ainsi  engendrée,  qui  correspon- 
dent à  une  projection  horizontale  donnée. 

—  On  donne  les  traces  d'un  plan.  Dans  ce  plan  se  trouve  une  courbe  donnée 
par  sa  projection  horizontale.  Cette  courbe  est  la  directrice  d'un  cône  dont  on 
donne  les  projections  du  sommet.  Mener  au  cône  un  plan  tangent  perpendicu- 
laire au  plan  donné. 

—  Etant  données  4  droites  OA,  OB.  OC,  OD,  partant  du  même  point,  on  mène 
la  bissectri.-e  OE.  de  l'angle  AOB,  et  la  bissectrice  OF,  de  l'angle  (OD;  OE  et 
OF  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  engendré  par  les  droites  OA  et 
OC,  tournant  autour  de  OE  et  de  OF  ;  on  demande  les  traces  horizontales  des 
plans  tangents  commune  à  ces  deux  cônes. 

—  Etant  donnée  une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  une  ellipse  tourne 
autour  de  cette  droite;  on  demande  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal 
de  la  surface  ainsi  engendrée. 

—  On  donne  un  triangle  ABC  situé  dans  le  plan  horizontal  et  un  cercle  situé 
à  l'intérieur  de  ce  triangle;  ce  cercle  en  tournant  autour  de  AB  engendre  un 
tore;  on  demande  l'intersection  de  ce  tore  par  un  plan  conduit  suivant  BC,  et 
ncliné  à  30°  sur  le  plan  du  triangle.  (Cet  angle  est  supposé  fait  par  le  plan  sé- 
cant avec  la  partie  du  plan  horizontal  à  l'intérieur  du  triangle.) 

—  Un  cône  de  révolution  a  pour  axe  une  droite  de  front;  une  sphère  ayant 
son  centre  dans  le  plan  de  front  qui  contient  l'axe,  coupe  ce  cône  suivant  une 
courbe  dont  la  projection  verticale  est  une  parabole  ;  on  demande  de  trouver  le 
sommet  de  cette  parabole . 

—  Construire  l'intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est 
vertical  avec  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  génératrice 
principale  de  l'hyperboloide.  et  dont  la  directrice  est  une  courbe  quelconque 
donnée  dans  le  plan  horizontal.  —  Tangente  en  un  point  de  cette  intersection. 

—  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  horizontal,  et  une 
droite  \b  dont  la  trace  horizontale  est  en  A,  et  qui  est  inclinée  de  45°  sur  le 
plan  horizontal.  Mener  à  la  sphère  les  plans  tangents  par  cette  droite.  (Ques- 
tion à  résoudre  sans  employer  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  On  donne  une  droite  par  les  projections  horizontales  et  les  côtés  de  deux 
de  ses  points.  On  pr^nd  un  point  C  dans  le  plan  horizontal.  Distance  du  point 
C  à  la  droite  donnée.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  triangle  et  les  côtés  de  ses  som- 
mets ;  mener  par  le  sommet  A.  dans  le  plan  du  triangle,  une  droite  qui  fasse 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  Soit  un  triangle  ABC,  et  AI  la  bissectrice  de  l'angle  A.  —  AC  engendre  un 
cône  en  tournant  autour  de  AI  ;  on  demande  l'intersection  de  ce  cône  avec  un 
plan  mené  par  .\B  et  faistmt  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  30°.  (Pas  do 
plan  vertical  de  protection.) 

—  Etint  donnés  deux  points  sur  la  ligne  de  terre,  un  troisième  point  dans  le 
plan  vertical,  et  un  quatrième  dans  le  plan  horizontal,  construire  le  centre  de 
la  sphère  qui  passe  par  ces  quatre  points. 
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—  Comment  se  coupent  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  sont  verti- 
caux, et  dont  les  sommets  sont  à  la  même  distance  des  deux  plans  de  projection? 

—  Construire  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  une  direction  donnée  avec  un  paraboloïde  de  révolution  auquel  il 
est  circonscrit. 

Point  le  plus  bas  de  cette  courbe. 

—  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  grand  axe.  lequel  est  perpendiculaire  au 
plan  horizontal.  Dans  le  méridien  principal  de  la  surface,  on  trace  une  ellipse 
concentrique  à  la  première,  et  on  la  fait  tourner  autour  de  son  petit  axe. 
Construire  l'intersection  des  deux  surfaces  ainsi  engendrées.  Point  le  plus  haut 
et  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

—  Une  courbe  donnée  par  ses  projections  tourne  autour  d'un  axe  vertical. 
Construire  la  méridienne  principile  de  la  surface  ainsi  engendrée. 

Cas  particulier  où  la  courbe  donnée  est  plane,  et  définie  par  les  traces  de 
son  plan  et  sa  projection  horizontale. 

Cas  d'une  ellipse  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et 
dont  la  projection  horizontale  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  passe  par  le 
pied  de  l'axe  sur  le  plan  horizontal. 

—  Intersection  d'un  cylindre  défini  par  la  directrice  dans  le  plan  horizontal 
et  la  direction  de  ses  génératrices,  avec  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe 
vertical. 

A  ce  sujet,  voir  comment  se  projette  sur  le  plan  horizontal  la  section  faite 
dans  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  vertical. 

—  Construire  le  point  le  plus  haut  de  l'intersection  de  deux  cônes  à  bases 
circulaires. 

—  (Construire  l'angle  d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  avec  un  plan 
parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

—  On  donne  une  ellipse  E  et  deux  droites  L  et  L'.  On  demande  de  construire 
un  point  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  l'ellipse  E 
commune,  et  passant  l'une  par  la  droite  L,  l'autre  par  la  droite  L'. 

—  Etant  donnée  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  dans  le  plan  horizontal,  et  la 
projection  horizontale  ainsi  que  la  côte  de  son  sommet,  construire  l'angle 
dièdre  S.4.  (Pas  (Je  plan  vertical  de  projection.) 

—  Etant  donnés  un  plan  par  ses  traces,  et  une  droite  dans  le  plan  horizontal, 
mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  avec  le  plan  donné  un  angle  de 
60  degrés. 

—  Etant  donnés  un  plan  et  un  point  de  l'espace  invariablement  lié  à  ce  plail, 
on  fait  tourner  ce  dernier  d'un  angle  donné  autour  de  sa  trace  horizontale,  et 
on  demande  les  nouvelles  projections  du  point. 

—  Construire  l'intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical 
avec  un  cône  ayant  avec  l'hyperboloïde  une  génératrice  commune. 

—  On  donne  un  cylindre  vertical  de  révolution,  et  une  di-oite  D.  Sur  l'axe 
d^u  cylindre  et  sur  la  droite  D  s'appuie  une  droite  qui  se  déplace  en  restant 
parallèle  au  plan  horizontal.  Construire  l'intersection  du  cylindre  avec  le  para- 
boloïde ainsi  engendré.  Point  le  plus  haut  et  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

—  Construire  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dont  l'une  est  dans  le 
plan  vertical,  et  l'autre  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

—  Etant  donné  un  cylindre  à  base  d'iiyperbole,  on  le  coupe  par  un  plan 
quelconque  ;  trouver  les  asymptotes  de  la  section.  —  Y  a-t-il  toujours  de 
asymptotes? 
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QUESTION  D'EXAMEN 


Un  cône  de  révolution  se  développant  sur  un  plan,  trouver  la 
transformée  d'une  section  plane  du  cône. 

Nous  prendrons  pour  axe  polaire  la  génératrice  qui  passe 
par  le^sommet  le 
plus   haut   de    la 
section.  Nous  ap- 
pellerons : 

R,  le  rayon  de 
base  du  cône; 

h,  sa  hauteur; 

/,  son  apothème; 

k,  la  hauteur  du 
point  où  le  plan 
coupe  ra5:e  ; 

j3,  l'angle  du 
plan  sécant  avec 
le  plan  horizontal. 

La  vraie  lon- 
gueur du  rayon 
vecteur  qui  se  pro- 
jette en  SI  est  SJ. 

En  appelant  z  la  distance  OH,  on  n 

\h  l 


d'autre  part  ou  a 


OB  R  cos  a  tg  p 


HI 


On  en  tire 


/i  +  R  cos  y.  tg  B 


k 


h 


Uh—  k) 


Donc  ?  —  7   I  T3  X    o 

/«-f-R  tgjicosa 

Maintenant  dans  le  développement  l'arc  CS  se  transforme 
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en  un  arc  égal,  et  entre  les  angles  a  et  w    on  a  la  relation 

Ea  =  Im, 

d'où  a  =  -5-- 

rv. 

Donc  l'équation  de  la  courbe  est 

l  {h  —  k) 


P  = 


h  -{-Rig  S  cos  — :5— 

SX 


Cherchons  pour  quelle  valeur  de  m  on  a  une  inflexion. 
On  sait  que  la  valeur  de  w  qui  donne  une  inflexion  est 
celle  qui  satisfait  à  la  relation 


/(  -[-  R  tg  p  cos 


r" 


Or  on  a 


l(li  —  k) 
En  remplaçant,  on  trouve  pour  la  condition  d'inflexion, 

m  4-  (R2  ~  l^)  tg  p  cos  -^  =  o, 


l{h 

— 

-h) 

R 

-tg 

P 

cos 

(- 

Y/ 

ou  cos 


R 

/o)  R 


R  /i  t 


ë  P 


Il  faut  que  l'on  ait  R  <  /;  tg  [3. 

Or,  si  par  le  sommet  S,  je  mène  une  perpendiculaire  à 
la  trace  verticale  du  plan,  elle  coupe  la  ligne  de  terre  en  un 
point  D,  tel  que  l'on  a  OD  =  h  tg  S  ;  il  faut  donc  d'abord 
que  le  point  D  soit  extérieur  à  la  base  ;  en  outre,  si  je  mène 
par  le  point  D  la  tangente  DB  au  cercle,  j'ai 

R 

COSa=-^, 

et,  d'après  la  relation  qui  lie  les  angles  a  et  w,  on  voit  que 
le  point  qui  se  projette  en  I  est  le  point  qui,  dans  la  trans- 
formée, donnera  une  inflexion. 

Le  plan  déterminé  par  les  droites  DB  et  DS  est  un 
plan  tangent  au  cône,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
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sécant,  puisqu'il  passe  par  la  ligne  OD,  perpendiculaire  au 
plan  sécant.  On  arrive  donc  à  ce  résultat: 

Pour  que  la  transformée  présente  une  inflexion,  il  faut 
que  l'on  puisse  mener  au  cône  un  plan  tangent  perpendi- 
culaire au  plan  sécant,  et  le  point  de  la  courbe  qui  donnera 
un  point  d'inflexion  dans  la  transformée  est  précisément  le 
point  qui  se  trouve  dans  ce  plan  tangent  perpendiculaire  au 
plan  sécant. 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  donné  directement  par  la 
géométrie  descriptive. 
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PREMIÈRE  SESSION 


Géométrie  analytique. 

Soit  a-y-  +  b-x-  =:  a-b-  (1) 

l'équatioa  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes;  soient  «  et  p  les 
coordonnées  d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

1°  Démontrer  que  les  pieds  des  normales  menées  à  cette  ellipse  par  le  point  P 
sont  situés  sur  l'hyperbole  représentée  par  l'équation 

c-xy  +  b^^x  —  o-Qci/  =  o,  (2) 

dans  laquelle  c^  =  a-  —  b-. 

2°  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  communs  aux 
courbes  (1)  et  [i];  dans  chacune  d'elles,  on  mène  le  diamètre  conjugué  à  la 
direction  OP.  et  on  projette  le  point  0  sur  ce  diamètre  :  trouver  le  lieu  de 
cette  projection. 

3°  Par  les  points  communs  aux  deux  courbes    1)  et  (2),  on  peut  faire  passer 

deux  paraboles:  trouver  le  lieu  du  sommet  de  chacune  d'elles,  quand  le  point  P 

se  meut  sur  une  droite  de  coeÛicient  angulaire  donné  m,  menée  par  le  point  0. 

a^  a' 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  m  =  -rr  ^t  le  cas  où  m  = — -. 

b^  0^ 

Trigonométrie. 

On  donne  dans  un  triangle        a  =  4567.89 

b  =  3456,78 

C=  54°  21' 43", 7 
Calculer  A,  B,  c  et  S. 

Physique  et  Chimie. 

Un  cylindre  de  verre  CC  communique,  par  sa  partie  inférieure,  avec  un 
tube  en  fer  //',  ouvert  à  son  extrémité  supérieure.  Les  rayons  du  tube  en  fer 
et  du  cylindi-e  sont  dans  le  rapport  de  1  à  5. 
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On  introduit  dnns  le  cylindre  une  certaine  quantité  de  mercure  qui  s'élève 
au  même  niveau  dans  le  tube  de  fer;  les  deux  surfaces  libres  du  mercure  se 
trouvent  alors  sur  le  même  plan  horizontal  AB. 

On  lait  ensuite  communiquer  la  partie  supérieure  du  cylindre  avec  une 
masse  d'eau  contenue  dans  un  vase  métallique  R;  cette  communication  est 
établie  au  moyen  d'un  tuba  de  plomb  assez  large  pour  que  l'air  qui  se 
trouve  au-dessus  du  mercure  puisse  se  dégager.  —  On  comprime  de  l'air 
dans  le  récipient  R,  jusqu'à  ce  que  la  pression  exercée  à  la  surface  de  l'eau, 
dont  le  niveau  n  peut  être  considéré  comme  constant,  soit  de  8  atmosphères. 

La  hauteur  de  la  colonne  d'eau,  A.  comptée  à  partir  de  AB,  était  de  i'".b8; 
quelle  est,  après  l'expérience,  la  différence  de  niveau  des  surfaces  du  mercure 
dans  l'appareil? 

On  prendra,  pour  densité  du  mercure,  le  nombre  i3,5. 

—  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammoniaque. 

Détermination  de  la  densité  théorique  du  gaz  ammoniac,  connaissant  les 
densités  de  l'hydrogène  et  de  l'azote  : 

Densité  de  l'hydrogène 0.0692 

—      de  l'azote 0.972 

Epure. 

On  propose  de  construire  les  projections  des  lignes  d'intersection  d'un 
hémisphère  et  des  faces  d'un  cube  avec  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe. 

Le  cube  [ahde  a'b'd'e'),  dont  le  cùlé  a  o"'.2oo  de  longueur,  dont  la  face  in- 
férieure et  la  face  postérieure  sont  respectivement  situées  dans  les  deux  plans 
de  projection,  contient  entièrement  Ihémisphère  [hh');  cet  hémisphère  a  pour 
base  le  cercle  [h'.h]  inscrit  dans  la  face  antérieure  du  cube. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (jï,s')  vertical,  à  o'".i35  du  plan  vertical  de  pro- 
jection et  à  égale  distance  des  faces  de  profil  du  cube;  la  cote  du  centre  [00') 
de  celte  surface  est  de  o™,  i32  ;  les  rayons  de  son  collier  (c,  c')  et  de  sa  trace 
horizontale  (G,0')  ont  respectivement  o",o35  et  o'",ioo  de  longueur. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  cube  existe  seul,  qu'il  est  solide, 
et  qu'on  a  enlevé  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  l'hémisphère  et  dans 
l'hyperboloïde.  On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  nécessaires 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  chacune  des  lignes  d'intersection  et  les 
tangentes  en  ces  points. 


QUESTION  246 

^ointiou  par  M.  Gilly,  à  Montpellier. 


Étant  données  deux  coniques  C  =  o,  G'  =  o.  trouver  le  lieu 
des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par  rapport  à  ces  coniques 
se  coupent  sur  une  courbe  donnée  f(x,  y)  =0.  Étudier  les  cas 
où  4"  f(x,  y)  =  o  est  une  droite;  2°  f(x,  y)  =  o  est  un 
cercle. 
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Prenons  des  coordonnées  Irilinéaires  et  soient 
cp(a',  y,  z)  =  o  l'équalion  de  C 
ii(x,  y,  z)  =  o  celle  de  C 
eta,  fi,  Y  un  point  du  lieu.  Ce  lieu  s'obtiendra  en  éliminant 
œ.  y,  z  entre  les  équations 

■X'.^'   -f-  y^'  4-39'   =0  (1) 

a  p  Y 

x'V  -f  ii'V  +  z-h'  =  o  (2) 

a       '  'p    '        Y 

Aa?,  1/,  z)  =  o  (3) 

Si  /"est  de  degré  /»,  le  lieu  sera  une  courbe  de  degré  2w: 

X  II 

caries    deux  premières   équations  donnent  pour —  et-^ 

3  z 

des  fonctions  du  second  degré  en  a,  fi,  y- 

1"  Si  f(x,  y,  z)  =  o  est  une  droite  on  doit  éliminer  a?,  y,  z 
entre  x^'  -f-  ya^'  -{-  z(^'  =  o 

^•\>'  +  ^'f  +  -'f  =  o 
a  p  T 

A.r  -f  B(/  +  C;3=o 

Le  lieu  demandé  est  la  conique 


F  = 


9. 


^. 


P         "Y 

'l'  -b'  J;' 

'a  '  p  'y 

abc; 

2°   Si   /"(ce,    y^    z)  =  o  est   un   cercle,    on    peut   toujours 
prendre  son  équation  sous  la  forme 

Or  (1)  et  {^)  donnent 

X  y  z 


9  ?„ 


'Y'fi  '«'y  a  Y  'p'î'  p'a 

Substituant  dans  (4)  le  lieu  est  alors  la  courbe  du  qua- 
Irième  degré 

A '.y  _  'lo'V  4-  /c&'V  —  'Vci' V  =  RY'-^''^'  —  '^'oVio) 

VY   fi  Y  P/        '      r«'Y  '«'Y^  r,3'a  'p'a; 

Remarques.  —  !"•  Lorsque  /"(œ,  î/,  2)  =  o  est  une  droite 
Aœ  -j-  33î/  -f-  C3  =  o,  lo  lieu  coïncide  avec  le  jacobien  des 
coniques  cp  =^  o,  (]/  =  o,  (Aas  -j-  B//  -f-  C3)-  =  o. 

Le  jacobien,  qui  est  en  général  une  courbe  du  troisième 


\/ 
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ordre,  se  dédouble  alors  en  une  conique  F  =  o  et  la  droite 
kx  -{-By  -f-  Cz  =  o.  Gela  est  évident  géométriquement.  La 
conique  F  =  o  est  d'ailleurs  déterminée  par  cinq  points 
connus  à  priori,  savoir  :  les  trois  sommets  du  triangle  auto- 
polaire  des  coniques  données  9  et  ']/,  et  les  pôles  de  la  droite 
donnée  par  rapport  à  ces  coniques. 

2"  Lorsque  f[x,  y,  z)  =  o  est  un  cercle, la  courbe  (o)  passe 
par  les  huit  points  d'intersection  de  la  conique 

avec  les  deux  coniques 

B.  fa  il'   —  4^' ^''\  -\-  o''l/  — 'h  a,'  =  O 
\    fl   a  p   a/  a' Y        a'y 

R  /^  ,y  —  <]^  >'  \  —  cp'  'f  +  .y  9'   =  o 

et  aussi  par  les  huit  points  d'intersection  de  o'  ■}'    —  -}'  o '==  o 

'a  Y  a 'y 

avec  R  (o  •]/'   —  'l'  o  \  4-  o  •!'   —  o'  ^L'    =  o 
\y  »        '[i  «/        'r'p        'p  Y 

etR/'cû'-i/     —  'i/' Ci' \    —  o' iL'    -j-  cp' y'    =  o. 
VP    =c  'p'aj  Vil  P   Y 

Nota  :  M.  Baron,  du  lycéeHenri  IV,  a  réso'.u  la  même  question. 


QUESTION  255 

!l»oIutiuii  |jar  M.  Bonvalkt,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de 

Versailles. 


Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  cons- 
tamment sur  OZ,  sur  la  droite  z  =  i .  x  =  1  et  sur  le  cercle 
z  =  o,  x'^  -}"  y^  =  ^^'  Étudier  les  sections  faites  dans  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et 
particulièrement  par  le  plan  z  =  h.  La  sections  obtenues  dans 
ce  dernier  cas  sont  des  conchoïdes  de  Nicomède;  on  propose  de 
le  démontrer  géométriquemsnt. 

Les  équations  des  directrices  rectilignes  sont  x  —  i  =  o, 
z  —  I  =  o  el  X  =  o,  y  =  o. 

Les  équations  d'une  droite  s'appuyant  sur  ces  droites 
sont  X  (s  —  1)  -\-  X  —  i  =  0,  y  =  u.x,  X  et  (a  étant  deux 
paramètres  arbitraires.  Les  coordonnées  de  la  trace  de  cette 
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droite  sur  le  plau  œoy  sont  z  =  o,x  =  1  -\-  i ,  y  =:  [j.  Çk -{-  i)^ 
par  suite,  pour  qu'elle  rencontre  le  cercle  ;;  =  o,  x"^  -\~  y; 
=  R"^,  on  doit  avoir  entre  À  et  a  la  relation 

(X4-    if  +  a^  (À  +   l)'^  =  R-. 

L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  eu  éliminant  À  et  a  entre 
l'équation  précédente  et  les  équations  de  la  génératrice 
À  (s  —  i)  -^  X  —  I  =  o,  y  =  \j.x. 

Ces  équations  déterminent  À  et  a.  En  les  portant  dans 
la  relation  entre  À  et  u.,  nous  avons 

i:i  —  xy  {x^  -f  y'')  =  R^J3*  (z  —  i)*  : 
telle  est  l'équation  de  la  surface. 

Cette  surface  est  du  quatrième  degré.  On  voit  immédia- 
tement qu'elle  passe  par  oz,  par  x  =  i,  z  =  i  ei  que  sa 
section  par  le  plau  z  =  o  est  x'^  -\-  y"^  =  R^ . 

Si  nous  coupons  cette  surface  par  des  plans  ;;  :=h,  l'équa- 
tion dans  son  plan  de  la  courbe  d'intersection  est 
(h  —  xY  (x^  +  y^)  =  R^x^  {h—  ly. 

Si  nous  transformons  cette  équation  en  coordonnées 
polaires,  nous  avons 

(h  —  p  cos  0))-  =  R-  [Il  —  i)'^  cos*  10 
ou  p  cos  u)  =  h  zhB.  {h  —  i  )  cos  w  , 

équation  d'une  conclioïde  de  Nicomède  ayant  l'origine  pour 
pôle  et  pour  directrice  une  droite  perpendiculaire  à  ox  au 
point  dont  l'abscisse  est  h  et  la  quantité  constante  que  l'on 
ajoute  à  chaque  rayon  vecteur  étant  K  (h  —  i).  R  {h  —  i) 
est  une  quantité  variable  avec  /;.  La  conchoïde  peut 
présenter  les  trois  formes,  puisqu'on  peut  déterminer  h  de 
façon  que  R  (/f  —  i)  =  /z,  R  {h  —  i)  >   h,  R  (/i  —  i)  <  h. 

Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  la  section  est 
une  conchoïde  de  Niconiède.  En  effet,  soient  OA  {fig.  i)  un 
rayon  de  la  circonférence,  AQ  la  génératrice  correspondante 
de  la  surface  et  X,  P,  Y,  le  plan  z  =  h,  enfin  M  le  point  cor- 
respondant de  la  courbe  (OB'  = ,  m  =X0ABG  =  i). 

cos  co 

Si  du  point  M  on  mène  la  parallèle  ME  à  oz,  les  triangles 
MEC  et  CBA,  semblables,  donnent 
ME     _    CB 
EG    ~   bF 
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ou 

R 


ou 


h 

■  I 

oB 

— 

PM 

h  — 

I 

cos  0) 
I 


I  —  Pil  cos  0)  R  cos  w  —  I 

Si  nous  posons  p  =  PM,  cette  relation  devient 
(R  cos  (0  —  i)  (h  —  i)  —  I  =0  cos  (0 
ou  p  cos  co  =  /?  —  R  (h  —  i)  cos  <•) 

qui  est  l'équation  trouvée  précédemment. 

Étudions  maintenant  les  sections  par  des  plans  parallèles 
au  plan  yoz. 

Soit  a?  =  h  l'un  de  ces  plans;  l'équation  de  la  surface 
dans  son  plan  est 

(-  _  hr-  (II'  +  y^-)  =  W  h"-  (z.  —  I)^ 
équation  d'une  courbe  symétrique  par  rapport  à  Oy.  Si  nous 
résolvons  cette  équation  par  rapport  à  y.  nous  avons 

2  _   /''  [(R  +  i)  5  —  R—  /i]  [(R  —  i)  :s  —  R  +  h] 
y    ~  (z  —  h)' 

La  droite  z  =  h  est  une  asymptote  double  et  les  deux 
droites  y^  =  h^  (R"^ —  i)  sont  également  asymptotes;  ces 
dernières  sont  réelles  si  R-  >  i.  Soient  alors  s'  et  ;3"les 
deux  racines  du  numérateur,  z'  <  :;"  nous  distinguerons 
plusieurs  cas  : 

R-  >  î,  h   <  :;'  et  z   <.  h  <  z"  et  z"  <  h. 

La  courbe  dans  le  premier  cas  aura  la  forme  représentée 
figure  2;  dans  le  second  cas  la  forme  représentée  parla  figureS. 
Dans  le  troisième  cas,  la  courbe  ne  diffère  comme  forme  de 
la  figure  2  qu'eu  ce  que  la  direction  positive  des  z  est  changée 
Si  R^  <;  I  les  asymptotes  y"-  =  h^  (R-  —  i)  sont  imaginaires 
et  y-  n'est  positif  que  pour  les  valeurs  de  s  comprises  entre 
z'  et  z".  On  a  ainsi  l(3s  formes  représentées  par  les  ligures 
4  et  o/ 

ÎYous  avons  supposé  h  ^  z'  et  z";  pour  qu'il  soit  égal  à  l'une 
de  ces  quantités,  il  faut  que  h  =  i  et  dans  ce  cas  j:;  =  i  et 
V'  =  R-  —  I  sont  les  deux  courbes  en  lesquelles  se  décom- 
pose la  section.  11  est  évident  d'après  les  données  de  la  ques- 
tion que  l'on  doit  trouver  5=1. 
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Fig.  1. 


Fig.  â. 


Fig.  4. 
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Fig,  3.  Fig.  5. 

Cousidérons  maintenant  les  sections  par  des  plans  y  =  h. 
Nous  aurons  pour  équation  de  la  courbe     - 

(A)  (z  —  xY  (œ''  4-  h'')  =  R^  x""  (z  —  i)^ 

courbe  du  quatrième  degré  présentant  à  l'origine  un  point 
double. 

Les  tangentes  sont 

h^  {z  —  xy  =  R'^  œ« 

ou  h""  (z^  —  2  /i-  z-x  -(-  (h^  —  R'^)  cc^  =  o  ; 

.,  .              -        /i  ±  R 
d  ou  — = = 
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Ces  taugeutes  sont  toujours  réelles  et  par  suite  l'origine 
est  toujours  un  point  double  réel. 

Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  non  parallèles  à 
oz  sont  données  par  l'équalion  en  À 

(l    _   R2)   X2   _    2X  -f   I    =0. 
D'où  À    =  —Q\   A    = 


I  —  R  I  +  R" 

Les  ordonnées  à  l'origine  sont 

—  X'  R^  R 


(l  _   R2)  À'  —    I  (l  —  R)' 

—  k"  K'        _  R 

®^  (i— R'^)x"-i  ~  (i  +  Rr' 

Si  l'on  ordonne  l'équation  (A)  par  rapport  à  j3,  on  a 
2î  [(  I  _  R2)  x^  +  h^]  —  -ix  {x-^  +  11"  —  R^x)  :;  +  X»  [x^-  —  h 

on  voit  alors  que  les  asymptotes  parallèles  à  oz  sont 

(i  —  R^)  x^-\-  h'  =  o; 
par  suite,  pour  qu'elles   soient  réelles,  il  faut  que  i  —  R* 
soit  négatif. 

Posons  z  =  xX,  l'équation  devient 

[(X  —  i)^  —  R^X^]  x^  4-,  2R2AX'  +  /i^  a  —  i)*  —  R'  =  o. 

Pour  que  x  soit  réel  il  faut  que 

R4X2  _   y^2  p^  _    i)2  _   R2]   [(X   —    lY    —   -R^X^]    >   o 

(X  _  i)2  [/i2  (R2  _  i^  X'2  -|-  o/f-x  +  R^  —  h^]  >  o; 

—  /i^  ±  R/t  V/i^  —  R-^  +   I 
ou  en  déduit     A=  


/t-  (R'^  —  I } 

Si  R*  —  I  <  o  les  racines  sont  réelles  et  si  on  les  désigne 
par  a'  et  a",  a  étant  plus  petit  que  a",  le  trinôme  en  X  est 
positif.  Si  X'  <  A  <  a",  la  courbe  est  alors  comprise  entre  les 
deux  droites  z  =  Xx  et  s  =  X'x. 

Sijc{.^>ielh^  —  R^  +  I  >  Oj  les  asymptotes  parallèles 
à  oz  deviennent  réelles  et  le  trinôme  en  X  est  positif  pour 
les  valeurs  de  h  comprises  en  dehors  des  racines.  Si  /?*  — R'^ 
-f-  I  <  o,  les  valeurs  de  X  sont  imaginaires.  R^  ^ —  i  est 
positif  et  le  trinôme  est  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  X; 
par  suite  x  est  toujours  réel. 

Nota.  —  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  Lelfuber,  à  Kennes;  Baron, 
au  lycée  Henri  IV  ;  Boulogne,  à  Lille. 
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QUESTION  262 

Solution  par  M.  GiLLY,  de  Montpellier. 


Résoudre  et  discuter  dans  les  diverses  hypothèses 

x"  -|-  y"  ~l~  z"  =:  a" 

X2n   -f-  y2n  -[-   z-2n  =   bî" 
X3n   _|_   y3n  _|_  23n   ;;:^  c3n_ 

Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  ce"  =  u,  y"  =  v,  s'*  =^  /, 
et  posons  o"  =  p,  h"-"  =  f/%  c^"  =  r'. 
Les  équations  deviennent 

u  -1-  r  +  f  =  p  (1) 

U^  -f-  i;2  -}-  t^  =  (f  (-2) 

«■^  -f  r'  -f  r^  =:  r3  (3) 

Nous  remarquerons  d'abord  qu'à  chaque  système  de  va- 
leurs réelles  de  u,  v,  t  correspondent  n  systèmes  de  valeurs 
pour  X,  y,  z,  dont  un  seul  se  compose  de  valeurs  réelles 
si  n  est  impair,  et  dont  deux  se  composent  de  valeurs  réelles 
si  n  est  pair;  car  si  ti,  v,  t  est  une  solution  se  composant 
de  valeurs  réelles,  on  a 


1 

X 

— 

n 
U 

1 

y 

=1 

n 

V 

z 



1 

(cos  -1^  +  /- 

\  )l 


cos 

2/t- 

n 

cos 

2A-X 

7). 

2/vr 

I  sm 


>.k- 


n 


n 
2  k- 


Ycos  -^^  4-  /_  I  s 
\  n  n 

oii  k  doit  recevoir  les  n  valeurs  o,  i,  2  . . .  n  —  i. 

Tout  revient  donc  à  compter  les  valeurs  réelles  de  u,  v,  t. 

Retranchons  l'équation  (2)  du  carré  de  {{),  il  vient 

«^  —  o- 

uv  -\-  vt  +  ut  =^  -i ^—.  (4) 

L'identité 
3  ABC  ==  ^3+  B^^+  G''+  (  A+B+G  )  (  A^-f  B^-f  C^-BC  -  AB— AC) , 
où  l'on  fait  A  :=  w,  B  =  r,  G  =  /,  donne 
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2)-^  +  p(3q-  —  '})■") 
ou  uvt= \ •  (^) 

Doue  il.  f,  /  sont  racines  de  l'équalion 

X.  _  ,,X'  +    !>'-  -  "'-    X  -    --^  +  P(3f  - 1'')    ^„, 

2  O 

Si  l'on  pose  X  =  Y  -|-  -^,  celte  équation  devient 

b  2/ 

Qiu,  V,  t,  ne  difTéraut  que  de  4~  ^^^^  racines  de  celte  équa- 
tion, seront  réelles  en  même  temps  que  ces  dernières  et 
réciproquement. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de   la    transformée  en 

(p-^  _  3q^-y  4_  2(jjf'  —  i8  pq''  -■  qr^f  <  o,  (6) 

conditioii  qui  s'obtient  sans  difficulté  en  fonction  des 
données  o,  h-  c. 

Alors  si  la  condition  (6)  n'est  pas  satisfaite,  le  système 
proposé  n'admet  pas  de  solutions  réelles. 

Si  celle  condition  est  vérifiée  il  y  a  une  solution  réelle 
pour  X,  y,  z,  lorsque  n  est  impair,  et  deux  solutions  réelles 
lorsque  n  est  pair. 

Si  enfin  (p-  —  3q'-)'  -\-  2(7/r^  —  i8  p-  —  qr^)'^  =  o,  il  y 
a  une  solution  réelle  pour  x,  y,  z  dans  laquelle  deux  de 
ces  inconnues  sont  égales. 

Remarque.  —  Dans  le  cours  de  la  discussion,  nous  avons 
supposé  p,  q,  r  réels,  c'est-à-dire  a,  b,  c  réels  et  de  plus  a  et 
c  positifs,  si  n  est  pair,  et  positifs  ou  négatifs,  si  n  est  impair. 

Nota  :  Ont  résolu  la  mèuie  questioa  :  MM.  Boulogne,  à  Lille  ;  Haure,  lycée 
Louis-le-Grand,  à  Paris. 
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QUESTION   295 

Solution  par  M.  Quiquet.  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Le  pôle  êlant  placé  ait  centre  de  similitude  du  cercle 
0-  —  2ap  cos  (0  —  7.)  -f-  a-  =  r^  et  du  cercle  de  rayon  mv, 
trouver  l'équation  de  l'axe  radical  et  celle  du  cercle  coupant 
orthogonalenient  les  deux  cercles  donnes  et  dont  le  centre  a  pour 
angle  polaire  p. 

L'équation  du  premier  cercle  étant 

p^  —  20?  COS  (0  — a)  -j-  a-  —  /•-  =o,  (1) 

celle  du  second  est 

p^  —  2/rtap  cos  (6  —  y.)  -f-  m-  [a^-  —  r^j  =  o,       (2) 

L'équation  de  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  s'obtiendra 
eu  retranchant  (1)  et  (2j,  ce  qui  donne 

p  cos  (6  —  7.    = ^ ^ •  (3) 

2a  ^  ' 

Le  centre  du  cercle  coupant  orlhog-onalemeut  les  deux 
cercles  donnés  est  sur  l'axe  radical;  ses  coordonnées  h  et  fi 
doivent  satisfaire  à  (3),  ce  qui  donne 

6  ^   {r-^-a'^)  (m+  D  _ 
la  cos  (S  —  a) 
Le  carré  de  la  distance  des  deux  points  (a  se),  (6  ^)  a  pour 
expression  a-  -\-  h"-  —  2ab  cos  (6  —  a). 

Le  rayon  R  du  cercle  coupant  orlhogonalement  les  deux 
cercles  donnes  est  égal  à  la  distance  du  point  {b[^  au  point 
de  contact  de  la  tangente,  menée  par*  (6':;)  au  cercle  de 
rayon  r  ;  on  a  donc 

R2  =  a^  +  6^  -  2ah  cos  ([3  —  aj  —  r^ 
et  par  suite  l'équation  du  cercle  cherché  qui  est 

p"  —  2pb  cos  (Ô  —  S)  -{.  b'  —  R^  =  o 
devient 

(r-  —  a^)(m-\-  i)  ,    , 

a  cos  (S  —  7.)  i  /    I    -  /  \       1     . 

Nota.  —  M.  Daguillon,  du  lycée  Henri  IV,  a  résolu  la  nièiue  quesliou. 
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QUESTION    308 

!l»olatiou  par  M.  Tranjé,  élève  de  Mathématiques  spéciales,  au  Lycée  de 

Toulouse. 


a  et  h  étant  des  quantités  réelles,  on  considère  la  fonction 
y  =  (x  —  a)'"(x  —  b)'". 

On  demande  combien  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la 
dérivée  m'"'^  de  y  a  de  racines  réelles. 

La  fonction  y  est  de  degré  2m.  Elle  admet  m  fois  la  racine  a 
et  m  fois  la  racine  6.  Elle  a  donc  toutes  les  racines  réelles. 
Il  suit  de  là  que  la  dérivée  première  de  y  et  toutes  les  déri- 
vées successives   auront  toutes  leurs  racines  réelles. 

La  dérivée  première  y'  est  du  degré  2m —  i.  Elle  admet 
m  —  I  fois  la  racine  a  et  7/^  —  i  fois  la  racine  b.  De  plus, 
d'après  le  théorème  de  Rolle,  elle  admet  une  autre  racine 
réelle  comprise  entre  a  et  b.  Soit  7.  cette  racine. 

La  dérivée  seconde,  de  degré  m  —  2,  admet  m  —  2  fois 
la  racine  a,  m  —  2  fois  la  racine  b,  et  deux  autres  racines 
réelles  comprises  l'une  entre  a  et  a,  l'autre  entre  a  et  6. 

En  raisonnant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  la 
dérivée  m'"''  du  degré  2m  —  m  =  m  n'admet  pas  pour  racines 
les  quantités  a  et  b  ;  mais  elle  a  toutes  les  racines  réelles  et 
comprises  entre  a  et  b. 

Nota.  —  A  résolu  la  même  question,  31.  Dupuy.  à  Grenoble. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
.1.  KŒHLER. 


l'AIilS.    —    IMP.    C.IUIX.   20,    nLK  r.KnOKRE,    PBF.S    Dl'    I:OlLE\ARn    .MONTJIARTRK.    —    1o72Û-t. 
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FORMULE 


QUI   DONNE   LA   SOMME   DES   PUISSANCES    SEMBLABLES   DES 
W   PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS    (*) 

Par  M.  Ch.  PraTaz.  professeur  au  collège  d'Autun 


Si  l'on  représente  par  Sf»  la  somme  des  puissances  p"'^^ 
des  m  premiers  nombres  entiers;  par  m!  le  produit  des 
m    premiers    nombres    entiers    (o!    élant   supposé    égal    à 

i);  par  A^      '  le  produit n(/<  —  i)(n —  2) . . .  {n — p){)i — p-\-  i); 
on  a 


Sf,  =  Af,  +  ^2 


t  m  !(/J  -f-  I  —  m)\{n  —  m) 

La  somme  S»  est  une  fonction  de  n,  entière,  de  degré 
p -\-  1  el  ne  renfermant  pas  de  constante  (**);  posons  donc 
Si:  =  Aon'^+'  +  Ay    4-  A,n''  "  ^  _[_...  -f  ApH.  (1) 

Si  dans  cette  égalité  on  donne  successivement  à  n  les 
valeurs  i,  2,  3,  ...  p,  {p  -f-  i),  on  aura  pour  déterminer 
les  p  -}-  I  coefficients  A,,,  A^,  A^  ...  Ap  les  p  -f-  i  équa- 
tions linéaires 

S^  =  Ao  +  A,  +  A,  +  . . .   +  A,, 

S^  =  Ao2/^  +  I  4-  Ai2P  +  A.,   .   2/'  -  1  +  . . .  +  A; 

■(2) 

S^      -,  =  A„(p  +  i)P+  '  +  A,(p  -f  i)/' 

+  A,(p  +  i)P-  I  +  ...    X  A,,  (p-f-  i) 
L'élimination  des  coeflicients  Ao,Ai,  À2...A^  entre  (1)  et 
(2)  donne 


(*)  Voir  un  mémoire  de  M.  Puiseux  sur  le  même  sujet  (Journal  de  Liou- 
ville,  1846. 
(**)  Journal  de  mathématiques  élémentaires  et  spéciales,  tome  IV,  p.  94, 

JOURNAL  DE  MATH.  1881.  25 
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—  S 


—  Sï       2' 


p  -  1 


V  —  1 


1^ 


p+  I 


S?+,(P+  OMp  +  i>^-^   ...  (p  +.1)^ 


(P  +  1)1 


«p 


nP  -  1 


^o. 


Si  l'on  développe  ce  déterminant  en  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  éléments  de  la  première  colonne  et  que  l'on  se 
rappelle  que 


1    a  a-    . 

.    a"  -  1 

=  {a    —    b)     ... 

1    b   b'-    . 

.    b>'  -  ^ 

(a  —  k:){a  —  l) 

I     C    0=^      . 

. .    c»  -  1 

(b  —  c)  ... 
ib-k){b-l) 

I    k   k'    . 

.    kn  -  < 

i    i   r-   . 

ik  -  l), 

le  coefficient  de  l'élément  —  Sf„  (m  étant  l'un  des  nombres 

m 

ï,  2,   .   .    .  p,  j)  -\-  i)  sera 

( I  —  2)  ( I  —  3)  ...  (  I  —  m  -{-  1)  (1  —  m  —  I  )  ( I  —  m  —  2) 

...  (i  —  p)  (i  — /)  —  i)  (i  — n) 

(2  —  3)  ...  (2  —  m  -\-  i)  (2  —  m  —  i)  (2  —    m  —   2)     ... 

(2  —p)  {2  —  p  —  1)  {2  —  11) 


(m  —  2  —  m  -{-  i)  {m  —  2  —  m  —  i )  {m  —  2  —  m  —  2 )  . . . 

{m  —  2  —  p)  {m  —  2  —  p  —  i)  (m  —  2  —  n) 

(m  —  I  —  m  —  i)  (m  —  i  —  m  —  2)  . . . 

(m  —  I  —  p)  (m  —  I  —  p  —  i)  [m  —  i  —  n) 

{m  -{-    I  —  m  —  2)  ... 

(m  +  I  —  p)  (m  -f  I  —  P  —  0  {m  -{-  i  —  '0 

{p  —  i  —  p)  {p  —  i  —  p  —  i)  [p  —  i  —  >i) 

ip  —  /J  —  I)  (p  —  ^0 
(p  +  I  —  n) 
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c'est-à-dire,  abstraction  faite  du  signe 

pi         (p  —  i)  !  (p  —  m  -j-  3)  !     (p  —  m  +  2)  ! 


m  —  I        m  —  2  2  I 

{p  —  in)  \  {p  —  m  —  I  )  ! . .   2  !  I  ! 
X  (h  —  i)  (ji  —  2)   ...    {n  —  m  -j-  i)  (n  —  m  —   i)    ... 

[n  —p  —  I}, 

I   !  2  !  3  !  ...  p  !  Af,  +  - 

(m — i)l{p — m-f-i)!  '     n{n  — m)  ' 
Le  coefficient  de  S^   est  donc,  abstraction  faite  du  sisne. 
I  !  2  !  3  !  ...  p  !  A^,  +  ^ 


OU 


ml  {p —  m  +  I)  !  n{n  —  m) 

On  verrait  de  môme  que  le  coefficient  de  —  S»  est 

I  !  2  !  3  !  ...  2)  ! 
On  a  donc 

gp  __   kP  +  2  Sp  -f  ^ Sp 

"       L(p-f-i)!o!(n-p-i)        pU[{n-p)'^ 


—  2!(p— i)!(h— 2)     •     i  l  pi  { 
ou,  sous  une  forme  plus  concise, 


tJ 


cP  _    kP  +  ^'V 
•J  n  —    -ci-jj  /  J 


'  +  '  SfnX{-lf  +  ' 


m  l  (p  -\-    I    —  m)  !  {n  —  m) 


Remarque.  —  La  formule  que  nous  venons  d'établir  se 
vérifie  aisément  a  posteriori. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  second  membre  est  une 
fonction  de  n  entière,  de  degré  p  -j-  i  et  ne  renfermant  pas 
de  constante.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  membres 
de  la  formule  sont  identiques  pour/)  -j-  2  valeurs  de  n,  savoir 

0,  I,  2,   . . .  p  -)-  I-  D'abord,  pour  n  =  o,  les  deux  nombres 
sont  nuls.  Puis,  pour  ?i   =   m,  m  étant   l'un  des  nombres 

1,  2,  . . .,  p  -{-  I ,  tous  les  termes  du  second  membre  s'an- 
nulent, sauf  le  terme  en  Sm  dont  le  coefficient  est 

(_     i^-'»  +  ^  m(m-  i)...2.i.(— 1).(— 2)...[— (>— w+i)]  _ 
^        ^  m!  (p— w+  i)  ! 
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Les  deux  polynômes  de  degré  p  -j-  i  qui  constituent  les 
deux  membres  de  la  formule  étant  égaux  pour  p  -{-  2  valeurs 
do  la  variable  n,  sont  identiques. 


NOTE  D'ALGEBRE 


M.  Burat-Dubois,  professeur  au  lycée  de  Pau,  nous  a 
communiqué  deux  notes  qu'il  vient  de  publier,  sur  la 
fraction  du  second  degré,  et  que  nous  devons  signaler  à  nos 
lecteurs,  à  cause  de  l'importance  des  résultats  que  pré- 
sentent ces  notes. 

Dans  la  première,  M.  Burat-Dubois  fait  remarquer,  avec 
beaucoup  de  raison,  que^.  après  avoir  donné  une  définition 
du  maximum,  on  emploie  une  méthode  qui  laisse  complè- 
tement de  côté  la  définition  ;  c'est  la  méthode  désignée 
souvent  sous  le  nom  de  méthode  indirecte.  Mais  l'auteur, 
après  avoir  signalé  cette  première  faute  de  raisonnement, 
montre  que,  en  outre,  la  règle  trouvée  par  cette  méthode 
indirecte  n'est  pas  identique  à  celle  que  donne  l'étude 
directe  de  la  variation  des  fondions.  Les  exemples  qae 
donne  M.  Burat-Dubois  mettent  le  fait  en  é7idence;  ils 
nous  montrent  en  effet  que  la  règle  donnée  par  la  méthode 
indirecte  peut  fournir  des  résultats  en  désaccord  absolu 
avec  l'étude  mathématique  de  la  variation  de  la  fonction. 

Le  but  de  la  première  note  était  d'appeler  l'attention  sur 
cette  question,  et  de  provoquer,  pour  ainsi  dire,  une  étude 
nouvelle  delà  fraction  du  second  degré,  lune  des  questions 
les  plus  délicates  du  programme  de  mathématiques  élé- 
mentaires. Cette  étude,  qu'il  fallait  entreprendre  au  point 
de  vue  du  programme  du  baccalauréat  et  de  l'Ecole  Saint- 
Cyr,"fait  précisément  l'objet  de  la  seconde  note  de  M.  Bu- 
rat-Dubois. 

Partant  de  la  définition  précise  du  maximum  et  du  mini- 
mum, M.  Burat-Dubois  commence  par  insister  sur  ce  fait, 
qu'un  maximum  ou  un  minimum  ne  peut  correspondre 
qu'à  une  valeur  finie  de  la  variable,  mais  peut  parfaitement 
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répondre  à  une  valeur  infinie  de  la  fonction  pour  une  va- 
leur finie  de  la  variable. 

Ensuite,  l'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Les  fonctions  ax-\-het      '     ,   ,  ,    n'ont   ni  maximum  ni 

'  ax-f- 1> 

minimum. 

2.  La  fonction  ax-  -|-  t*^  +  c  «  toujours  un  maximum  ou  un 
minimum  si  a  est  différent  de  z-éro. 

m  . 

3.  La  fonction  x  -j a  toujours  un  minimum  et  un  maxi- 
mum si  m  est  positif;  elle  n'a  ni  maximum  ni  minimum  si  m  est 
nul  ou  négatif. 

Ces   principes    établis,    M.    Burat-Dubois,    reprenant    la 

ax^  4-  bx  -\-  c 

fraction  y  =     ,   .    ,    ,. -. — r, 

ax^  -f-  bx  -\-  c 

elTectue  la  division,  et  obtient  une  expression  de  la  forme 
a  X  4-  n 

a  a  x^  -j-  bx  -\-  c 

par  un  changement  de  variable,  il  ramène  cette  fraction  à  la 

forme  .,    .      — j , 

z'  -{-pz  ^q 

ou  encore  en  divisant  par  z,  à  la  forme 

I 

c'est  l'étude  du  dénominateur  de  cette  l'raclion  qui  indique 
précisément  s'il  y  a  maximum  ou  minimum. 

Les  conclusions  auxquelles  arrive  M. ^Burat-Dubois  sont 
les  suivantes: 

Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  l'on 
ait         (ac  —  ca')^  —  {ab'  —  ba){bc  —  cb)  >  o ; 

Si  cette  quantité  était  nulle  ou  négative,  il  n'y  aurait  ni 
maximum  ni  minimum. 

Apres  avoir  reconnu  l'existence  d'un  maximum  et  d'un 
minimum,  il  faut  chercher  quelle  est  la  valeur  de  x  qui 
correspond  au  maximum,  quelle  est  celle  qui  correspond  au 
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minimum.  Appelons  K  la  valeur  de  la  quantité  que  nous 
venons  de  considérer  ;  si  ah'  —  ha  est  positif,  le  maximum 
correspond  a 

_    —  {ac  —  ca)  —  V^K 
^^  -  ab'  -  ba)  ' 

et  le  minimum  à 

(ac  —  ca)  +  ^^K 


{ab'  —  6a') 
c'est  l'inverse  qui  aura  lieu  si  ab'  —  ba   est  négatif. 

Ce  fait  général  établi,  M.  Burat-Dubois  examine  ce  qui 
arrive  lorsque  certains  coefficients  sont  nuls,  et  il 
reconnaît  que  ses  conséquences  peuvent  se  déduire  du 
premier  cas,  en  portant,  dans  la  valeur  de  K  les  hypothèses 
qu'il  fait  sur  les  coefficients,  en  supposant  toutefois  que 
ab'  —  ba'  ne  soit  pas  nul;  si  ab'  —  ba  était  nul,  avec 
ac  —  ca'  différent  de  zéro,  il  j  aurait  un  maximum  ou  un 
minimum,  mais  jamais  l'un  et  l'autre. 

Enfin,  l'auteur  termine  sa  note  en  comparant  l'étude  qu'il 
vient  de  faire  avec  la  méthode  dite  indirecte,  et  il  montre 
que  la  seconde  ne  tient  pas  compte  de  toutes  les  hypo- 
thèses qu'il  a  considérées,  et  que  certaines  hypothèses  peu- 
vent exister  dans  la  première  méthode  en  même  temps  que 
d'autres  hypothèses  de  la  seconde,  qui  donnent  des  résul- 
tats diflerents  des  premiers. 

Nous  devons  dire  que  déjà,  dans  une  Algèbre  parue  depuis 
plusieurs  années,  M.  Lauvernay  a  cherché  à  présenter  la 
question  d'une  autre  manière  ;  il  a  suivi  une  marche  fort 
différente  de  celle  que  nous  signalons  aujourd'hui,  et  il 
est  arrivé  aux  mêmes  résultats;  mais  ensuite  il  a  repris 
ia  méthode  indirecte,  et  ce  qui  constitue,  à  notre  avis,  la 
supériorité  de  la  note  de  M.  Burat-Dubois,  c'est  que 
ce  dernier  s'est  préoccupé  de  montrer  que  les  deux  métho- 
des ne  sont  pas  équivalentes. 

On  peut  maintenant  se  demander  s'il  y  aune  faute  de  rai- 
sonnement quelque  part  dans  la  méthode  indirecte,  ou  bien 
à  quoi  tient  ce  désaccord  entre  les  résultats  donnés  par  les 
deux  méthodes.  Nous  allons  montrer  que  la  méthode  indi- 
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recle  nous  donne  seulement  une  condition  nécessaire  pour 
qu'il  y  ait  ou  maximum  ou  minimum,  ou  bien  maximum 
et  minimum,  mais  que  celte  condition  n'est  pas  suffisante. 

Pour  cela,  reprenons  la  condition  de  maximum  ou  de  mi- 
nimum (Lauvernay,  p.  281).  Il  faut  que  x  soit  l'une  des 
racines  de  l'équation 

{ab'  —  ha)x'^  -|-  2{ac  —  ca)x  -\~  (bc  —  cb')  =  o. 

Mais,  commo  l'indique  l'auteur  dont  nous  parlons,  cette 
condition  n'est  pas  suffisante. 

D'autre  part,  si  nous  posons  dans  la  méthode  indirecte 

ax^  -4-  bx  4-  c 

■ =  V> 

a  X''  -\-  b  X  -{-  c 

nous  trouvons  que  les  valeurs  de  x  correspondant  au  maxi- 
mum ou  au  minimum  sont  celles  que  l'on  tire  de  l'équation 
précédente  quand  on  y  remplace  y  par  l'une  des  racines  de 
l'équation 

(6'2  —  4ac')y-  —  2(66'  —  2ac  —  2ca)y  -\-  b"^  —  40c  =  o. 
Si,  dans  cette  équation,  nous  remplaçons  y  par  la  fraction 
donnée,  nous  aurons  une  fonction  de  x  qui  devra  s'annuler 
précisément  pour  les  valeurs  que  nous  venons  d'indiquer. 
Or,  en  faisant  cette  transformation,  nous  arrivons  à  l'équa- 
tion 

(b'"'  —  4a  c)  {ax-  -^  bx-\-  cf  ) 

—  2(66' —  2flc'  —  2ca){ax^  -{-  bx-{-  c){ax-  -{-  b'x  -\-  cy>  =  3 
-f  (6"  —  4ac)  (ax^  +  b'x  -f  c')-  )  • 

qui,  tous  calculs  faits,  revient  à  la  suivante  : 

{ab'  —  ba'Yx^  -\-  4{ab'  —  ba)  (ac  —  ca)x^  ) 

-f  [4(ac'  —  ca'Y  +  2(ab'  —  ba)  (bc  —  cb')\x'^  [  =  o. 

-j-  4(oc'  —  cd)  {bc  —  cb')x  -\-  {bc   —  c6')^  ) 

Cette  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
[{ab'  —  bd)x'^  -\-  2{ac'  —  cd)x  -f-  {bc  —  cb')Y  =  o. 
On  retrouve  ainsi  la  condition  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sante, à  laquelle  doit  satisfaire  a?,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou 
minimum  ;  on  reconnaît  donc  Lien  que  la  méthode  indirecte 
est  défectueuse,  aiusi  que  l'avait  signalé  M.  Burat-Dubois 
dans  sa  première  note. 

Nous  pourrons  faire  remarquer,  pour  ceux  de  nos  lecteurs 
qui  sont  en  mathématiques  spéciales,  que  la  fonction  de  x 
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que  nous  annulons  n'est  autre  que  le  numérateur  de  la 
dérivée  de  la  fraction  du  second  degré;  et  ils  verront  ainsi 
que,  en  annulant  cette  fraclion,  nous  avons  bien  une  condi- 
tion nécessaire,  mais  non  suftisante  pour  que  la  fraction 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

A.  M. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-GYR  (1881) 

Résoudre  l'équation 

(sjn  X  —  cos  x]  sin  j;  =  a  ; 
trouver  entre  quelles  limites  doit  varier  a  pour  que  le  problème  soit  possible. 

—  Trois  cercles  dont  les  rayons  sont  R,  R',  R",  sont  tangents  deux  à  deux 
extérieurement.  Trouver  les  angles  du  triangle  qui  a  j)our  sommets  les  centres 
de  ces  trois  circonférences. 

—  Rendre  calculable  pa- logarithmes  l'expression 

sin  A  +  sin  B  -|-  sin  C 
en  supposant  A  +  R  +  C  =  i8o°. 

—  Sur  une  droite  AB  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence,  et  on 
prolonge  AB  d'une  longueur  BC  égale  au  rayon.  Du  point  C,  on  mène  une 
tangente  CT,  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  AB.  On  demande 
la  surface  engendrée  par  CT.  Dire  a  priori  quelle  est  la  valeur  de  l'angle  C. 

—  Intersection,  par  la  méthode  des  projections  cotées,  de  deux  plans  dont  les 
lignes  de  pente  sont  parallèles. 

—  On  partage  un  diamètre  AB  en  trois  parties  égales  et  on  mène  des  perpen- 
diculaires à  AB;  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre;  trouver  les 
aires  des  trois  zones  et  les  volumes  des  trois  segments  sphériques  ainsi  déterminés. 

.     ,,  .  2a 

—  Construire  1  expression  x  =^ =- . 

i  +  v/5 

—  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  le  plan  horizontal,  et  la  projection 
horizontale  d'un  point  de  l'espace  d'où  Ton  voit  la  droite  AB  sous  un  angle  donné, 
trouver  sa  projection  verticale. 

—  En  un  point  0,  situé  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC  on  applique  trois  forces 
dont  les  grandeurs  et  les  directions  sont  OA,  OB,  OC;  on  demande  de  trouver 
leur  résultante  et  son  exjjression  en  fonction  de  la  dittance  du  point  0  au  point 
de  rencontre  G  des  médianes.  Démontrer  que  la  résultante  passe  par  le  point  G. 

p 

—  Un  mobile  de  poids  P  est  soumis  à  trois  forces,  l'une -^  verticale  dirigée 

P  P 

de  bas  en  haut  ;  l'autre  —^r-  parallèle  au  plan  incliné,  et  la  troisième  — 7-horizon- 

:>  -"> 

laie;  le  corps  étant  immobile,  on  demande  l'inclinaison  du  plan. 

—  Un  mobile  du  poids  de  25  grammes  est  soumis  à  une  force  de  3  grammes 

I 
pendant   de  seconde  ;  on    sui)i)rime  la  force   qui  agit,  et   on   demande 

10  -1  O     1 

l'espace  parcouru  j)endant   7  secondes  de  descente  libre. 
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—  On  suppose  qu'on  ait  trois  points,  et  trois  forces  appliquées  en  ces 
points,  et  situées  dans  un  même  plan.  Démontrer  qu'il  est  possible  de  rem- 
placer ces  forces  par  deux  autres,  l'une  passant  par  un  point  donné,  l'autre 
ayant  une  direction  donnée. 

—  2p  étant  le  périmètre  d'un  triangle  et  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  si 
l'on  a  r  =  p  —  a,  le  triangle  est  rectangle  en  A. 

—  On  donne  deux  points  A  et  B  de  l'espace,  et  un  plan  P.  Lieu  des 
points  M  du  plan  tels  que  MA^  4-  MB=  =:  K^. 

—  Décomposition  du  trinôme  a;*  +  px''  -\-  q  en  facteurs  réels  du  second 
degré. 

—  Résoudre  les  deux  équations 

xy  +  a  [x  +  y]  ^  p\      x-  -\-  y-  -\-  h  [x  +  y]  =  q. 
•   —  Un   point   pesant  est  lancé  avec  une  vitesse  donnée  dans  une  direction 
oblique  ;  quelle  est  la  ligne  parcourue  ?  On  prend  un  point  sur  la  courbe,  et 
on  demande  la  vitesse  en  ce  point. 

—  On  a  une  balance  dont  les  deux  bras  sont  inégaux  ;  on  pèse  un  piidsP 
successivement  dans  l'un  et  l'autre  des  plateaux,  et  pour  lui  faire  équilibre, 
il  faut  des  poids  dont  la  somme  est  A.  On  demande  le  rapport  des  bras  de 
la  balance.  Connaissant  le  rapport  des  deux  bras,  pourra-t-on  avec  cette  ba- 
lance avoir  exactement  le  poids  d'un  corps  ? 

—  Si,  au  milieu  des  côtés  d'un  triangle,  on  applique  des^forces  perpendicu- 
laires et  proportionnelles  aux  côtés,  elles  se  font  équilibre.  Si  au  lieu  d'un 
triangle  on  a  un  polygone,  l'équilibre  subsiste-t-il  ? 

—  Résoudre  le  système 

a;  +  2  (y  +  s)  =  f 
y  +  i[z  +  X]  =  h 
z  -{-  2  [x  -\-  y]  --  a 

—  Peut-on  éliminer  les  côtés  et  trouver  une  relation  entre  les  angles  en 
partant  des  équations  de  la  forme 

a  r=  6  cos  C  +  c  cos  B. 

—  Faire  la  somme  des  fractions  suivantes  : 

a  a  +  r  a  +  zr  ,«  +  "'' 

-: r    — 7 1 r~; [-••••  + 


b  bq  bq-  bqn 

—  Démontrer  que  >''  —  >'  est  toujours  divisible  par  6,  si  X  est  un  nombre 
entier. 

—  Résoudre  les  équations 

x  —  i/  =  a  ;      sin-  x  —  sin-  y  —  b. 

—  Sachant  que  A  +  B  +  C  =  180»,  rendre  calculable  par  logarithmes 
l'expression 

sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2O. 

—  On  donne  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle,  ainsi  que  la  différence  des 
angles  à  la  base;  calculer  les  autres  éléments. 

—  Soit  a  le  chitfre  des  unités,  b  le  chillre  des  dizaines,  c  le  chiffre 
des  centaines,  d  le  chiffre  des  mille  d'un  nombre,  etc.  Démontrer  que  le 
nombre  sera  divisible  par  4  si  a  +  26  est  divisible  par  4  ;  le  nombre  sera 
divisible  par  8  si  a  -f-  26  +  4c  est  divisible  par  8  ;  il  sera  divisible  par  16  si 
«  +  26  +  4c  +  8rf  est  divisible  par  16,  etc.  Généraliser  la  règle  à  trouver. 
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QUESTIONS   D'EXAMEN 


Démontrer  que,  pour  diviser  un  polynôme  A.  par  le  produit  BCD 
de  divers  polynômes,  il  suffit  de  diviser  X  par  B,  le  quotient  par 
G,  et  le  nouveau  quotient  par  D,  même  loj'sque  les  divisions  succes- 
sives donnent  des  restes. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  rappellerai  que,  si  entre" 
quatre  polynômes  entiers  M,  -S",  P,  R,  j'ai  l'identité 

M  =  :\  P  +  R 
et  si,  en  outre,  le  degré  de  R  est  inférieur  à  celui  de  N,  cela 
m'apprend  que,  en  divisant  M  par  N,  j'obtiendrai  pour  quo- 
tient P  et  pour  reste  R. 

Cela  posé,  j'elTectueles  divisions  comme  l'indique  l'énoncé; 

j'ai  en  appelant  Q,  Q',  Q"  les  quotients  successifs 

A   =  BQ    -f  R  , 

Q    =  CQ'  +  R', 

Q'  =DQ''  +  R"; 

je  dis  que,  si  je  divisais  directement  A  par  le  produit  BCD, 

j'aurais  Q"  pour  quotient;  en  effet,  en  remplaçant  dans  la 

première  identité  successivement  Q  etQ'  par  leur  valeur,  j'ai 

A  =  BCD.Q"  +  (BGR''  +  BR'  -f-  R). 

Il  suffît  donc  de  démontrer  que  le  degré  de  la  quantité 
entre  parenthèses  est  moindre  que  le  degré  de  BCD.  Soient 
p,  p.  p",  les  degrés  respectifs  des  facteurs  B,  C,  D  ;  alors, 
BCD  est  du  degré  p  -}-  p  -\-  p"  -  (Je  suppose  implicitement 
que  les  polynômes  considérés  sont  entiers,  et  par  suite  que 
leurs  degrés  sont  positifs.)  Le  degré  de  R"  est  au  plus 
égal  à  p"  —  I  ;  celui  de  R'  est  au  plus  égal  a  p  —  i ,  et 
celui  de  R  est  au  plus  p  —  i  ;  donc  les  trois  termes  qui  com- 
posent la  somme  entre  parenthèses  ont  respectivement  des 
degrés  inférieurs  à  j) -j- p' -}"  P  •  ^^  quantité  entreparenthèses 
est  donc  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  BCD.  Donc,  si  je 
divise  le  polj-nôme  A  par  BCD,  j'aurai  bien  comme  quotient 
Q",  c'est-à-dire  le  mèm.:  quotient  que  m'avait  donné  la  suite 
des  divisions  partielles  par  les  divers  facteurs  B,  C,  D. 


—  39o  — 

—  Démontrer  que,  pour  extraire  la  racine  mnp  d'un  nombre  A 
à  une  unité  prés,  il  suffît  d'extraire  la  racine  m  de  A  à  une 
V7iité  prés,  la  racine  n  du  l'ésultat,  et  ainsi  de  mite. 

Je  vais  démontrer  ce  théorème  d'abord  pour  le  cas  où 
l'indice  est  un  produit  de  deux  ou  de  trois  facteurs,  et  dé- 
montrerensuile  que  si  la  proposition  est  sujDposée  vraie  pour 
le  cas  de  h  facteurs,  elle  est  vraie  aussi  pour  h  +  i  facteurs. 

D'abord,  je  me  propose  d'extraire  la  racine  np  de  A;  je 
prends  la  racine  /i  de  A  à  une  unité  près;  soit  a  cette  racine; 
puis  je  prends  la  racine^  de  a  ù  une  unité  près  ;  soit  a^  cette 
racine;  je  dis  que  a^  est  la  racine  np  de  A  à  une  unité  près; 
en  effet,  j'ai,  par  définition, 

a    <  A  <  (fl  -j-  ij 
En  considérant  d'abord  les  premiers  et  les  seconds  membres 

.,  .  np  n 

j  aurai  ,  a^      <C  a 

et  par  suite  a"^'  <  A. 

D'autre  part  a  et  (a^  -{-  i)p  étant  des  nombres  entiers,  j'ai 

a  +  I  <  K  +  if. 
Donc  (rt_f_  i)"  <  (o^_|_i)"^. 

Donc  j'ai  bien 

ai"P  <  A<  («i-f  i)»P. 
En  second  lieu,  si  j'appelle  a.,  la  racine  </  à  une  unité  près 
de  Oi,  j'ai 

Ojjq  <_«!  <_(«.,  +  i)^ . 
D'après  cela,  je  vois  immédiatement  que  j'ai 
fl^iPT  <  A, 
et  comme  a^  -^  i  <  (o.,  -)-  i)fi  , 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que 

K  +  i)np_<  (a,  +  i)"Pq. 
Donc  j'ai  bien 

O.nPI    <   A  <    («2  -f    l)  "Pq. 

En  suivant  le  même  raisonnement,  je  verrai  que  si  j'ai,  en 
appliquant  la  méthode  précédente, 

a°P--fI  <    A  <   (Oh  -|-    ijnP-'-T 
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en  appelant  a  la  racine  r  de  ce  nombre  à   une   unité    près, 
comme  j'aurai  a    <  f/h  <  (y. -{-  ij'' 

et  que.  d'autre  part,  j'ai 

j'aurai  a°P---fi''  <A<  (7.4-  i)np--qi'. 

Donc,  j'aurai  bien  extrait,  à  une  unité  près,  la  racine  d'or- 
dre {np. ,  .qr)  du  nombre  A. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


—  Soient  a,  b,  a',  b'  quatre  nombres  entiers:  soit  p  un  nombre 
premier  avec  chacun  d'eux;  si  p  divise  ab'  —  ba'  et  a  —  a', 
il  divise  h  —  b'. 

En  effet,  /),  divisant  a  —  a,  divisera  b(a  —  a).  Donc  il 
divisera         ab'  —  bd  —  b{a  —  d)  =  a{b'  —  b). 

Mais,  par  hypothèse,  p  est  premier  avec  a  ;  donc  il  divise 
(b'  —  b)  et  par  suite  (b  —  //). 

—  Étant  données  deux  fractions  — -  et  - — ,  si  Von  a 

a  b 


ab'  —  ba'  =  —  i, 

comprise 

a  +  b 


a  b 

la  fraction  la  plus  simple  comprise  entre  — —  et  -r-r  sera 


a'  -f  b'  ' 

En  effet,  soit  -^- une  fraction  telle  que  l'on  ail 
P 

a  p  b 

d  p'  b' 

La  fraction — r  peut  être  inférieure  ou  supérieure  à  la  Irac 
P 
n  ~\-  b 
tion. — ; — ; — — -.  Je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  on  a 
a  -\-  b  ' 

p  >  a  -}-  b;    p'  >  d  -t-  b'. 

Premier  cas.  —  On  a   —    <  — — . 

p  a  -{-  b 

,^  ..  a  p  a  -\-  b 

On  en  tire  —  <   ■^--  <   ■ , 

a  p'  d  -|-  b' 
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„  .  p  a  a  4-  b  a 

d'où  -!-, r    <        ,         ,, r . 

p  a  a  4-  b  a 

On  eu  tire,  eu  réduisaut  au  même  dénominateur,  et  teuant 

compte  de  la  relation  donnée  dans  l'hypothèse 

a  p  — ■  ap'       ^  I 

p'  a  -f-  b' 

Ov pa — ap'  est  un  nombre  entier,  au  moins  égal  à  l'unité; 

,,...!  I 

doucou  aura,  a/o/'/^o/7,  — ;-  < 


l)'  a'  -\-b' 

ou  /)'  >  a  -)-  b' . 

On  en   déduit,    en  reraplarant  p'  par    une  quantité  plus 
petite, 


a     ^         p 
a             a   +  0 

ou 
Mais 

aa'  -{-  b'a  <  pa  . 
b'a  =  b'a  —  i  ; 

donc 

a  {a  -}-  b)  <  pa   +  i 

ou  enfin 

a  -1-  6  <  »  -j -. 

Mais  a  -}-  b  el  p  sont  entiers  ;  donc  ou  aura  bien 

p  >   «  +  b. 
Deuxième  cas.  —  Si  l'on  a 

a  -\-  b  p  b 


a  4-  b'  p'       '     b" 

on  aura 

b  a  -{-  b  b  p 

b'  a  +  6'  6'  p'  ' 

ou,  comme  précédemment, 

I  bp'  —  pb'  1 


a  -f-  b'  p'  p 

Donc  a  -j-  b'  <  p'  ; 

puis  on  aura 

a  +  &     ^     p     ^  p 


a  -\-  b'  p  a'  -j-  b' 

D'oli  l'on  tire  a  -{-  b  <  p. 
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—  Trouver  le  pi^oduit  de  tous  les  diviseurs  d'un  nombre  donnél:ii. 
Nous  savons  que  si  l'on  a 

X  =  a«  bP  c(, 
le  nombre  de  ses  diviseurs  est  égal  à 

(=^+0(P  +  0(t+  0  _. 

De  plus,  à  tout  diviseur  moindre  que  vN,  correspond  un 
diviseur  plus  grand,  et  leur  produit  est  égal  à  N.  Donc  le 
produit  cherché  est  égal  à 

Ce  nombre  est  entier,  puisque  si  N  n'est  pas  un  carré  par- 
fait, l'un  au  moins  des  facteurs  (x-|-i),  (S-j-  i),  (y-|-  i)  est  pair. 

Si  N=:  A%  on  sait  que  le  nombre  des  diviseurs  est  impair; 
mais  alors  on  peut  écrire,  pour  le  produit, 

a(=^  +  0(p  +  i)(y  +  0 

qui  est  encore  un  nombre    entier,  et    qui   rentre    dans   la 
formule  précédente. 


QUESTION  301 

Solutiou  par  M.  Debray,  à  Cliauvency-Saint-Hubert. 


Construire  un  triangle  connaissant  un  angle  A,  la  bissec- 
trice d  et  la  médiane 
m  partant  du  sommet  de 
cet  angle. 

Soient  ABC  le  triangle 
cherché,  AH  la  hau- 
teur, AD  la  bissectrice, 
AM  la  médiane  partant 
du  sommet  de  l'angle  A. 

On  a 


sin  M  =  A(i); 
m 


ces 


.  cos  (M  4-  i] 

cos  A  =  — — i^ ! — — 

cos  M 


=  —  (2);P=B-C; 
:  cos  fj  —  sin  [i  tg  M; 
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cos  &  —  cos  A  ,_, 

d'où    tg  M  =  ï-r— T ;  3) 

^  sm  [5  ' 

divisant  membre  à  membre   les  égalités  (1)  et  (2) 

m  sin  M  Ô  .,, 

'  =    cos  -1—.  (4) 

a  2 

Les  égalités  (3)  et  (4)  résolvent  le  problème.  Ce  sont  deux 
équations  à  deux  inconnues  qu'il  suffit  de  résoudre. 

L'angle  M  étant  déterminé,  la  hauteur  est  connne  et  le 
problème  s'achève  facilement. 

Il  suffit  de  mener  la  bissectrice  de  Tangle  BxlC,  puis  du 
point  A  avec  h  pour  rayon  de  décrire  une  circonférence  à 
laquelle  on  mènera  du  point  D  une  tangente  qui  sera  le  troi- 
sième côté  du  triangle. 

Le  problème  a  deux  solutions  quand  on  peut  mener  deux 
tangentes   à  la  circonférence;  c'est  le  cas  ordinaire. 

Si  h  =  m,  c'est-à-dire  quand  le  triangle  demandé  est 
isoscèle,  le  problème  n'a  qu'une  solution. 

Si  h  >  o,  le  point  D  esta  l'intérieur  de  la  circonférence  et 
le  problème  n'a  plus  de  solution. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  : 

MJI.  Delpit,  école  préparatoire  Sainte-Barbe;  Henry,  à  Bréchincourt;  Blessel, 
à  Paris;  H.  Bourget,  à  Aix. 


QUESTION  325 

§lolution  par  M.  Blessel,  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Résoudre  l'équation  V  ■ —  -f-   1/ X__  =:=   F~ir"' 

Cette  équation  peut  s'écrire 

\l  hx{a -\- x)  y  ax{a  ■}- .t)     y  ax'^ 

1^  ahx  'abx  ^abx 

n, n, n. 

d'oii  V  bx(a  +  '^)  +  V  «-^(q  +  ^)  ^  V  ^^^ 

n /~ r"/ —  », — -|  »/ 

et  \/x{a  +  x)[\/b    -f-  y  a  J  =  \  ax"^. 

Élevant  à    la  puissance  n,  supprimant  la  solution  a;  =:  o, 


on  a 
d'où 
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(a  -f-  x)\\  b    +  V  «  )'—  0^5 


X 


a  —  [\  b+ya) 
Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  i^ar  M.  Bonieux,  de  Riom. 


QUESTION  3-26 

Solution  par  M.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Étant  donné  un  cercle  0  et  deux  points  extérieurs  ket  B  donjié'i 

par  les  quanti- 
tés OX  =  a, 
OB  =  b,  AB 
=  d,  trouver  sur 
la  circonférence 
un  point  M  tel 
que  la  somme 
des  carrés  des 
distances  MA  et 
MB  soit  égale  à 
une  quantité 
donnée.  Discu- 
ter le  problème. 
Construire  géo- 
métriquement le 
point  M  lors- 
qu'il existe. 

On   sait    que    le   lieu   des    points    M    tels    que    l'on    ait 
MA"  -\-  MB'  =  K"  est  une  circonférence  ayant  pour  rayon 


f 


2K-  —  d' 

4 


Les  points  communs   à  cette  circonférence  et  à  la  circon- 
férence donnée  répondent  à  la  question. 
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l/  2K-  d- 

Soit  y  — =  m  et  G  le  milieu    de  AB.  Mo  jous 

r      4  4 

CO.  Cette  ligne  coupe  la  circonférence  en  deux  points  D  et  E. 

Si  l'on  a  m  >  CE,  pas  de  solution. 

Pour          m  =  CE,  une   seule    solution,  le  point  M  vient 
en  E. 

Si  CE  >  m  >  CD,  deux  solutions. 

Pour         m  =  CD  une  solution. 

Pour        m  <  CD  pas  de  solution. 

Construction.  —  ??iest  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 

,  JjC  / 

qui  aurait  pour  côtes  de  l'angle  droit  et  ICy  2.    Cette 

construction  est  indiquée  sur  la  figure. 

Nota.  — La  même  question  a  été  réselue  par  MM.  Dupuy,  de  Grenoble; 
Fiévet,  de  Lille  ;  Joly,  de  Tarbes  ;  Provost,  du  Mans. 


QUESTION  327 

Siolution  par  M.  Tinel,  élève  au  lycée  Corneille  (Rouen). 


On  donne  un  cercle  C,  une  corde  AB  de  ce  cercle  et  sur  AB 
un  point  P.  Mener  par  le  point  P  une  corde  XPY  telle  que  si  on 
abaisse  XX.'  et  YX' perpendiculaires  sur  XB.on  ait  XX'  —  YY 
=  D.   (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Soient  I  le  pied  de  la  perpendiculaire   abaissée   de  G  sur 
XY;  CP  =  d,  PX'  =  X,  PY'  =  ij,  XPX'  =  a,  CPX'  =  co. 

On    connaît  d,  D  et  w;  calculons  a.    Les  triangles   XPX', 
YPY'  donnent  d'abord 

tg  a(.r  -  y)  =  D  ;       ^  (1) 

on  a  ensuite,  d'après  une  propriété  des  sécantes, 

_fL     ^    R.    _     rf.   ;  (2) 

COS'^  a  ^   ' 

enfin  le  triangle  rectangle  XCI  donne 

R' ''r        f      =  f^'  sin^  ((0  —  7.).  (3) 

4  cos*  7.  '  ^  ' 
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Remplaçons  dans  (1)  élevée  au  carré,  et  (3), 


^ûy 


COS^  y. 


par  sa 


valeur  ('2),  nous  obtiendrons  les  deux  équations 


Sin-  y. 
2R-  =  2(1^ 


COS^y. 
COS*    X 


4^-  sin  (o)  —  a), 


La  seconde  de  ces  équations  donne  la  valeur  de 


00'  + y' 


COS'^a 

portant  cette  valeur  dans  la  première  équation  et  simplifiant, 
on  a  d  sin  (27.  —  co)  =  I)  —  d  sin  to, 

équation  qui  fait  connaître  2-/   —  w  et  par  suite  a. 
Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  que 
D  —  (/  sin  <o 


ou 


d 

D  >.  2d  cos^ 


Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Joly,  de  Tarbes;  Vitte.  nu 
lycée  Henri  IV;  Henri,  à  Bréchincourt,  et  par  M.  Van  Aubel,  de  Liège,  (}ui  nous 
en  a  envoyé  une  solution  géoinétriiiue  très  simple. 

QUESTION   328 

Solution  par  M.  E.  Van  Aubel,  élève  à  l'Athénée  de  Liège. 


On  donne  un  cercle,  un  diamélre  et  deux  points  P  et  P'  sur  ce 


dianuirc.  de  part  et  d'autre  du  centre  et  à  des  distances  inégales 
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de  ce  centre.  Mener  par  P  et  P'  deux  cordes  égales  qui  se  coupent 
sur  la  circonférence.  (Lieber) 

Soient  MC,  MDles  deux  droites  qui  répondent  à  la  question. 
Le  triangle  MCD  étant  isoscèle,  on  a  :  arc  MA.C  =  arc  MBD 
ou  arc  CE  =  arc  ED;  ME    est  donc  Jaissechùce  de  l'angle 
GMD.  Par  suite  le  triangle  MPP'  donne 
MP    _     OP 
MP'    ~  ~ÔF~' 
Donc  le  point  M  se  trouve  à  l'intersection  de  la  circonfé- 
rence  0    et    de    celle  qui  a  pour  diamètre    la    droite   0R„ 
R  étant  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  PP'. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Tinel,  de 
Rouen;  Baudoin,  de  Beauvais;  Vitte,  du  lycée  Henri  IV;  Leclair.  à  Passy. 

QUESTION  336 

§»olution  par  31.  JoLV,  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


Étant  donné  un  triangle  rectangle  isoscèle  ABC,  d'un  point  M 
pris  sur  l'hypoténuse  BG ,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  MP, 
MQ  sur  les  côtés  AC,  AB.  On  joint 
PQ  et  du  point  M  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  PQ.  Démon- 
trer que  cette  perpendiculaire 
passe  par  un  point  fixi. 

Joignons  AM.  La  perpendicu- 
laire IM  sur  PQ  rencontre  la 
hauteur  AE  du  triangle  ABC  en 
un  point  D.  Les  triangles  AEM, 
MED  sont  égaux  :  car  AME  =  EMD  =  IMC.  On  a  IMP 
=  QPA  ==  QMA.  Il  en  résulte  AE  =.-  ED.  Le  point  D  est  donc 
fixe. 

Nota.  —  Ont  résolu  1.)  même  question:  MM.  Rivard,  au  Mans;  Vitte,  Lapa- 
reillé,  Lefèvre  d'Hellencourt,  au  lycée  Henri  IV;  Montérou,  au  lycée  Louis-le- 
Grand;  H.  Bourget,  à  Aix;  Forceviile,  à  Sainl-Omei-;  Tinel,  à  Rouen;  Fiévet,  à  Lille; 
Simonet.  à  Neufcliùteau  (Vosges  ;  Bauduin,  àBeauvais;  Leclaii-,  à  Passy  ;  Bartlie, 
à  Tarbes;  Prost  à  Lons-le-Saunier;  Moreau,  à  Chàteauroux. 
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QUESTION  337 

isolation  par  il.  X.  Joly,  élève  du  Lycée  de  Tarbes  (Classe  de  M.  Escary] 


Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre,  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  ;  r',  r",  r"'  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits. 
Démontrer  que  l'on  a 

1"  p'^  Z  271--  ; 


2°  2p 


^^^-f^-^^-fW 


On  a 


PREMIÈRE  SOLUTION 

(p  —  a)(p  —  b)(p  —  c) 


P 
La  queslion  revient  alors  à  vériJier  l'inégalité 

p'^    >   2y{p  —  a)(p  —  b)(p  —  c) 

que  l'on  peut  écrire 

^a_±^_j-_^J  >  (a  +  ^  -  c)ib  +  c  +  a)(a  +  c  -  6). 

Or   la   moyenne    géométrique    de  plusieurs   nombres  est 
inférieure  à  leur  moyenne  arithmétique,  on  a 

'  '        ^    >  abc 


3 
et  l'on  sait  que  si  a,  b,  c  sont  positifs  et  inégaux, 

abc  >  (a  -\-  b  —  c)(b  -j-  c  —  d){c  -\-  a  —  b). 
L'inégalité  proposée  est  donc  satisfaite. 
Si  a  =  b  =  c,  cette  inégalité  devient  une  égalité, 

DEUXIÈME    SOLUTION 

On  sait  que  dans  tout  triangle  équilatéral 

p2  =^  27?-^ 
Or  le  triangle   équilatéral   est  de    tous  les  triangles    de 
même  périmètre  celui   qui  a  le  plus  grand  cercle  inscrit, 
quand  ce  triangle  deviendra  scalène  on  aura  donc 

p2  >  2yr\ 
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On  a 

(1)  (2)  (3)  (4)-  '  (5) 

S  =\J  rr'r'r'  =  pr  =  [p  —  a)r'  =  (p  —  b)r"  =  (p  —  c)r\ 
En  combinant  (1)  avec  les  expressions  qui  suivent  on  tire  : 

„   1/  r'r'r'"  ^         1/   rr'r'" 

1/  rr'r'"  ,         ,1/   't'/-" 

d'où,  retranchant  les  trois  dernières  égalités  obtenues  de  la 
première,  et  simplifiant  : 

3  |^2E^  _  j/^ZEî  _  ^|.lqL  _  y'jzzi  =  2p. 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Rivai-d.au  Mans;  Lapareillé,Noir 
lycée  Henri  IV;  Baudoin,  à  Béarnais;  H.Bourget,  à  Aix;  Prost,  à  Lons-le-Saunier; 
Leglos,  à  Avignon  ;  Moreau  à  Chàteauroux  ;  Fiévet,  à  Lille. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


BESANCON 

On  donne  une  pyramide  SABCD,  à  base  carrée,  dont  la  hauteur  et  la  demi- 
diagonale  sont  h  et  a.  Du  sommet  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire  AR  sur 
l'arête  opposée  SC  ;  et  par  cette  perpendiculaire  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
à  SC;  ce  point  détermine  dans  la  pyramide  une  section  AF  KG.  On  demande  le 
volume  ABCDFGK.  Application  :  /t  =  4;  a  =  i. 

—  On  donne  un  quadrilatère  ABCD  dont  l'angle  B  est  droit;  les  côtés  AB,  BC, 
CD,  DA  sont   respectivement  égaux  à  28,  32,  17  et  7;  trouver  l'angle  d    f 
diagonales. 

—  On  donne  un  plan,  et  un  point  non  situé  dans  le  plan  ;  on  demande  de  fai 
tourner  le  point  autour  d'un  axe  vertical  de  façon  à  l'amener  dans  le  plan. 

—  Eésoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  un  angle  adjacent  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 

—  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  OA  =:  R,  on  fait  un  angle  OAP  =  a.  un 
autre  angle  OAM  =  |3.  Trouver  la  surface  raixtiligne  APM. 


GAEN 


Les  distances  d'un  point  M  à  la  hauteur  AH  et  à  la  base  BC  d'un  triangle  ABC 
sont  œ  et  y;  on  connaît        AH  =  ft;  HB  =  6;  HC  =  c; 
On  demande  de  calculer  en  fonction  de  x  et  de  y  la  somme  des  carrés  des  disj 
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tances  du  point  H  aux  trois  sommets  du  triangle,  et  de  trouver  quelles  valeurs  on 
doit  donner  à  x  et  à  y  pour  que  cette  somme  soit  minima. 

—  On  a  emprunté  une  somme  de  looooo  francs,  que  l'on  rembourse  par 
annuités  de  6000  francs;  le  taux  étant  5  o/o  on  demande  au  bout  de  combien 
d'années  la  dette  sera  amortie. 


DIVERS 


Deux  triangles  MAB,  NAB,  ont  pour  base  commune  AB  ;  on  a  en  outre 
MA  —  JIB  =  NA  =  AB, 
2NB  ==  AB, 
et  l'angle  dièdre  MABN  que  forment  leurs  plans  est  de  45  degrés.   Construire 
l'angle  MAN,  et  la  distance  MN.  f  Dijon.) 

—  Étant  donnée  une  droite  AB  de  longueur  a,  la  |)artager  par  un  point  C  en 
deux  parties  telles  que  si  sur  chacune  d'elles  on  construit  un  triangle  équilatéral, 
la  somme  des  aires  dfe  ces  triangles  soit  minima.  (Toulouse.) 

—  Inscrire  un  rectangle  dans  un  triangle  de  base  et  de  hauteur  données,  de 
telle  manière  que  le  volume  engendi'é  par  le  rectangle  tournant  autour  de  la  base 
du  triangle  soit  maximum.  (Toulouse.) 

—  On  donne  une  circonférence  de  rayon  i  ;  calculer  le  côté  du  polygone  de 
vingt-quatre  côtés  inscrit  dans  cette  circonférence.  (Toulouse.) 

—  Résoudre  sin  x  +  \/3  cos  a;  =  i .  (Toulouse.) 

R  r 

—  Maximum  et  minimum  de  H .  1  Rennes.) 

X  a   —  X 

—  Calculer  la  hauteur,  le  rayott  du  cercle  de  la  base  et  l'angle  au  sommet 
d'un  cône,  sachant  :  1"  que  le  volume  est  de  1  litre;  2"  que  la  surface  convexe 
est  à  la  surface  de  base  comme  le  côté  du  triangle  équilatéral  est  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  (Montpellier.) 

—  Maximum  et  minimum  de —,  et  de 


I  -\-  X-  I   +  cos-  X 

(Montpellier.) 
—  On  fait  tendre  x  vers  l'unité  et  l'on  demande  la  valeur  limite  de  l'expres- 
sion 


x^  +  2x-  —  3x 

(Nancy.) 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  l'hypoténuse  a  et  la  diflërence 
m  des  deux  autres  côtés.  Condition  de  possibilité  des  triangles.  Dans  le  cas 

particulier  oiJ  m  =  -^  a,  calculer  les  angles  du  triangle  et  le   rayon    du 

cercle  inscrit.  ^Montpellier.) 

—  Étant  donnés  les  quatre  côtés  d'un  trapèze,  calculer  les  diagonales  et  la 
surface.  (Nancy.) 

—  Déterminer  entre  quelles  limites  i)eut  varier  la  fonction 

X-  +  X 

(Poitiers.) 

—  Si  par  un  point  extérieur  à   une  sphère  on  mène  trois   sécantes,  démon- 
i-er  que  le  pioduit  des  distances  de  ce  point  aux  deux   points  d'intersection 

de  chaque  sécante  avec  la  sphère  est  constant.  La  réciproque  est-elle  vraie? 

(Poitiers.) 
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—  Condition  d  équilibre  de  la  vis,  déduite  du  principe  de  l'égalité  du  tra- 
vail moteur  et  du  travail  résistant.  (Marseille.) 

—  EnvelopperuncercleOdans  une  couronneden  cercles  extérieurs  égaux  entre 
eux,  tangents  entre  eux  et  au  cercle  donné.  Calculer'  les  Kljons  tlôs  cercles 
extérieurs  au  moyen  du  rayon  R  du  cercle  donné  et  du  côté  a  du  polygone  de 
n  côtés  inscrit  dans  ce  cercle.  Considérer  le  cas  où  il  y  aura  six  cercles  exté- 
rieurs. (Marseille.) 

—  Démontrer  que  si  une  circonférence  roule  dans  l'intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  double,  un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile  décrit  un  dia- 
mètre de  la  circonférence  fixe.  (Marseille,) 

—  Pour  mesurer  la  distance  d'un  point  A  à  un  point  inaccessible  F,  on  prend 
sur  une  perpendiculaire  AB  à  AF  une  longueur  AB  =  c;  puis  on  fait  en  A,  avec 
AB,  un  angle  BAC  :=  a;  on  mesure  la  longueur  AC  :=  b  dont  l'extrémité  C  est  à 
la  renconire  de  BF  et  de  AC  ;  calculer  AF.  (Grenoble.) 

—  Dans  la  fraction — — -,  on  supjjose  que  œ  prenne  toutes  les 

X-  -f-  4 

valeurs  réelles  positives  ou  négatives  et  on  demande  de  déterminer  :  1°  le  maxi- 
mum et  le  nliniuium  de  cette  fraction,  et  les  valeurs  correspomlantesde  x;  i"  les 
valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fraction  est  négative.  (Grenoble.' 

—  Étant  données  les  bases  et  la  hauteur  d'un  trapèze,  calculer  la  ligne,  paral- 
lèle aux  bases,  qui  partage  la  surface  du  trapèze  en  deux  parties  dans  un  rapport 
donné.  /Grenoble.) 

—  On  donne  deux  rectangles  de  même  périmètre  ;  les  côtés  de  l'un  sont  8  et  4  ; 
la  surtacedu  secohd  est  la  moitié  de  la  surface  du  premier,-  calculer  ses  côtés. 

(Clernionl.) 
-^  Trouver  trois  nombres  en  progression  géométrique,  tels  que  leur  somme 
soit  égale  à  a,  et  la  somme  de  leurs  carrés  à  b.  Appliquer  à  a  ^  19;  b  =  i33. 

(C  1er  mon  t.) 

-,    ,  I         ,     ,       .      «  au 

—  bâchant  que  cos  a  =  -^,  calculer  sin  — ,  cos  — ,  tg  — , 

^  5  2  2  '  "    2 

(Clermonf.) 

—  Maximum  de  sin  x  +  sin  y,  sachant  que  x  +  y  =  a.  (Clermonl. 

—  Sur  le  prolongement  du  diamètl-e  d'une  circonférence  de  rayon  R,  on  prend 
de  part  et  d'autre  de  la  circonférence  deux  points  A  et  B,  tels  que  AB  ==  d,  et 
on  mène  les  tangentes  AA'.  BB';  que  doivent  être  les  distances  AO  et  BO  pour 
que  l'arc  AB',  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  une  xone  de  surface  donnée"? 

(Rennes.) 

—  Dans  un  triangle  rectangle  ABC  on  donne  l'hypoténuse  BC  =  a,  et  l'angle  B. 
Par  un  point  D,  pris  sur  le  prolongement  de  BC,  on  mène  à  cette  ligne  une 
perpendiculaire  DX  autour  de  laquelle  on  fait  tourner  le  triangle;  on  demande 
de  déterminer  le  iioint  D  par  la  condition  ([ue  le  volume  engendré  soit  double 
de  celui  qu'engendrerait  le  même  triangle  en  tournant  autour  de  CR  perpendi- 
culaire à  BC  menée  par  le  point  C.  (Grenoble. j 
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RECHERCHES  SUR  UNE  FAMILLE  DE  CONIQUES 

Par  M.  li.  Ibach,  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


I.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  à  deux  coniques  U,  V  se  coupent  sous  un  angle  don- 
né a  est  une  conique. 

En  effet;,  xyz   étant  les  coordonnées   d'un  point   du    lieu, 
les  polaires  ont  pour  équation 
xUa;  -f  yJJ'y    -}-  jsU'  -  =  o,     xY'a^  +  yY'y  -j-  ^V  -    =  o. 
Exprimant  que  ces  droites  se  coupent  sous  l'angle  a,  on 
trouve 

U'^  Yy  —  V'^  V'y^   +    lang   a  [  U'^  V'^  -f    U',;  Yy  ]  =  o, 
qui    est   une   conique  que  je   désigne  par  P»    de  U    et  V. 
On  peut  l'écrire  : 

Pa=z=Po+  tang  a.  Pjr^=   o....  (1) 

2 

Il  serait  bon  de  remarquer  ici  que  le  lieu  se  compose  en 
réalité  de  deux  coniques,  tang  a  pouvant  être  précédée 
du,  double  signe.  Cependant  lorsque  a  varie,  l'équation  (1) 
represeirte  une  famille  de  coniques  dont  nous  allons  étudier 
quelques  propriétés. 

IL  —  Les  coniques  Pa  de  deux  coniques  U,  V,  sont  circon- 
scrites à  un  même  quadrilatère. 

Gela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (1)  qui  montre 
déplus  que  ce  quadrilatère  est  formé  par  les  points  communs 
à  Pa  et  Ptt.  On  pourrait  donc  établir    de  nouveaux    théo- 

2 

rèmes  en  appliquant  aux   courbes  Pa   toutes   les  propriétés 
des  coniques  passant  par  quatre  points. 

III. —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  l'intersec- 
tion de  deux  coniques  U,  Y  est  la  courbe  Vo  de  ces  deux  co- 
niques. 
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L'équation  générale  étant  U  -|-  XY  =  o,  ou  doit  éliminer 
X  entre  les  deux  égalités 

U'..  +  XV',.  =  o,     Uy   +  XV, y   =  o, 
ce  qui  donne 

Po     =z   U'xV'y  —   Y'x  U  y    =  o,  G.  Q.    F.  D. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  d'une  autre  manière: 

Les  polaires  des  points  de  la  (conique  des  neuf  points) 
de  deux  coniques  U,V,  sont  deux  à  deux  parallèles. 

Il  en  résulte  évidemment  que  : 

Le  lieu  du  centre  des  coniques  P  de  U  et  V  est  la  conique 
P'o  des  coniques  Po  et  P-. 

IV.  —  En  employant  la  méthode  des  polaires  réciproques 
on  verrait  aussi  que 

L'enveloppe  des  droites  telles  que  la  ligne  joignant  leurs 
pôles  par  rapport  à  deux  coniques  U,  V,  soit  vue  d'un  point 
donné  sous  un  angle  a,  est  une  conique  dont  l'équation  tan- 
gentielle  est  de  la  forme 

Qo  +XQ_^=Qa  =o....  (2) 

2 

Qo,  Qtu  étant  les  équations  tangentielles  des  coniques  corres- 

2 

pondant  à  a  =  o,  a  =  -^.  En  faisant  varier  a,  (2)  représen- 
tera une  famille  de  coniques  inscrites  dans  un  même  qua- 
drilatère formé  par  les  tangentes  communes  à  Qo  =  o  et 
Qj^=  o. 

2 

En  leur  appliquant  les  propriétés  des  coniques  tangentes  à 
quatre  droites,  on  aurait  de  nouveaux  théorèmes;  ainsi  ; 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  Q  de  deux  coniques  est  une 
ligne  droite 

V,  —  Les  formes  de  Po    et  P  ■::  montrent  que  les  courbes 

P  de  deux  coniques  passent  par  leurs  centres,  il  en  résulte 
que  : 

Les    courbes    P     de    deux    coniques     concentriques     se 
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réduisent  à  des  systèmes  de  droites,  car  elles  doivent  avoir 
un  point  double  au  centre  commun. 
En  considérant  les  couiqaes  Po,  P  r.  d'une  conique  rapportée 

à  ses  axes    et  d'un  cercle,  ou  voit  que  la  conique  Pt:  est 

liomotliclique  à  cette  conique  et  qu'elle  la  coupe  suivant  la 
polaire  du  centre  du  cercle  ;  que  Po  est  une  hyperbole 
oquilatëre  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de 
la  conique.  Ces  résultats  étant  d'ailleurs  indépendants  du 
rayon  du  cercle,  les  courbes  P  d'une  conique  fixe  et  d'un 
cercle  à  centre  fixe  et  rayon  variable  sont  constantes. 

On  verrait  de  môme  que  la  courbe  Po  de  deux  cercles  est 
la  ligne  des  centres  et  que  Ptt  est  le  cercle  décrit  sur  cette 

ligne  prise  comme  diamètre,  les  courbes  P  étant  évidem- 
ment les  mêmes,  quels  que  soient  les  rayons. 

Les  coniques  P  d'une  parabole  et  d'une  conique  quel- 
conque sont  forcément  des  hyperboles,  car  elles  doivent 
passer  par  le  centre  de  la  parabole  qui  est  à  l'infini. 

VI.  Théorème.  —  Lorsque  les  coniques  U,  V  .se  coupent 
sous  l'ançile 'j.,  la  couvheV-j.  passe  par  Jeurs  points  communs. 

En  effet,  les  polaires  de  ces  points  étant  les  tangentes 
aux  coniques  se  coupent  sous  l'ang-le  y.  d'après  l'hypollièse. 
11  résulte  de  là  un  moyen  d'exprimer  que  deux  coniques 
se  coupent  sous  l'angle  7..  Il  suiUt  d'éliminer,  en  effet,  x  et  y 
entre  U  =  o,     V  =  o,   P^    =  o. 

De  même  : 

La  condition  pour  que  deux  coniques  soieni  iangëlites, 
s'obtient  en  exprimant  qu'il  y  a  des  solutions  comillUnes 
en  ce  et  1/  entre 

U  =  o,  V  =  o,  Po  =  o. 

Enfin,  celle  qui  indique  que  deux  coniques  sont  ortho- 
gonales s'obtient  en  éliminant  x  el  y  entre 

U   =   o,    V  =  o,     P  t:  z=  o. 

Lorsque  deux  coniques  sont  homofocales,  la  conique  F  -z 
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passe  par  leurs  points  communs  ;  car,  dans  ce  cas,  elles  se 
coupent  orthogonalement. 

VII.  —  Gousidorous  maintenant  un  système  de  trois 
coniques  U,  V,  W. 

Théorème.  —  Les  coniques  P^  de  U,Y,  Pp  de  V,  W, 
P-  _  a  -  p  de  W,  U,  se  coupent  aux  mêmes  points. 

En  effet,  soit  un  point  dont  les  polaires  par  rapport  à 
U,  V,  W,  sont  (i),  (2),  (3).  S'il  est  commun  à  P.,  Pp 
(i),  (2)  secoupeut  sous  l'angle  y.  et  (2),  (3)  sous  l'angle  p, 
mais  comme  (i),  (2),  (3)  forment  un  triangle,  (i),  (3)  se 
coupent  sous  l'angle  ■::  —  -/  —  [3,  le  théorème  est  donc 
démontré.  Il  en  résulte;  les  coniques  P  -  de  U,  V;  V,  W, 

ont  leurs  quatre  points  communs  sur  Po  de  U  et  W. 

Les  coniques  Po  de  U,  V,  W  considérées  deux  à  deux  se 
coupent  aux  mêmes  points,  qui  sont  aussi  sur  le  Jacobien, 
car 


J  = 


\]'se    U'y    U':; 

V'x      Ty      Y, 

W'or  w,/  ^\, 


=    l,    Po     +   X,    Po    +  X,    Po 


VIII. —  Les  conditions  pour  que  trois  coniques  U,  V,  W 
soient  tangentes  au  même  point  s'obtiendront  eu  éliminant 
œy  entre 

U  =   O,    V   =   O,    W  =  O,  Pur   =  O,  Fvw   =  O,    P„v(    =    O, 

car,  les  coniques  ayant  même  tangente  au  point  commun, 
celui-ci  doit  appartenir  aux  courbes  Po. (Gomme  il  ne  sera 
plus  question  que  des  coniques  Po,  Pue  indiquera  la  conique 
Po  de  U  et  V.)  Ges  conditions  seront  donc  au  nombre  de 
quatre.  En  général  les  conditions  pour  que  n  coniques 
Vi,  U2,...  U„  soient  tangentes  au  même  point,  s'obtiendront 
eu  éliminant  xy  entre 

Ui  =:  o,    U2   =  o U„  =  o,  Pm,„,  r=   o,   P„,„_,   r=   O.  .  .  . 

Le  nombre  des  coniques  Po  étant  .    celui    des 

I  —  2     ' 

coniques  étant  n,  le  nombre  des  conditions  sera  eu  général 
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de 


lUn  —  I 


I                         n{7i  +  1  ) 
-j-  n  —  2  ou  ■ —  2. 


IX.  —  Lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  trois  coniques  U,V,W  forment  un  triangle  de  surface 
donnée. 

Les  polaires  d'un  point  xyz-  étant 
xU'x  +  yV'y  +  -U  ;  =  o ,  xY'x  +  yy'y  +  zY'z  =  o , 
xWx  4-  2/W^  +  ^W-  =  o, 
la    surface    du    triangle    formé    par    ces    droites    est    (voir 
au  Journal,]).  I64)  : 


Va. 


v 


c'est-à-dire 


v, 


L3  dénominateur 
indiquant  le  produit 
des  mineurs  de  la 
dernière  colonne  : 


9 


ou  encore 


(UV)(VW)(WU)  • 


L'équation  du  lieu  sera  donc 

C2  V   p  p      p 

c'est-à-dire  une  courbe  du  sixième  degré  passant  par  les 
quatre  points  communs  à  P«y.PiOMP  •  On  obtiendrait  de 
même  la  surface  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  polai- 
res d'un  point  par  rapport  à  LT^UjUglli  en  décomposant  en 
triangles,  on  aurait  des  expressions  de  la  forme 

'-'131  '-"123 


S  = 


ou  encore 
p" 


P   P   P 

•■^13^  34-"-  41 


P12P23P3 


12^ 


^  (i3'(34)(4i)^  (i2)(23)(3i) 
désignant  la  conique  P  de  U^  et  Uj  . . . 
Ou  aurait  autant  de  formes  différentes  de  Sn  que  de  com- 
binaisons deux  à  deux  avec  les  combinaisons  trois  à  trois 
des  quatre  nombres  1.2.3.4.  c'est-à-dire  six  manières 
différentes.  On  voit  bien  que  ce  raisonnement  s'applique  au 
polygone  de  n  côtés  formé  par  les  polaires    d'un   point  par 
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rapport  a  n  coniques  :  U^Ua Un  .  On  formera,  eu  eflfet, 

la  surface  cherchée  en  faisant  les  combinaisons  trois  à  trois 
des  n  nombres  i  .2.3  ...  n;  on  prendra  les  Jacobiens  cor- 
respondants qu'on  élèvera  au  carré  et  qu'on  divisera  ensuite 
par  le  produit  des  coniques  Po  correspondant  à  la  combi- 
naison. On  fera  ensuite  celles  (?i  —  3)  à  (n  —  2)  des  termes 
ainsi  formés  et  on  les  joindra  en  leur  donuant  le  signe  -j-  ou 
—  sauf  au  ijremier.  On  aura  ainsi  des  expressions  de  la 
surface,  de  forme 

(i,  3,  n~pf  (1.2.3)2 


Z.= 


<y        {i,3)(i.n-p)(li-  l>,  i)        (..2)(2.3)(3.i) 

Le  nombre  de  ces  diverses  expressions  sera,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  celui  des  combinaisons  ?i  —  2  à  /i  —  2 
des  combinaisons  trois  à  trois  de  w  nombres.  Or,  ces  der- 
nières sont  au  nombre  de 

n{n  —  i)()i  —  2) 
m  =  '—T. 

I     .2.3. 

Le  nombre  total  N  des  expressions  sera,  par  suite, 

^  m{m  —  ]  )   ...   {m  —  n  -\-  3) 

I    .   2   .   3   . .   (n  —  2) 
n{n —   i){n  —  2)    /n(n —  i)(n  —  2) 


1.2.3.  \  1.2.3 


1 .  2 .  3 . .  {n  —  2) 
Si,  dans  la  formule  précédente,  on  considère  ^n  comme 
une  constante,  elle  représentera  le  lieu  des  points  tels  que 
leurs  polaires  par  rapport  à  n  coniques  forment  un  poh'gouc 
de  surface  constante.  Or,  les  dénominateurs  étant  chassés, 
le  second  membre  a  pour  degré  celui  du  produit  P12  P23  •  •  • 
c'est-à-dire        n(n —  i)  et  le  premier 


rn{n  —  I)  1 


Donc 


Théorème.  —  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  n  coniques  Ui  Ug  ...  Un  forment  un  polygone  de 
surface  donnée  est  en  général  de  degré  n(n  —  i). 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  a  bien  six,  ce  que  nous  avons 
trouvé  directement . 
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...  Nous  éluclierons  en  dernier  lieu  la  question  suivante  : 
Problème.  — Étant  données  n  coniques  UiU^...  U„  dans  un 

plan,  déterminer  le  nombre  de  conditions  qu  elles  doivent  remplir 

pour  qu'il  puisse  exister  un  point  dont  les  n  polaires   forment 

un  polygone  régulier. 
La    somme    des  ani^-Ies   du    polygone    sera    évidemment 

(n —  2)  t:,  et  comme  il  y  a  n  angles  égaux,  chacun  d'eux  sera 

égal  a  r:  — . 

n 

Le   point  cherché  devra  donc  se  trouver  sur  les  courbes 

P  27:    de  toutes  les  coniques  considérées  deux  à  deux. 

On  aura  donc  un  système  d'équations  de  la  forme 

P  ,     .  ^      2T.    =    o 

H3)  -rc- 


n{n  —  i) 
(lui  seront  au  nomJ3re  de  — ^^ '.avec    deux  inconnues 

I    .    2 

seulement  :  x,  y.  En  les  éliminant  on  aura  pour  le  nombre 
de  conditions  cherché: 

n{n  —   i) 


•  2  —  I  ,  car  dans   les   équations  précédentes 

il  y  en  a  une  qui  rentre  forcément  dans  les  autres. 

En  particulier  si  ??=  3,  on  trouve  zéro,  ce  qui  prouve  que 
ce  problème  est  toujours  possible  dans  ce  dernier  cas. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par     M.     E.      J.       Boqiiel. 

[Suite  et  fin  ;  voir  page  3o0]. 


L'étude  détaillée  des  théorèmes  qui  résultent  du  principe 
de  dualité   dépasserait    de  beaucoup  les  limites  que   nous 
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sommes  forcé  de  nous  imposer  dans  ce  journal  ;  un  pareii 
travail  ne  pourrait  même  pas  être  complet  sans  prendre  des 
proportions  volumineuses;  mais,  pour  faire  ressortir  la  fer- 
tilité du  principe  de  dualité,  nous  choisirons  quelques 
exemples  parmi  les  plus  intéressants,  et  nous  montrerons 
comment  des  propositions  qu'il  serait  diflîcile  d'établir  direc- 
tement résulieut  presque  immédiatement  de  l'interprétation 
des  équations  en  coordonnées  tangentielles. 

On  sait  que  les. polaires  clnn  point  du  plan,  par  rapport 
aux  différentes  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  donné, 
passent  toutes  par  un  même  point.  — -Ce  théorème  résulte  de  ce 
que  l'équation  de  la  polaire  d'un  point  6ro!/o)  par  rapport  aux 
coniques  comprises  dans  l'équation  MN-|-  ''^PQ  =  o  ne  con- 
tient qu'un  paramètre  arbitraire  au  premier  degré. 

Or  l'équation  MN  -f-  XPQ^  o,  en  coordonnées  tangentielles, 
représente,  comme  nous  l'avons  vu,  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  dont  les  sommets  opposés  ont  ^Dour 
équations  M  =  o,  N=  o,  d'une  part,  et  P  =:o,  Q=:o,  d'autre 
part.  L'équation  du  pôle  d'une  droite  donnée  (u^v^)  par 
rapport  à  ces  courbes  est  exactement  de  la  même  forme  que 
l'équation  de  la  polaire  du  point  (XqIJq)  dans  le  théorème 
précédent  ;  elle  ne  contient  donc  qu'un  paramètre  arbitraire 
au  premier  degré;  donc  tous  les  points  qu'elle  représente 
sont  sur  une  même  ligne  droite.  Ou  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant,  corrélatif  du  premier  :  Les  pôles  d'une  même 
droite,  par  rapport  aux  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
donné,  sont  en  ligne  droite. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  lieu  des  centres  des  coni' 
ques  inscrites  dans  un  quadrilatère  donné  est  une  ligne  droite; 
car  la  polaire  s'éloignantà  l'infini,  son  pôle  devient  le  centre 
de  la  conique. 

Parmi  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  donné,  si 
l'on  considère  en  particulier  les  trois  coniques  infiniment 
aplaties  qui  sont  les  trois  diagonales  de  ce  quadrilatère, 
leur  centre  est  au  milieu  de  chacune  d'elles;  le  lieu  des 
centres  est  donc  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  dia- 
gonales; d'oii  il  résulte  incidemment  que  les  milieux  des 
diagonales  d'un  qua  Irilatcre  complet  sont  en  lieue  droite. 
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Théorème  corrélatif  du  théorème  de  Desargues.  —  Les 
tiingenies  menées  imr  un  point  fixe  à  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère  sont  en  involution.  —  Le  lliéorènie  géné- 
ral de  Desargues  dit  qae  les  coniques  circonscrites  ii  un  qua- 
drilatère déterminent  sur  une  droite  fixe  des  segments  en  invo- 
lution. La  démouslratiou  résulte  de  ce  que  les  points  situés 
à  l'intersection  de  la  droite  fixe  avec  les  coniques  MN 
-|-  XPQ  =  o  satisfont  à  une  relation  de  la  forme  aE}  -\-  6K 
+  c  4-  A(a'K2  +  6'K  4-  c')  =  o. 

En  coordonnées  tangentielles  l'équation  MX  -\-  àPQ  =  o 
représente  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère; les  tangentes  issues  d'un  point  fixe  satisfont  donc,  en 
vertu  du  même  calcul,  à  une  relation  de  la  forme  oss?  -\-  6K 
-}-  c  -f-  Àfa'K^  -{-  6'K  -\-  c)  =  o  ;  ces  tangentes  sont  donc 
en  involution;  c.  q.  f.  d. 

Parmi  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD, 
si  l'on  considère  eu  particulier  celles  qui  sont  formées  cha- 
cune de  deux  sommets  opposés,  le  théorème  précédent 
engendre,  comme  corollaire  immédiat,  le  suivant  : 

Les  droites  qui  joignent  un  point  du  plan  aux  sommets  opposés 
d'un  quadrilatère  et  les  tangentes  menées  de  ce  point  ci  une  coni- 
que inscrite  dans  le  quadrilatère  forment  involution.  —  Ces 
théorèmes  ont  de  nombreuses  conséquences,  qui  sont  pour 
la  plupart  très  connues,  et  dans  le  détail  desquelles  nous 
n'avons  pas  d'ailleurs  le  loisir  d'entrer. 

—  S?  l'on  considère  deux  angles  circonscrits  à  une  conique,  leurs 
sommets  et  les  contacts  de  leurs  côtés  appartiennent  à  une  même 
conique.  —  Soit  aS  -\-  Ky-  =  o  l'équation  d'une  conique 
tangente  aux  deux  droites  a  =  o,  f5  =  o,  aux  points  où  la 
droite  y  =:  o  rencontre  ces  deux  droites  ;  l'équation  de  la 
polaire  du  sommet  (xiijiZ^)  du  second  angle  par  rapport  à 
cette  courbe  est  xjx  -\-  yify  -\-  '-if'z  =  o.  L'équation  géné- 
rale des  coniques  passant  par  les  rencontres  des  deux  cordes 
de  contact  avec  la  c-nique  considérée  est 

aP  -f  Kf  +  ).y  {X,fa^  -f  y,  f'y  -f  zf,)  =  O. 

Si  l'on  exprime  que  cette  conique  passe  par  le  sommet  du 
premier  angle  {x^=  o,  S=  o),  on  aura  : 
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Ky-  +  h  {x,.2Krf^  +  yi-2^rfy  +  -i-aKyv',)  =  o 
ou  I  +  2  À  (j?i  y'x  H-  2/1  y'î/  +  Zi  y'z)  =  o . 

L'équation  de  la  conique  dont  il  s'agit  est  donc 

2(a|5  +  Kf){x,y'a;-\-yau  +  -iY'^)  —  T  (J^if-r  +  Vif  y  +  -1/'--)  =0 
si  Ton  y  remplace  x,  y,  z  par  x^y^'-^  et  que  l'on  remarque 
que  xfx  +  2/1  f'y,  +  -lA,  =  2f(x^yiZ.i)  =  2  (a^Si  +  Ky,'-) 
et  que  x^yx  +  ^/^y'^   -f-  ;;^y;^  =  y^ 

111 
on  a  identiquement 

2iu.ipi  +  K'fi-Yfi  —  yi.2(aiSi  H-Kyi^)  =  o. 

La  conique  passe  donc  aussi  par  le  sommet  du  second 
angle. 

Le  même  calcul,  en  coordonnées  tangentielles,  signifie 
que  la  conique  tangente  aux  côtés  des  deux  angles  et  à 
la  corde  des  contacts  du  premier,  est  aussi  tangente  à  la 
corde  des  contacts  du  second.  Ce  calcul  démontre  donc 
le  théorème  suivant,  corrélatif  de  celui  que  nous  avons 
énoncé  : 

Si  l'on  considère  deux  angles  circonscrits  à  une  conique,  les 
quatre  côtés  des  deux  angles,  et  leurs  cordes  de  contact  sont  six 
tangentes  à  une  même  conique. 

—  On  démontre  que  si  deux  triangles  sont  conjugués  par 
rapport  a  une  conique,  leurs  six  sommets  appartiennent  à  une 
même  conique.  —  Transportons  la  démonstration,  sans  y  rien 
changer,  dans  le  système  des  coordonnées  tangentielles; 
on  aura  ainsi  un  nouvel  exemple  de  ce  fait  que  les  démons- 
trations faites  pour  les  théorèmes  directs  n'ont  pas  besoin 
d'être  répétées  pour  leurs  corrélatifs. 

U=o,  V^o,  W  =  o  étant  les  équations  des  trois  som- 
mets de  l'un  des  triangles  donnés,  l'équation  d'une  conique 
conjuguée  par  rapport  à  ce  triangle  est  aJJ'^  -{-  6V^  -j-  cW* 
=  o(l). 

Pour  que  le  second  triangle,  dont  nous  appellerons  M^, 
M2,  M3  les  trois  sommets,  soit  conjugué  par  rapport  à  la 
conique  (1),  il  faut  que  le  pôle  de  chaque  côté  soit  le  som- 
met opposé. 

Soient  (iq,  Vi),  {u-i,  v.^),  (u^,  u,)  les  coordonnées  des  trois 
côtés  M2M3,  M3M1,  M1M2  du  second  triangle;    représentons 
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par  Uj;  Vi,  Wi  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  li- 
néaires U,  V,  W  quand  on  y  remplace  uetv  par  u^,  i\  ;  soient 
de  même  U2,  V2,  Wg  et  U3,  V3,  W3,  les  résultats  analogues 
pour  U2,  ^2  et  W3,  V3. 

Le  pôle  du  côté  M2M3  par  rapport  à  la  conique  (1)  a  pour 
équation 

aJJJJ  -}-  6V1V  +  cWiW  =  o . 

Il  faut  que  ce  pôle  soit  le  sommet  M^,  c'est-à-dire  que  son 
équation  soit  vérifiée  pour  les  coordonnées  des  droites  MgM^ 
et  M1M2  ;  ce  qui  donne  les  conditions 

aU^U^  f  6V1V2  +  cWi  W2  =  o 
et  aUiU3  -f  &V1V3  -f  cWi  W3  =  o. 

Deux  groupes  de  conditions  analogues  exprimeront  de  même 
que  les  pôles  des  côtés  MgMi  et  M^Ma  sont  respectivement 
les  sommets  M2  et  M3  ;  ces  conditions  s'obtiennent  par  la 
permutation  circulaire  des  indices  i,  2,  3  ;  donc  pour  que  le 
second  triangle  soit  conjugué  par  rapport  à  la  conique  (1), 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  les  trois  conditions  : 
aUiUa  +  6V1V2  +  CW1W2  =  o 
aJJJJs  +  6V2V3  -f  CW2W3  =  o  (2) 

aV.IJ,  +  6V3V1   +  cWgWi  =  o 

Cela  posé,  l'équation  d'une  conique  tangente  aux  trois 
côtés  du  premier  triangle  est 

àUV  +  [xVW   -f  vWU  =0.  (3) 

Pour  que  cette  conique  soit  tangente  à  deux  côtés.  M^  M3 
et  M3  Ml,  de  l'autre  triangle,  il  faut  qu'on  ait 

XU2V2    +    [^^2^2     +    VW2U2   =    O. 

L'équation  de  la  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  premier 
triangle  et  à  deux  des  côtés  du  deuxième  triangle  est  donc 
UV       VW      WU 

UiVi  ^\^Y,  ^^\J]^ 
U2V2  V2W2  W2U2 

Or  cette  conique  est  tangente  au  troisième  côté  (U3,  V3,  W3) 
du  deuxième  triangle;  car  on  a  identiquement,  en  vertu 
deS  conditions  (2)  qui  sont  satisfaites  pour  des  valeurs  de 
a,  b,  c,  autres  que  zéro  : 


(4) 
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U,U3     V,V3     W,W3 

U3U,    Y3V1    W3W, 
et  il  est  facile  de  voir  que  ce  déterminant  est  identique  au 
suivant 

UiVi     V^Wi    W^Qi 

u.,v,   v,^^^  v^wj^ 

U3V3        V3W3^W3U3 

qui,  égalé  à  zéro,  exprime  précisément  la  condition  pour  que 
la  conique  (4)  soit  tangente  au  troisième  côté  du  deuxième 
triangle. 

Par  conséquent,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  le  corrélatif  de  celui  que  nous  avons  énoncé  en  commen- 
çant, et  qui  résulte  ainsi  de  la  même  démonstration  faite  en 
coordonnées  taugentielles  : 

Quand  deux  triangles  sont  conjugués  2)ar  rapport  à  une  conique, 
leurs  six  côtés  sont  tangents  à  une  même  conique. 

Les  divers  exemples  que  nous  venons  de  donner  suffisent  am- 
plement à  montrer  qu'on  peut  déduire  tous  les  théorèmes  rela- 
tifs aux  tangentes  des  théorèmes  relatifs  aux  points;  on  voit 
aussi  qu'il  est  inutile  de  refaire  les  démonstrations;  car 
elles  se  transportent  intégralement  dans  le  système  des 
coordonnées  tangentielles.  Le  principe  de  dualité  se  trouve 
donc  mis  en  évidence  par  une  voie  purement  analytique,  et 
la  géométrie  de  calcul,  grâce  à  cet  instrument  dont  la 
puissance  est  remarquable,  devient  capable  de  donner  les 
résultats  fournis  par  la  géométrie  pure.  Comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  il  nous  serait  impossible,  sans  reculer  outre  mesure 
les  limites  de  ce  travail,  de  passer  en  revue  même  les  princi- 
paux de  ces  résultats;  mais  en  prenant  le  Traité  des  sections 
coniques,  de  Ghasles,  le  Traité  des  propriétés  projectives  des 
figures  de  Poucelet,  la  plupart  des  travaux  de  Steiner,  le 
lecteur  reconnaîtra  facilement  que  les  beaux  théorèmes  dus 
à  ces  grands  géomètres  peuvent  être  obtenus  immédiatement 
par  corrélation  réciproque  à  l'aide  des  coordonnées  tangen- 
tielles. Nous  citerons  en  particulier  les  propriétés  des  pôles 
et  polaires  dans  les  coniques  bitangentes,  les  divers  modes 
de  génération  des  coniques,  etc.,  etc. 
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Un  fait  qui  dans  le  cours  de  cette  étude,  fixe  tout  d'abord 
l'attention,  c'est  la  grande  analogie  que  l'on  constate  à 
chaque  pas  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques  et 
l'emploi  des  coordonnées  tangentielles  :  un  grand  nombre  de 
théorèmes  s'obtiennent,  en  effet,  par  chacune  des  deux  métho- 
des. Or  il  est.facile  de  voir  que  cette  analogie  est  complète. 

En  effet,  quand  un  point  décrit  une  courbe,  sa  polaire  par 
rapport  à  une  conique  directrice  quelconque  reste  tangente 
à  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  par  rapport  à  cette 
conique.  La  polaire  réciproque  est  donc  l'enveloppe  des 
polaires  des  points  de  la  courbe  proposée. 

Soit  donc,  eu  coordonnées  tangentielles,  cp  {u,  v)  =:  o 
l'équation  d'une  courbe,  c'est-à-dire  Téquation  de  l'enve- 
loppe d'une  droite  mobile  ux  -j-  l'ij  —  i  =  o.  Cette  enve- 
loppe est  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  que  décrit  le 
pôle  de  la  droite  mobile  pris  par  raj^port  à  une  conique  direc- 
trice quelconque.  Si  nous  prenons  pour  directrice  le  cercle 
x^  -\-  y-  =  I,  la  polaire  d'un  point  (a(î)  par  rapport  à  ce 
cercle  a  pour  équation  7.x  -\-  ly  ^  i  ;  le  point  {ti)  coïncidera 
avec  le  pôle  d'une  droite  particulière  (u,  v]  si  l'on  identifie 
les  deux  équations  a.x  -]-  py  =  i  et  tix  -\-vy  —  i  =  o  ;  il  vient 
ainsi  a  =  u  et  S  =  v.  La  droite  mobile  se  déplaçant  de 
manière  que  w  et  v  satisfassent  toujours  à  la  relation  z>  (u,  v) 
=  o,  son  pôle  (7.[i)  par  rapport  au  cercle  directeur  se  dépla- 
cera de  manière  que  les  coordonnées  cartésiennes  a  et  ^ 
satisfassent  toujours  à  l'équation  o(%,  p)  =:  o  ;  cette  équation 
sera  donc,  en  coordonnées  cartésiennes,  celle  de  la  polaire 
réciproque  de  la  courbe  o  (u,  u)  =  o  par  rapport  au  cercle 
x^  -\-  y'^  ■=  I.  Cela  posé,  il  sera  facile  de  déduire  de  cette 
équation  celle  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  oi-xp)  =o 
en  coordonnées  cartésiennes  par  la  méthode  connue,  que 
l'on  développe  dans  la  théorie  des  polaires  réciproques.  La 
recherche  de  l'enveloppe  de  la  droite  ux  -\-  vy  =  i,  oh.  les 
paramètres  u  ei  v  sont  liés  par  la  relation  cp  [u,  v)  =  o, 
qui    est  l'équation   tangentielle    de  l'enveloppe,  peut  donc 


(*)  f'elte  démonstration  c-it  la  reproduction  de  celle  que  jai  donnée  dans  mes 
Leçons  de  fjeométiic  analylique  au  §  3  du  chapitre  i"'  du  livre  XI  {n-  639^ 


—  4^21  — 

se  ramener  à  la   recherche  de   la  polaire  réciproque  de  la 
courbe  cp  (x,  y)  =  o  par  rapport  au  cercle  x"^  -\-  y'^  =  i  (*). 

—  De  l'influence  de  cprtains  points  remarquables  sur  la  classe 
d'une  courbe.  —  Pour  terminer  cette  étude,  d'ailleurs  très 
sommaire,  sur  les  coordonnées  tangentielles  et  leurs  appli- 
cations, nous  entrerons  encore  dans  quelques  détails  sur 
les  cas  oïl  la  classe  d'une  courbe  d'ordre  m,  laquelle  est 
généralement  m(m  —  i),  vient  à  s'abaisser. 

On  sait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  (-/ây)  à  une  courbe  f(x,  y,  s)  =.  o  sont  à  la  rencon- 
tre de  cette  courbe  avec  une  autre  courbe,  du  degré 
m  —  I,  ayantpour  équation  a/"  -|-  if  -\-  yf  ^  =z  o  (première 
polaire  du  point  (aây). 

Le  nombre  de  ces  points  de  contact,  et  par  suite  le  nom- 
bre des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  d'un  point 
extérieur,  est  donc  généralement  7n{ni  —  i),  de  sorte  que 
la  classe  d'une  courbe  d'ordre  m  est  généralement  7?i(w —  i). 

Cette  classe  s'abaisse  lorsque  la  courbe  proposée  a  des 
points  multiples.  Il  est  facile  de  voir,  en  efTet,  que  tout  point 
multiple  d'ordre  p  d'une  courbe  est  un  point  multiple  d'or- 
dre p  —   I   dans  sa  première  polaire. 

Quand  un  point  est  multiple  d'ordre  p,  si  l'on  prend  ce 
point  pour  origine,  les  termes  du  moindre  degré  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe  sont  du  degré  p,  et  en  décomposant 
l'équation  en  groupes  homogènes,  elle  est  de  la  forme  : 

om{x,  ij)  4-  cpm-  1  yx,  y)  -\-  ...  +  op{x,  y)  =  o 
ou  en  y  introduisant  la  variable  apparente  j  : 

?m  {x,   y)  -f-  Z^m-\  {x,  y)-\-   ...    -f  zm-P':^p  {x,  y)  =  o. 
Si  l'on  forme  l'équation  a/".r  -|-  èf'y  --(-  y/";  =  o,  il  vient 

111^  '        '     m-i     '  '  '  P    il 

+  Y  L  9^_  I  +  •  •  •  +  ('«  —  P)-'"~''~  '  ? 

Or  dans  cette  dernière  équation,  l'ensemble  des  termes  du 

moindre  degré  est     ;;"'-/'(^'-?i'x    i~  ^'"^py) 

qui  sont  du  degré  p  —  i  ;  la  première  polaire  a  donc  à  l'oi  i- 
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gine  (c'est-à-clirc  au  iDoint  multiple  d'ordre  p  de  la  courbe 
dounce)  un  point  multiple  d'ordre  p  —  i . 

Dans  le  casoîi  l'on  prend  la  première  polaire  dupointmulti- 
ple  lui-même,  comme  on  sait  que  la  polaire  de  l'origine  a  pour 
équation  /'-  =  o,  cette  première  polaire  devient  la  courbe 

cp„,_  I    +    25cp,n-2   -f    .  .  .    +   {"^  —  p)z'''-P-  'fp  =   O, 

dans  laquelle  les  termes  dumoindre  degré  sont  de  l'ordre  p. 
Le  point  multiple  d'ordre  p  est  donc  multiple  du  même 
ordre  pour  la  première  polaire. 

Dès  lors,  si  une  courbe  présente  un  point  double,  la  pre- 
mière polaire  passe  en  ce  point;  il  y  a  donc  deux  des  inter- 
sections de  la  courbe  proposée  avec  la  courbe  des  contacts 
des  tangentes  issues  d'un  point  extérieur  quelconque  qui 
sont  confondues  en  ce  point,  et  il  n'y  en  aplus  que  7?i(w — i) 
—  2  autres.  La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  au  point 
double  n'est  pas  la  limite  des  positions  d'une  sécante  dont 
deux  rencontres  avec  la  courbes  sont  venues  se  confondre;  il 
est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  son  équation  n'est  pas  celle 
d'une  des  tangentes  au  point  double  ;  elle  n'est  donc  pas 
tangente,  et  dès  lors  il  n'y  a  plus  que  m(m  —  i)  —  3  tan- 
gentes issues  d'un  point  extérieur. 

L'existence  d'un  point  double  dans  une  courbe  diminue 
donc  la  classe  de  la  courbe  de  deux  unités. 

Un  point  multiple  d'ordre  p  diminuera  pour  la  même  rai- 
son la  classe  de  la  courbe  de  p{p  —  i)  unités. 

Une  démonstration  tout  à  fait  pareille  à  la  précédente 
montre  que  si,  en  un  point  multiple  d'ordre |},  g  tangentes 
se  confondent,  le  point  multiple  d'ordre  p  dans  la  courbe 
proposée  est  encore  d'ordre  p —  i  dans  la  première  polaire, 
et  il  y  a  en  ce  point  q —  i  tangentes  à  la  première  polaire 
qui  sont  confondues. 

Donc,  s'il  y  a  dans  la  courbe  proposée  un  rebroussement, 
la  jH-emière  polaire  passe  par  ce  point,  et  est  en  ce  point 
tangente  à  la  tangente  de  rebroussement. 

Par  conséquent  en  un  point  de  rebroussement  la  pre- 
mière polaire  d'un  point  extérieur  quelconque  et  la  courbe 
proposée  ont  trois  points  communs  confondus;  il  n'y 
a  donc    plus   que  m{m   —    i)  —    3    autres   intersections. 
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La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  au  point  de  rebrous- 
sement  n'étant  pas  tangente,  on  ne  peut  plus  mener  d'un 
point  extérieur  que  m{m  —  i)  —  3  tangentes  à  la  courbe 
proposée,  et  sa  classe  est  ainsi  diminuée  de  trois  unités. 

Il  peut  même  arriver  qu'elle  soit  diminuée  de  plus  de 
trois  unités,  si  l'ordre  du  contact  de  la  tangente  de  rebrous- 
sement  avec  la  courbe  et  sa  première  polaire  est  supérieur 
au  premier. 

En  résumé,  si  une  courbe  possède  X  points  doubles  et 
a  points  de  rebroussement,  sa  classe  est  au  plus  égale  à 
m{in  —  i)  —  2X  —  3|x. 

Nous  terminerons  ici  notre  travail  sur  les  coordonnées 
tangentielles;  il  reste  nécessairement  fort  incomplet,  et  pour 
n'en  donner  qu'une  preuve,  nous  ferons  remarquer  que  nous 
avons  laissé  de  côté  toute  la  question  des  points  et  tangentes 
à  l'infini.  Mais  nous  croyons  que,  si  restreinte  que  soit 
cette  étude,  elle  peut  encore  être  utile  à  nos  lecteurs  ;  car 
elle  met  en  évidence,  par  la  voie  purement  analytique,  le 
principe  de  dualité  et  ses  conséquences  si  fécondes  ;  elle 
peut  donc  offrir  des  moyens  de  résoudre  un  grand  nombre  de 
questions  par  corrélation  réciproque;  elle  montre  l'analogie 
frappante  qui  existe  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques 
et  l'usage  des  coordonnées  tangentielles;  en  un  mot,  elle 
aborde,  bien  sommairement  il  est  vrai,  à  peu  près  toutes  les 
questions  que  l'on  peut  avoir  besoin  de  connaître  pour 
faire  des  applications  nombreuses  de  la  méthode. 

Dans  ce  travail,  il  est  un  certain  nombre  de  démonstra- 
tions qui  nous  sont  personnelles;  quant  aux  autres,  nous 
les  avons  empruntées  à  divers  ouvrages,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  le  remarquable  ouvrage  d'un  géomètre  enlevé  trop 
tôt  à  la  science,  'SI.  Paiuviu,  et  les  Leçons  sur  la  géométrie 
de  Clebsch.  (Jeux  de  nos  lecteurs  qui  désireraient  compléter 
les  notions  succinctes  que  nous  avons  cherché  à  leur  offrir 
ici,  pourront  consulter  avec  fruit  les  deux  ouvrages  que  nous 
venons  de  citer;  quant  à  nous,  nous  regarderons  notre  tâche 
comme  accomplie  si  nous  avons  réussi  h  leur  inspirer  le  goût 
de  cette  étude  si  intéressante. 
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QUESTION  233 

Noliitiou  par  M.  P.  Boulogne,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée 

de  Lille. 


Du  centre  d'un  cercle  on  abaisse  des  perpendiculaires  OT  sur 
les  tangentes  à  un  autre  cercle  et  sur  chacune  d'elles  on  prend, 
à  partir  du  point  T  et  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  des 
longueurs  égales  TP  =  TP  telles  que  l'on  ait  OP  .  OP  =  K^ 
Trouver  le  lieu  des  points  P  ci  P'. 

Cherchons  d'ahord  le  lieu  du  point  T.  Pour  cela  prenons 
pour  axe  polaire  la  ligne  des  centres  et  le  point  0  pour  pôle. 
Par  le  centre  B  du  second  cercle  menons  une  parallèle  BD 
à  la  tangente.  Xous  avons  OT  =  OD  -|-  DT  =  b  cos  w  -f-  a, 
6  étant  la  distance  des  centres  et  a  le  rayon  du  cercle  B.  Le 
lieu  de  T  est  donc  la  courbe  p  =  a  -[-  6  cos  w.  C'est  un  lima- 
çon de  Pascal. 

""  Soient  les  points  P  et  P'  :  on  a  OP  +  OP'  =  2OT 
=  2  (a  -\-b  cos  w)  ;  d'ailleurs  OP  .  OP'  =  K-.  Le  lieu  deP  et 
de  P'  a  donc  pour  équation 

p^  —  2  {a  -\-  b  cos  w)  p  -\-  K-  =  o. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  ce  lieu,  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  polaire  est  limité  dans  tous  les  sens.  On  peut 
le  construire  par  points.  En  efîet  tirons  la  valeur  de  p,  on  a 

p  =  a  -f-  6  cos  w  ±  \  '  (a  ^  b  cos  toj^  —  K^ . 
il  faut  donc  porter  à  partir  de  T  sur  le  rayon  vecteur  et  son 
prolongement  des    longueurs    égales   au   radical.   De  là  la 
construction  suivante. 

Sur  OT  comme  diamètre  décrire  un  demi-cercle.  Du  point 
0  mener  une  corde  OL  =  K  et  rabattre  TL  sur  le  rayon,  de 
part  et  d'autre  de  T  en  P  et  P'. 

Les  points  de  rebrousement  du  lieu  sont  donnés  par 

K  —  fl. 

a  -\-b  cos  (0  =  K  ou  cos  to  = ; 

alors  p  z=  a  -\-  b ■-=  K. 
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Les  points  de  rebroussement  sont  donc  situés  sur  un  cer- 
cle décrit  de  0  comme  centre  avec  K  pour  rayon. 

Cherchons  d'ailleurs  les  points  d'intersection  du  lieu  et 
du  limaçon  auxiliaire  ;  remplaçant  a  -j-  b  cos  w  par  p.  nous 
trouvons  p^  =  K-  ou  p=  K;  donc  les  points  de  rebroussement 
du  lieu  sont  à  l'intersection  du  limaçon  auxiliaire  et  du 
cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec  K  pour  rayon. 

Examinons  le  cas  oîi  le  point  0  est  extérieur  au  cercle  B. 
Si  K  >  a  -)-  6,  il  n'y  a  pas  de  lieu.  Si  K  =  a  -f-  6  le  lieu  se 
réduit  au  point  double  E.  Pour  a  -\-  b  >  K  >  b  —  a  on  a 
une  seule  courbe  avec  deux  points  de  rebroussement.     • 

Quand  K  =  b  —  a,  outre  la  courbe,  le  point  F  est  point 
double  isolé  du  lieu. 

Enfin  quand  K  <  ft  —  a,  on  obtient  deux  courbes  et 
quatre  points  de  rebroussement.  Ces  courbes  s'aplatissent  à 
mesure  que  K  décroit.  Elles  correspondent  chacune  à  une 
boucle  du  limaçon. 

On  pourrait  faire  une  discussion  analogue  lorsque  0  est 
sur  le  cercle  B  et  quand  il  est  intérieur;  on  obtient  dans 
ces  deux  cas  une  seule  courbe  et  deux  points  de  rebrousse- 
ment au  plus. 


QUESTION  253 

Solution  par  M.  DupuT,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Étant  donnés  sin-  un  pion  un  parallélogramme  et  une  droite, 
oonstruire  avec  la  règle  et  le- compas  les  points  où  la  droite  ren- 
contre l'ellipse  inscrite  au  parallélogramme  et  touchant  ses  quatre 
côtés  en  leur  milieu. 

Considérons  l'ellipse  inscrite  au  parallélogramme  comme 
la  projection  oblique  d'un  cercle  inscrit  dans  un  carré.  Pre- 
nons le  plan  du  parallélogramme  pour  plan  horizontal, 
le  côté  CD  pour  ligue  de  terre  et  dans  le  plan  vertical  cons- 
truisons sur  CD  un  carré  CDEF.  Inscrivons-y  un  cercle.  Pour 
avoir  la  position  de  la  droite  dans  le  plan  vertical,  prolon- 
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geons-la  en  M  jusqu'à  CD,  d'un  côté,  et  en  N  jusqu'à  AB  de 
l'autre.  Menons  N?i  parallèle  à  BG  et  ?iN'  parallèle  à  cF  ;  MN' 
est  la  droite  cherchée  qui  coupe  le  cercle  en  deux  points 
H',  r.  Menons  l'i,  H'h  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre, 
il,  /iH  parallèles  à  BC;  les  points  I,  H  d'intersection  avec 
MN  sont  les  points  cherchés. 


QUESTION  272 

Solution  par  M.  Gr>o  Loria,  à  Mantoue. 


Vérifier  l'identité 

(i  +  œ)  (i  -f   x^)  (i  -^  X')    ...   (i    +  «'-''  ~  ')  =   I   +  X 

+  a:;-  -j-  . . .  -|-  x^' 
et  exprimer  k  en  fonction  de  p. 

1°  A;  sera  égal  à  la  somme  des  exposants  de  x  dans  les 
p  binômes  ;  donc 

2P  —    I 

IV   =    I     -j-    2     -f-    4   -|-     ...      -f-    2/'  —  "l     =1=    =z  2P  I  . 

2    T 

Gomme  il  est  facile  de  vérifier  l'égalité  pour  p  =  2,  je 
supposerai  qu'elle  soit  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  p 
et  je   démontrerai    qu'elle   est  vraie    aussi  pour   la   valeur 

/)  +   I. 

On  a  par  hypothèse 

(i  -\-  X)  (i  -\-  x^)    . . .  (i  +  X'-''  ~  ')  3=  I  +  J?  +  cc^  -f    . . 

4-     X'-''  -  ^ 
multipliant  cette  égalité  par  i  -|-  x^p    nous  obtiendrons 

(i    +  x)  (i   +  a?-)   . . .  (i  +  xV\)    =z    I  J-  X  -f-  .r^    -f    ... 

x^''  -  1  4-  x-''   -\-  X-''  +  ^  -\-   ...  cc2  •  2^^  -  I 
c'est-à-dire 

{i  -\-  X)  (1  +  .T")   . . .   (i    -f  x^')  =   I  -f-  £c  -f  a?2  -f-  .    . 

j_  ,y..P  +  ^  -  , 

donc  l'identité  est  aussi  vraie  pour  la  valeur  j)  -f~  ^5  ^^^^  ^^^ 
par  suite  générale. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  à  Grenoble;  Boulo- 
gne, à  Lille;  Daguillon,  au  lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 
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QUESTION  312 -- 

Solution  p;ir  31.  nu  ^Iotel,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée 
S:iint-Louis  (eoui's  de  31.  Lucas). 


On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  quon  peut  lui  circonscrire.  Par  un  point  P  extérieur  à 
rellipse,  on  mène  les  deux  tangentes  PA  et  PB  à  l'ellipse.  On 
prolonge  la  corde  des  contacts  AB  jusquà  sa  rencontre  en  Cet  J) 
avec  le  cercle.  Faire  voir  analijtiquement  et  géométiiquement  que 
les  angles  CPA,  BPD  sont  égaux. 

Il  suffit  de  démontrer  que  les  bissectrices  des  angles  APB, 
CPD  coïncident. 

SOLUTION    ANALYTIQUE 

Soit  — T"  + -yr  =  I  l'équation  de  l'ellipse.  x„  )/o  étant  les 

coordonnées  du  point  P,  l'équation  quadratique  des  droites 
PA  et  PB  est 

Celle  des  parallèles  à  ces  droites  menées  par  l'origine  est 
a?-J?,)     ,     yy,  V      (  X'  \f  \  /  x^-  i/o'" 


a-       '      ¥  J       \  a-     '      //^  /\  r/2      '     If- 
et  l'équation  des  bissectrices  est 

x^  —  ^'  xij 

a-/  —  j/o^  —  {a-^  —  b-)  ~  x,y,  ' 
Cherchons  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  droi- 
tes PC,  PD.  Il  suffît  de  mener  par  le  point  P  une  droite 
y  —  .Vo  =  m(x  —  Xn)  (1)  et  d'exprimer  qu'elle  coupe  la  droite 
AB,  b-x.T„  -\-  a-jij/„  —  a'^lf-  =o  (2),  sur  le  cercle  x"^  -}-  y-  —  a'^ 
—  b^  =  o  (3). 

Des  équations  (I)  et  ('2)  on  lire 

b'  +  ?"-yoî/n  —  yo'    „  _  ;  2  ^''^  -f-  ^oî/o  —  mx^^ 


fl^mt/o  +  f>^^'o  n^>ntj,  -\-  è^r^ 
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transportant  dans  (3)  on  tire 

a'{b^  -h  mx^yo  —  iJo^Y  +  b'((r-m  +  x,y,  —  mx^^)'' 
—  (fl^  +  b'^){a-myf^  —  b-Xof  =  o. 
Pour  avoir  l'équation  des  parallèles  aux  droites   PC,  PD 
menées  par   l'origine,    il  n'y  a  qu'à  remplacer    dans    cette 

,       •  y 

équation  m  par  -:— ,  ce  qui  donne 

X 

a'[x,y,y  -f  x{b^  —  y,/)]'^  +  6^[(a^  —  x^)  +  xx,^,^^ 
—  (a"  +  b%cC-xjy,  +  b'^xx.f  =  o. 
L'équation  des  bissectrices  est 

x'^  —  y^  xy 


[Xo'^  -  y,r  —  (a'  -  b^)][a\,y^  +  h\z;']        x,y,[ahj,-^  +  b'x,') 
C'est   la  môme   équation    que    pour   les    bissectrices   des 
parallèles  aux  droites  PA,  PB. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

Soient  PE,  PF  les  bissectrices  de  l'angle  APB.  Le  triangle 
rectangle  EPFétanLconjugué  par  rapport  à  la  conique,  le  cercle 
circonscritestorthogonal  au  cercle  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits;  EF,  étant  un  diamètre  de  ce  cercle,  est 
divisé  harmoniquement  par  l'autre.  Donc  le  faisceau  P(CEDF) 
est  harmonique  et  comme  les  rayons  PE.  PF  sont  rectangu- 
laires, ils  sont  les  bissectrices  de  l'angle  des  deux  autres, 

c.  q.  f.  d. 

QUESTIONS    PROPOSÉES 


Mathématiques  élémentaires. 

361.  —  Considérons  quatre  droites  dans  un  plan  ;  ces 
quatre  droites  prises  trois  à  trois  forment  quatre  triangles, 
et  l'une  d'elles,  AB  par  exemple,  appartient  à  trois  de  ces 
triangles.  Dans  chacun  des  trois  triangles  correspondant 
à  AB,  joignons  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  sommet 
opposé  à  AB.  1°  Pour  un  même  côté  AB,  les  trois  droites 
ainsi  menées  concourent  en  un  point  1.  2°  Les  quatre  points 
analogues  à  I  et  les  quatre  centres  des  cercles  circonscrits 
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aux  triangles  formés  par  les    quatre   droites    sont  sur  une 
même  circonférence. 

362.  —  Deux  cercles  donnés  se  coupent  en  un  point  A  ; 
mener  par  le  point  A  une  sécante  rencontrant  les  deux 
cercles  en  B  et  C,  de  telle  manière  que  l'on  ait 

AB  .  AG  =  l\ 

363.  — On  donne  une  corde  AB;  trouver  sur  son  prolon- 
gement un  point  P,  tel  que  si  l'on  mène  PH  tangente  au 
cercle,  et  que  des  points  A  et  B  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires AG  et  BD  sur  la  tangente  PH  on  ait 

AG  .  BD=  l\ 

364.  —  On  donne  le  demi-cercle  AB  et  les  tangentes  en 
A  et  B  ;  par  un  point  fixe  P,  pris  sur  le  diamètre  AB,  on 
mène  une  droite  PQ,  qui  rencontre  la  circonférence  en  Q,  et 
par  ce  point  Q,  on  mène  à  PQ  la  perpendiculaire  MQN, 
rencontrant  en  M  la  tangente  AM,  et  en  N  la  tangente  BN. 
Démontrer  que  le  produit  AM  .  BN  reste  constant  lorsque  PQ 
tourne  autour  du  point  P. 

365.  —  On  donne  deux  circonférences  et  un  point  P; 
mener  aux.  circonférences  des  tangentes  parallèles,  telles  que 
le  rapport  des  distances  du  point  P  aux  deux  tangentes 
soit  égal  à  un  rapport  donné. 

366.  —  Étant  donnés  deux  cercles  et  une  droite,  trouver 
sur  cette  droite  un  point  P,  tel  que  les  tangentes  menées  de 
ce  point  aux  deux  cercles  soient  également  inclinées  sur 
la  droite. 

367.  —  Par  le  centre  d'un  cercle  et  par  un  point,  faire 
passer  un  cercle  tel  que  la  corde  commune  ait  une  longueur 
donnée. 

368.  —  Girconscrire  à  une  circonférence  de  rayon  r  un 
triangle  isoscèle  dont  le  côté  soit  égal  à  m  fois  ]a  base. 

Mathématiques  spéciales. 

369.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

a-  0^ 

Soit  M    un  point  de  l'ellipse  ;   par  le  point  M,  le  point  M 
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diamétralement  opposé,  et  les  extrémités  A,  A'  du  grand 
axe  ou  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  H  ;  puis  on  prend 
un  cercle  G  passant  par  les  points  M,  A  et  A'.  Gela  posé, 
l'hyperbole  H  et  le  cercle  G  ont  un  quatrième  point  com- 
mun P  ;  on  mène  MP,  et  l'on  demande,  le  point  M  parcou- 
rant l'ellipse,  de  déterminer  la  trajectoire  orthogonale  des 
droites  MP,  c'est-à-dire  la  courbe  qui  les  coupe  a.  angle  droit. 
G'est  une  ellipse;  on  fera  voir  que  cette  ellipse  n'est  jamais 
un  cercle,  et  qu'elle  n'est  pas  non  plus  homothétique  à  l'el- 
lipse donnée.  On  suppose,  bien  entendu  a  >  6. 

(De  Longchamps.) 

370.  —  On  donne  la  parabole  y"^  —  2px  =  o  et  l'on 
considère  les  coniques  osculatrices  à  cette  parabole  en  son 
sommet  (une  courbe  f  est  osculatrice  à  une  courbe  9  en  un 
point  M  de  celle-ci  quand  elle  a,  en  ce  point  M,  le  plus 
grand  nombre  de  points  communs  confondus  avec  M  ;  en 
particulier,  une  conique  est  osculatrice  à  une  conique  9  en 
M,  quand  elle  a  en  ce  point  quatre  points  communs  avec  9). 
Montrer  que:  1°  le  lieu  des  sommets  de  ces  coniques  est 
une  parabole;  2°  le  lieu  de  leurs  foyers  est  un  cercle. 

(De  Long  champs.) 

371.  —  Une  conique  variable  est  osculatrice  à  une  hyper- 
bole équilatère  donnée,  et  son  foyer  fixe  au  centre  de  cette 
hyperbole.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  aux  deux 
courbes  se  coupent  sur  la  lemniscate  p''  =  a^  cos  2(o,  le 
centre  de  l'hyperbole  étant  pris  pour  pôle  et  l'axe  transverse 
pour  axe  polaire.  (The  E ducat.  Times.) 

372.  —  On  donne  :  1°  dans  le  plan  des  zx  une  droite 
parallèle  à  l'axe  ox\  2°  dans  le  plan  des  zg  une  droite  paral- 
lèle à  l'axe  des  y,  et  ne  rencontrant  pas  l'axe  desjs  au  même 
point  que  la  précédente.  D'un  point  pris  dans  le  plan  xoy, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  deux  droites,  et 
l'on'joint  leurs  pieds  par  une  ligne  droite.  On  demande 
l'équation  de  la  surface  engendrée  par  cette  droite  quand 
le  point  du  plan  xy  se  meut  sur  une  courbe /fx,  y)  =  o. 

Appliquer  la  solution  au  cas  011  f(x,y)  =  o  est  une  ligne 
droite,  et  dans  ce  cas  étudier  la  nature  et  les  propriétés  delà 
surface  obtenue. 
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373.  —  On  donne  dans  les  plans  des  zx  et  des  \jz  deux 
coniques  tangentes  à  l'axe  oz  à  l'origine  des  coordonnées;  on 
demande  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
contenant  ces  deux  coniques  et  le  lieu  des  centres  de  ces 
surfaces.  Discuter  le  lieu  obtenu  et  étudier  comment  il  varie 
avec  la  nature  des  coniques  données. 

374.  —  On  donne  deux  cercles  égaux  situés  dans  des 
plans  parallèles,  et  dont  les  centres  sont  sur  une  perpendi- 
culaire à  ces  plans.  Deux  points  se  meuvent  simultanément 
sur  ces  deux  circonférences  avec  des  vitesses  différenles.  Ou 
demande  d'étudier  la  surface  engendrée  par  la  droite  qui  les 
joint.  On  suppose  que  les  positions  initiales  des  deux  points 
sont  sur  une  perpendiculaire  aux  plans  des  cercles.  Ou  exa- 
minera en  particulier  le  cas  où  le  rapport  des  vitesses  est  égal 
à  2.  (Genty.) 
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Traité  de  géométrie  descriptive  répondant  an  programme  de  Saint-Cyr, 
par  M..  «laTary,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'Ecole  polytechnique,  etc. 
—  Paris,  librairie  Delagrave. 

Nous  avons  rendu  compte,  il  y  a  quelques  mois,  de  la  première  partie  du  cours 
complet  de  géométrie  descriptive,  destiné  aux  candidats  à  TÉcole  polytechnique 
et  publié  par  M.  Javary;  le  nouvel  ouvrage  du  même  auteur,  que  nous  signa- 
lons aujourd'hui,  a  été  écrit  pour  les  élèves  qui  se  préparent  à  Saint-Cyr,  et  con- 
tient, en  dehors  de  la  ligne  droite  et  du  plan,  des  notions  très  complètes  sur  les 
plans  cotés,  les  plans  tangents  au  cylindre  et  au  cône,  et  les  sections  planes  de 
ces  deux  corps.  L'élève  qui  aura  eu  soin,  en  étudiant  ce  cours,  de  faire,  comme 
rindi([ue  M.  Javary,  les  épures  à  la  règle  et  au  compas,  et  qui  aura  étudié  les 
divers  problèmes  indiqués  dans  le  cours  sous  le  nom  d'exercices,  saura  et  com- 
prendra la  géométrie  descriptive  de  façon  à  ne  pas  se  laisser  embarrasser  par 
une  question  d'examen. 

Un  chapitre  fort  intéressant  termine  l'ouvrage;  il  donne  rapidement,  et  sans 
aucune  figure,  la  solution  des  questions  proposées  aux  examens  écrits  de  Saint 
Cyr  depuis  181)3;  pour  bien  comprendre  ces  solutions,  il  faut  de  toute  nécessité 
faire  les  ('pures;  et  en  étudiant  attentivement  les  explications  données  dans  ces 
dix-huit  épures,  un  élève  y  trouvera  la  meilleure  des  préparations  à  l'épreuve 
de  géométrie  descriptive  qu'il  devra  faire  pour  entrer  à  Saint-Cyr. 

Leçons  de  Cosmographie  par  H.  CJarcet.  Nouvelle  édition  mise  en  har- 
monie avec  les  nouveaux  programmes  et  avec  les  nouvelles  découvertes  par 
Ch.  Simon,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand.  —  Paris^  librairie  Delà- 
grave. 

Voici  un  ouvrage  qui  répond  bien  aux  programmes  de  l'enseignement  scien- 
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tlfique  des  lycées,  programme  qui  porte  que  l'étude  de  la  cosmographie  sera 
purement  descriptive  ;  en  etFet,  ici  les  faits  intéressants  de  la  cosmographie  sont 
exposés  avec  une  grande  précision  ;  mais  en  revoyant  l'ancienne  édition  de  l'ou- 
vrage de  Garcet,  ouvrage  principalement  destiné  aux  candidats  à  la  licence  es 
sciences,  M.  Simon,  ancien  directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  et  par  suite 
très  compétent  dans  les  questions  relatives  au  système  du  monde,  n'a  laissé 
subsister  dans  la  nouvelle  édition  que  les  connaissances  que  l'on  peut  considérer 
actuellement  comme  indispensables  à  toute  personne  instruite.  Il  a  donc  laissé 
de  côté  les  formules,  que  les  élèves  oubliaient  le  plus  souvent,  ne  sachant  com- 
ment ils  pourraient  les  établir. 

Le  nouvel  ouvrage  que  nous  indiquons  à  nos  lecteurs  contient  tout  ce  qui  est 
nécessaire  pour  les  examens,  mais  rien  de  plus;  on  est  sûr  de  ne  pas  se  perdre 
dans  des  détails  inutiles  en  le  prenant  pour  guide  d'une  bonne  préparation. 

Éléments  de  trigoinométrie  rectilioe,  par  M.  Pichot,  censeur  au 
Lycée  Fontanes.  —  Paris,  librairie  Hachette. 

Ce  traité  élémentaire  de  trigonométrie,  (pii  fait  partie  de  la  collection  du 
baccalauréat  es  sciences  publiée  jiar  la  librairie  Hachette,  peut  être  fort  utile  aux 
candidats  à  Saint-Cyr,  par  le  grand  nombre  d'exercices  résolus  qu'il  présente, 
exercices  choisis  de  façon  à  donner  be.ucoup  de  formules  intéressantes  à  retenir. 
Les  problèmes  proposés,  qui  terminent  le  volume,  sont  aussi  très  bons  pour  les 
élèves,  parce  que  ce  sont  des  questions  d'examens,  ce  qui  pousse  toujours  les 
candidats  à  travailler  ce  genre  d'exercices.  Nous  regrettons  seulement  que 
l'auteur  n'ait  pas  jugé  à  propos  d'en  mettre  un  plus  grand  nombre;  avec  les 
tendances  actuelles  des  examens,  où  l'on  pousse  les  élèves  à  des  exercices  de  cal- 
cul, il  est  bonde  mettre  beaucoup  de  ])roblèmes  dans  un  ouvrage  de  ce  genre; 
c'est  ce  que  comprennent  à  merveille  les  Anglais,  dont  les  ouvrages  classiques 
contiennent  un  nombre  très  considérable  de  problèmes,  énoncés,  ce  qui  est  très 
important,  à  la  fin  de  chaque  chapitre,  (l'est  du  reste  la  seule  critique  que  nous 
ayons  à  faire  au  livre  de  M.  Pichot,  et  nous  nous  permettons  cette  observation, 
précisément  parce  que  nous  trouvons  son  ouvrage  bon,  et  que  nous  le  désirons 
encore  [ilus  profitable  aux  élèves. 

A.  M. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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RESOLUTION  GEOMETRIQUE 

DE  DEUX  PROBLÈMES  DU  QUATRIEME  DEGRE  RELATIFS  A 

LA  PARABOLE 

Par  .M.  O.  de  Iiong;chaiup8. 


Les  deux  problèmes  dont  nous  allons  nous  occuper  sont 
ceux  qui  se  proposent  :  1"  de  construire  une  parabole  passant 
par  deux  points  et  tangente  à  deux  droites  :  2°  de  construire 
une  parabole  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite. 

1.  Nous  ferons  d'abord  cette  remarque  ;  Si  l'on  considère 
une  parabole  P;  une 
tangente  T  à  cette 
courbe  ;  le  diamètre 
A,  du  point  de  con- 
tact, et  une  droite  L 
qui  rencontre  P  eu 
A  et  B,  T  en  M,  A  en 
C,  on  a  : 

5Ig'  =  MA  .  MB 
En  elTet,  menons 
par  G  la  tangente 
CD  à  P,  et  par  D  une 
parallèle  à  T.  Cette 
dernière  droite  sera 
la  polaire  du  point  C;  elle  rencontre  donc  AB  en  un  point  E, 
conjugué  harmonique  de  C.  D'autre  part,  et  d'après  la  pro- 
priété connue  de  la  sous-tangente,  on  voit  que  le  point  M 
est  le  milieu  de  CE.  On_a  donc  bien 

CM^  =  MA  .  MB. 

2.  Ceci  posé,  soient  T,  T'  les  deux  tangentes;  D,  D'  les 
points  de  contact.  Ou  a,  par  la  remarque  précédente, 

MC'  =  MA  .  MB  ;  et  Fc'  =  M'A  .MB; 
DG  et  D'C  étant,  bien  entendu,   les  diamètres  des  points  D 

JOURNAL   DE   MATH.    ISSl.  ;28 


—  -434  — 

et  D'.  Joignons  le  point  0  au  milieu  de  DD',  cette  droite  OZ 
sera  parallèle  aux  diamètres;  et,  pour  des  raisons  évidentes, 
c'est  une  parallèle  équidistante  de  CD  et  de  CD'.  Elle  passe 
donc  par  le  milieu  de  CC,  donc  OZ  est  une  droite  qui  est 
déterminée.  Alors  en  menant  par  les  points  G  et  C  des  paral- 
lèles à  OZ,  on  aura  les  points  D,  D'. 


En  appliquant  le  théorème  de  la  sous-taDgente  au  point  A  et 
au  point  B,  on  déterminera  les  tangentes  en  A  et  B  et  l'on 
est  ramené  au  problème  connu  :  construire  une  parabole,  con- 
naissant quatre  tangentes. 

3»  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est,  comme 
on  le  sait,  un  problème  du  quatrième  degré;  parce  qu'il  existe 
quatre  coniques  passant  par  deux  points  et  tangentesà  trois  droites: 
en  particulier,  il  existe  quatre  paraboles  passant  par  deux 
points  et  tangentes  à  deux  droites.  Lorsque  les  points  C  et  C 
ont  été  construits,  à  ces  points  ne  correspond,  évidemment, 
qu'wne  parabole. 
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Mais,  pour  retrouver  les  quatre  solutions  du  problème, 
il  faut  observer  que  la  relation 

MG"-  =  MA  .  MB 
détermine  deux  points  G  ;  il  y  a  de  même   deux  points  G',  et 
les  points  associés  deux  à  deux  de  toutes  les  façons  possibles 
donnent  les  quatre  solutions  cberchées. 

4.  —  Si  l'on  donne,  maintenant,  trois  points  A,  B,  G 
d'une  parabole  P,  et  une  tangente  T,  la  construction  de  la 
courbe  dépend  encore  d'un  problème  du  quatrième  degré. 
En  appliquant  les  idées  précédentes,'ce  problème,  comme 
celui  que  nous  venons  de  traiter,  se  ramène,  lui  aussi,  à 
quatre  problèmes  du  premier  degré. 

Soit  0  le  point  de  contact  de  T  et  de  P,  point  que  nous 
nous  proposons  de 
déterminer.  Le  dia- 
mètre OZ  coupe  les 
côtés  du  triangle 
ABG  en  A',  B',  G', 
la  droite  T  coupe 
les  mêmes  côtés  en 
des  points  A",  B", 
G",  et  l'on  a,  par 
exemple, 

lyC''^  =  G"A  .  G"B, 
qui     détermine 
points     G'    à 
distance    du 


ce 

deux 

égale 

point  G"  sur  AB.  On 

aura,  de  même,  deux 

points    B'    et    deux 

points   A';  ces  points  A',  B',  G'    sont  en  nombre  6;  mais  i 

est  facile  de  reconnaître  que  ces  points  sont  trois  à  trois  en 

ligne  droite  et  forment  un    quadrilatère  complet  dont   les  côtés 

sont  les  diamètres  cherchés.  Ayant  pris  l'un  de  ces   côtés,  on 

aura  donc  une  tangente,  le  diamètre  correspondant,  et  trois 

points.     Le    théorème    de  la    sous-tangente    permettra    de 

déterminer  les  tangentes  en  ces  points,  et  l'on  sera  ramené 
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de  nouveau  au  problème  de  la  construction  de  la  parabole, 
connaissant  (juatre  tangentes  de  cette  courbe. 

Pour  établir  que'  les  points  A',  B',  C  sont,  trois  à  trois, 
en  ligne  droite,  on  démontrera  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Étant  donnés  un  triangle  kBC,  une  trans- 
versale A,  qui  rencontre  les  côtés  en  A',  B',  C,  on  prend  entre 
ketB  un  point  C"  tel  que 

C  G^^  =  C  A  .   C  B  ; 
démontrer  que  les  trois   droites  AA",  BB',  OC"    concourent   au 
même  point  (*). 

REMARQUES  SUR  LES  PROBLÈMES  PRÉCÉDENTS 

Chasles  a  donné  la  solution  du  problème  général  qui  con- 
siste à  décrire  une  conique  passant  par  deux  points  et 
tangente  à  trois  droites  (Traité  des  Coniques,  p.  o9). 

Elle  est  fondée  sur  le  théorème  suivant: 

Si  l'on  a  un  angle  circonscrit  li  une  con iq ne  AMB  et  un  point 
S,  les  tangentes  ST,  ST'  et  les  droites  SA,  SB  menées  aux  points 
de  contact  des  côtés  de  l'angle  déterminent  une  involution  dont 
SM  est  un  ragon  double. 

D'après  cela,  si  ]"on  donne  les  deux  points  A,  B  et  le 
triangle  circonscrit  CDE,  on  cherchera  les  rayons  doubles 
de  l'involution  (CD,  CE),  (CA,  CB),  et  on  aura  deux  droites 
sur  lesquelles  doivent  se  trouver  les  points  tels  que  M, 
intersection  des  tangentes  en  Aet  B  aux  coniques  cherchées. 
Prenant  ensuite  l'involution  (DC,  DE),  (DA,  DB),  on  aura 
deux  nouvelles  droites,  et  par  suite  quatre  points  M. 

Le  problème  est  ramené  à  construire  une  conique  tan- 
gente à  cinq  droites,  et  admet  quatre  solutions. 

Pour  traiter  par  cette  méthode  le  premier  des  problèmes 
résolus  par  M.  de  Longchamps,  il  sutïit  de  rejeter  à  l'intini 
une  des  droites  données.  Considérons  l'involution  détermi- 
née par  OT  (fig.  2),  la  droite  de    l'inlini    et  les   parallèles  à 

(*)  Nous  insérerons  une  solution  de  ce  théorème,  si  quelqu'un  de  nos  lecteurs 
nous  adresse  cette  solution. 


i 
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OT  menées  par  A  et  B.  Il  faut  chercher  sur  AB  les  points 
doubles  de  l'involution  dont  on  connaît  le  couple  (A.  B)  et  le 
couple  (M,  oc).  Le  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point 
central,  les  points  doubles  s'obtiennent  en  prenant  MG 
=  MC,  de  telle  sorte  que  MC^  =  MCT^  =  MA.  MB.  On  re^ 
trouve  ainsi  les  points  C  et  C.  Les  parallèles  à  OT  menées 
par  M  et  M'  sont  deux  premières  droites  sur  lesquelles  doi- 
vent se  trouver  les  points  de  concours  des  tangentes  en  A 
et  B.  Le  point  de  rencontre  Mj  de  AB  avec  OT' fournit  deux 
autres  points  C'i,  C'^  et  deux  droites  parallèles  à  OT'.  Les 
quatre  sommets  du  parallélogramme  ainsi  obtenu  sont  les 
pôles  de  AB  relatifs  aux  quatre  paraboles  qui  répondent  à 
la  question. 

Le  deuxième  problème  traité  par  M.  de  Longchamps  peut 
se  résoudre  d'une  manière  analogue. 

D'abord,  en  transformant  par  dualité  le  théorème  cité  au 
commencement  de  ces  remarques,  on  obtient  l'énoncé  sui- 
vant : 

Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  conique  et  une 
droite  D  qui  rencontre  la  courbe  en  C,  C,  les  tangentes  en  A  et 
B  coupent  la  droite  en  deux  points  A',  B',  qui  déterminent  avec 
C,  C  une  involution  dont  un  des  points  doubles  est  le  point  de 
concours  des  droites  D  et  AB. 

De  ce  théorème  on  conclut  aisément  la  construction  d'une 

conique  passant  par  trois  points  et  tangente  à  deux  droites, 

puis  celle  de  la  parabole  passant  par  trois  points  et  tangente 

à  une  droite. 

J.  K. 
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NOTE 

SUR  LES  VARIATIONS  DE  LA  FONCTION  RATIONNELLE  DU 
SECOND  DEGRÉ 
ax-   -)-  bx   -f-  c 


y 


a'x'^  -{-  b'x  -j-  c 
Par  M.  «f.  Bour^et. 


La  brochure  de  M.  Biirat-Dubois  (*)  et  les  réflexions  de 
M.  Morel  dans  le  numéro  de  septembre  tendent  à  démontrer 
que  la  méthode  indirecte  généralement  employée  pour  déter- 
miner le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction  rationnelle 
du  second  degré,  ne  conduit  pas  toujours  à  des  résultats 
conformes  à  ceux  que  donne  la  méthode  directe,  fondée 
sur  la  définition  classique  des  maxima  et  des  minima. 

Je  me  propose,  dans  celte  note,  de  montrer  que  les  con- 
tradictions signalées  par  M.  Burat  ne  sont  qu'apparentes  et 
que  les  deux  méthodes  conduisent  au  même  résultat. 

A  la  première  page  de  sa  brochure,  M.  Burat  fait  remar- 
quer que,  d'après  la  définition  connue  des  maxima  et 
minima  relatifs  : 

i'^  y  =  -{•  00 ,  y  :=  —  XI  peuvent  être  respectivement  des 
maxima  et  des  minima,  si  ces  valeurs  correspondent  à  des 
valeurs  finies  de  x.  Si  par  exemple  y  z=  -\-  oo  pour  x  =  a, 
et  que  pour  x  =  a  -\-  h  el  x  =  a  —  h,  y  soit  très  grand  et 
positif,  on  peut  dire  que,  conformément  à  la  définition, 
y  ^  -|-  co  est  un  maximum  relatif.  Cette  observation  n'est 
pas  nouvelle;  mais  on  laisse  de  côté  ces  solutions  de  la 
question,  qu'on  détermine  directement  par  la  résolution 
de  l'équation  a'x'^  -f-  b'x  -j-  c'  =  o.  On  voit  d'ailleurs  qu'il 

(*)  Règle  pour  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction 

ax-  +  bx  -\-  c 

y  ^  ; 

ax'^  -i-  bx  +  c 

par  M.  Burat-Dubois.  (Pau,  imprimerie  Vignancourt,  juillet  1881.) 
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ne  peut  y  avoir  de  maxima  et  de  minima  de  cette  espèce, 
que  si  6'^  =  j\.a'c'. 

S*»  Un  maximum  et  un  minimum  de  y  ne  peuvent  correspondre 
qu'à  une  valeur  finie  de  la  variable. 

Cette  assertion  de  M.  Burat  me  semble  inexacte,  et  c'est 
en  admettant  cette  proposition  qu'il  arrive  à  prouver  qn'il 
y  a  divergence  entre  la  méthode  directe  et  la  méthode  indi- 
recte. 

Voici  comment  nous  raisonnons  pour  démontrer  l'inexac- 
titude de  la  proposition  de  M.  Burat-Dubois. 

La    fonction    donnée    y     est    continue    et    uniforme    de 

X  =  —  00  àa;  =  -j-co.  Changeons  x  en  — ,  elle  deviendra 

u 

a  -\-  bu  -\-  cu'^ 

y  = 


a  -f-  bu  -|-  cu^  ' 
et  imaginons  deux  axes  ou  et  oy  servant  à  représenter, 
par  une  construction  graphique,  les  variations  de  la  fonc- 
tion. 

A  chaque  valeur  m  de  u  correspondra  une  valeur  p  de  la 
fonction  y.  Si  u  tend  vers  m  par  valeurs  croissantes  ou 
décroissantes,  y  tendra  vers  la  même  valeur  p.  Supposons 
m  =  o;  nous  pourrons  dire  que  y  tend  vers  p,  soit  que  u 
croisse  de  —  e  à  o,  soit  que  u  décroisse  de  -j-  ^  à  o.  Reve- 
nons à  la  fonction  primitive  eux: 

Faire  croître  u  àe  —  s  à  o,  c'est  faire  décroître  œ  de  —  — 
à  —  oc  ;  faire  décroître  u  de  s.  a.  o,  c'est  faire  croître  x  de  — 

£ 

di  -\~  <x>  et  puisque  u  =  o  nous  donne  un  point  unique  sur 
l'axe  des  U,  vers  lequel  on  tend  soit  en  partant  de  —  t,  soit 
en  partant  de  -\-  s,  nous  devons  regarder  a;  =  -j-  oo  et  ce 
=  —  00  comme  donnant  aussi  le  même  point  de  l'axe  des  o;, 
oh  il  faut  élever  une  ordonnée  égale  à  p  pour  représenter 
la  fonction. 

Adoptons  donc  cette  manière  de  voir  que  :  x  =  —  oo 
et  X  =  -|-  cx)  ^représentent  un  même  point  de  l'axe  des  x  et  que 
x  =  —  'k  et  X  =  -\-  k  (k  étant  très  grand)  représentent  deux 
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points  situés  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  et  dam  son  voisi- 
nage . 

Cette  convention  faite,  il  est  facile  de  démontrer  le  théo- 
rème suivant. 

Théorème.  —  Tout  maximum  absolu  de  y  est  aussi  un 
maximum  relatif.  Tout  minimum  absolu  est  aussi  un  minimum 
relatif. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer. 

i^  Admettons  que  pour  une  région  de  l'axe  des  x,  y  reste 
toujours  inférieur  à  p,  et  qu'il  atteigne  cette  valeur  pour 
x=  m,  valeur  finie;p  est  un  maximum  absolu;  mais  il  est 
évidemment  aussi  un  maximum  relatif,  puisque  y  étant  con- 
tinu et  uniforme,  p  sera  plus  grand  par  hypothèse  que  la 
valeur  que  prend  y  soit  pour  x  =  m  —  t,  soit  pour  x  =  m  -f-  s- 

2°  Supposons  que  dans  les  régions  extrêmes  de  x,  a  gauche 
et  à  droite,  y  soit  toujours  inférieur  à  p,  et  qu'il  tende  vers 
p,  soit  quand  x  tend  vers —  oc  ,  soit  quand  x  tend  vers  -j-  oc  ; 
p  est  un  maximum  absolu  dans  ces  deux  régions  ;  mais, 
d'après  notre  convention  ci-dessus,  p  est  aussi  un  maximum 
relatif,  car  y  est  inférieur  à  p,  soit  pour  x  =  —  k,  soit  pour 
X  =  k  {k  étant  très  grand). 

Un  raisonnement  semblable  montrerait  que,  dans  tous  les 
cas,  p  minimum  absolu  est  en  même  temps  un  miuimun 
relatif. 

Donc  on  peut  dire  que  les  deux  méthodes  ne  diffèrent  pas 
au  fond  et  conduisent  aux  mêmes  résultats. 

Les  exemples  que  donne  M.  Buratpour  prouver  que  les  deux 
méthodes  ne  s'accordent  pas  toujours,  traitées  en  suivant 
notre  manière  de  voir,  ne  présentent  plus  rien  d'anormal 
et  confirment  la  vérité  du  théorème  général  suivant,  que 
nous  avons  démontré  dans  notre  Ti'aite  d'algèbre  : 

^A  T    y.       •  ax^  4-  bx  -1-  c  ,  .       , 

1"  La  fonction  y  =  — ; ^— r^ — r-  quand     x    varie    de 

•^         a  x^  -f-  b  X  -j-  c       ' 

—  00  (i  —  00  n'a  ni  maximum,  ni  minimum,  si  les  racines  du 

numérateur  et  du  dénominateur  sont   réelles  et  si  les  segments 

A  A',  BB'  quelles  déterminent  sur  l'axe  desx  empiètent  l'un  sur 

l'autre. 
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2^  Dawi  le  cas  où  le  dénonu'nateur  de  la  fonction  a  ses  racines 
égales,  la  fonction  a  un  nuiximum,  ou  un  minimum. 

S"  Dans  tous  les  autres  cas,  la  fonction  a  un  maximum  et  un 
minimum. 

Ces  exemples  sout  les  suivants  : 

X-  —  Sx  4-  6  (x  —  2}(x  —  3) 

(a)  .'/  --  — 


{X  —  i){x—  4) 

(b)  y  =  — — —  =   '•^+  0(^-^) 

^  ^  "^         X-  —  5a?  -j-  4  {x  —  ï){x  —  4) 


(c)  y  = 

{d)  !l  = 

ie)  y  = 

if)  y  = 


x^ 

— 

5x 

+  4 

x^ 

— 

■2X 

—  6 

X- 

— 

bx 

+  4 

X- 

— 

Sx 

+  6 

x^ 

+ 

2X 

+  I 

x^ 

+ 

Sx 

—  6 

{:x 

+ 

i)^ 

x-" 

-f 

2a? 

—  I 

X- 

+ 

203 

+  ^ 

X'' 

+ 

2X 

+  2 

{x  —  2){X  —  3) 

{x-\-  lY 
(■x-  —  i){x  +  6) 

(X4-I+V2)(X+  1—^2) 

{x  +   i)'^  +   I 

X-  -\-  2X  -\-   l  {x  -\-   \  )'^ 

Conformément  au  théorème  précédent: 

L'exemple  (a)  nous  donne  un  maximum  absolu pour 

x  •=  2 et   un    minimum    absolu    i    pour   x   =  ±  oo  . 

2 

est  aussi  un  maximum  relatif  et  i   un  minimum  relatif, 

9 
d'après  notre  convention. 

L'exemple  {h)  nous  donne  un  minimum  absolu  5  —  pour 
X  =  —   et    un    maximum   absolu    i    pour  x  =   dz    oo  . 

2 

5  -i-  est  aussi  un  minimum  relatif  et  i  est  un  maximum 

9 
relatif  suivant  nos  idées. 
L'exemple   (c)    nous    donne    un    minimum    absolu    pour 

69     ^       .    .                     I  , 

X  =  — —.  Ce  minimum r-    est   aussi    un    minimum 

49  48 

relatif.  —  Nous  ne  nous  occupons  pas  du  maximum  y  =  -^  ce 

pour  X  =  —  r . 
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,        2 

L'exemple  (d)  nous  donne  pour  œ  =  d  —  un  maximum 

absolu  I  —,  qui  est  aussi  un  maximum  relatif.  —  Nous  ne 

nous  occupons  pas  de  y  =  —  oo  qui  est  un  minimum 
pour  X  =  —  I . 

L'exemple  (e)  nous  donne  pour  a?  =  +  oo  un  maximum 
absolu  y  =:  —  i,  qui  est  aussi  un  maximum  relatif,  suivant 
nos  idées.  —  Nous  mettons  de  côté  y  =  —  oc ,  qui  est  un 
minimum  pour  x  =  — ■  i . 

Enfin  l'exemple  (  /')  nous  donne  pour  jj  r=  +  00  le  mini- 
mum absolu  I,  qui  est  aussi  un  minimum  relatif.  Nous 
laissons  de  côté  y  =  -f-  ^  qui  est  un  maximum  pour 
03  =  —   I. 

Remarquons,  en  finissant,  que  notre  manière  de  voir  est 
conforme  à  l'esprit  de  généralisation  qui  a  fait  de  l'algèbre 
un  instrument  apte  à  éliminer  les  exceptions  que  présente 
la  tbéorie  des  grandeurs  considérées  d'abord  uniquement 
au  point  de  vue  absolu. 

Gomment,  d'ailleurs,  en  suivant  M.  Burat-Dubois,  expli- 
querait-on que  la  fonction 

,T-  —  5x  -|-  6 
y  =  — z : ; — 

X-  —   DCC  -}~  4 

I             5 
ne  présenterait  qu  un  maximum  pour  x  =  2  =  ,  et 

qu'après  avoir  posé  x  =  — ,  la  môme  fonction 

I  —  5ii  -\-  6u'^ 

^  ~~     I  —  5w  +  4W* 

5  2 

présenterait  un  maximum  pour  x  =  —  ou  w  =  — -   et   un 

minimum  i  pour  u  =  o   ou  ;r  =  +  00  ? 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 


Dans  le  cas  douteux  des  triangles,  en  appelant  G  et  G'  les 
valeurs  du  troisième  angle  A  étant  donné,  on  a 

tg  A  =  colg—  (G  +  G'). 

En  effet,  la  construction  géométrique  nous  apprend  que 
la  perpendiculaire  GD  abaissée  du  point  G  sur  le  côté  AB 
est  la  bissectrice  de  l'angle  BGB';  de  plus,  si  le  problème 
a  deux  solutions,  la  ligne  GA  est  à  l'extérieur  de  l'angle  BGB'; 
donc  on  a,  par  un  théorème  connu, 

2AGD  =  AGB  +  AGB'. 

D'autre  part,  l'angle  AGD  est  le  complément  de  l'angle  A 
donné  ;  donc  on  trouve  bien  d'après  cela  la  relation  indi- 
quée. 

Dans  une  division,  on  ajoute  au  dividende  et  au  diviseur  le 
même  nombre  d'unités  ;  que  doit  éU-e  ce  nombre  pour  que  lapartie 
entière  du  quotient  ne  change  pas'? 

(Nous  supposons  que  dans  les  deux  cas  nous  faisons  la 
division  par  défaut.) 

Soient  A  le  dividende,  B  le  diviseur,  Q  le  quotient  ;  dans 
la  première  opération,  nous  trouvons  un  reste  R,  et  nous 
avons  identiquement 

A  =  BQ  +  R. 

Prenons  pour  dividende  A-{-  m,  et  pour  diviseur  B  -{-  m; 
par  hypothèse,  nous  avons  le  même  quotient  Q;  soit  R'  le 
nouveau  reste,  nous  aurons 

A  4-  m  =  (B  -f-  m)Q  +  R'. 

En  comparant  ces  deux  égalités  nous  trouvons  facile- 
ment m(Q  —  i)  -|-  R'  =  R.. 

Supposons  d'aboid  que  Q  ne  soit  pas  égal  à  i  ;  alors 
nous  voyons  que  R'  est  inférieur  à  R,  et  nous  aurons  pour 


—   iV:    — 

déterminer  m,  l'égalité 

R   -  R' 

m  = 


puisque  R'  n'est  pas  connu,  nous  voyons  que  m  ne  peut 
pas  dépasser  le  plus  grand  entier  contenu  dans  l'expression 

R 
Q  — 1 
c'est-à-dire  que  nous  aurons  une  limite  supérieure  de  m  en 
diminuant  le  quotient  d'une  unité  et  divisant  le  reste  par 
le  nombre  ainsi  obtenu. 

Nous  avons  supposé  que  Q  n'était  pas  égal  à  i  ;  cherchons 
ce  qui  arriverait  dans  ce  cas  ;  si  nous  avions 

A  =  B4-R, 
R  étant  inférieur  à  B,  nous   aurions  évidemment,  quel  que 
fût  ?»  :  A  +  ?»  =  (B  +  m)  +  R, 

et  R  serait  plus  petit  que  B  -j- m  ;  donc  dans  ce  cas  nous 
pourrions  prendre  pour  m  un  entier  quelconque,  et  le  quo- 
tient ne  changerait  pas;  le  problème  est  alors  indéterminé. 


Une  équation  du  second  degré  a  ses  coefficients  imaginaires: 
trouver  la  condition  pour  que  celte  équation  admette  une  racine 
réelle. 

Soit  l'équation 

(a  +  ài)x''  +  (6  +  h'i)x  +  (c  -)-  ci)  =  o. 
Si    celte  équation    admet  une   racine  réelle,  cette   racine 
réelle  devra  annuler  séparément  la  partie  réelle  et  le  coef- 
ficient de  i  dans  l'équation  mise  sous  la  forme 

a  jc'^  -{-  bx  -\-  c  -\-  i{a'x^  -f-  h'.v  -j-  c')  =  o. 
Donc,  pour  que  l'équation  proposée   admette  une  racine 
réelle,  il   faut  que  les  deux  équations 

ax:^  -|-  fe.r  -f-  c  =  o,     àx^  -\-  b'x  -\-  c   :=  o 
aient  au  moins  une  racine  commune,  ce  qui  nous  donne  une 
condition  connue. 

11  est  bon  de  remarquer  que  cette  racine  convient  aussi 
à  une  équation  que  nous  pourrions-appeler  l'équation  con- 
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juguée  de  la  précédente  et   qui    eu   diffère   eu    ce  que  les 
coefficieuls  sont  conjugués  de  ceux  de  l'équation  donnée. 


Trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
I    .   2^  +  2  .  32  +  3   .  4V+   . . .  +  (n  —  i}n^ 

Si  à  cette  somme  j'ajoule 

2^  +  3^  +  4^  +   . . .    +  n\ 

j'aurai  la  somme  des  cubes  des  nombres  de  2  à  m,  c'est-à- 

,.  n-('i  H-    I)' 

dire I. 

4 
Donc,   puisque  la  somme  que  j'ai  ajoutée  est  égale  à 

n(n  +  i)(2?t  -f-  0 

6  ""'• 

il  vient  pour  la  somme  cherchée 

n^ln  +   if         n(ii  -{-  i)i2n -\-  i)         u(n-\-  D  ,„   ,  , 

■ '■ ■ f ■ — -  =  ■ (.■>//-  — n —  2). 

4  b  12 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  expression  est  toujours 
divisible  par  12;  car  le  facteur  3h^  —  n  —  2  étant  toujours 
pair,  ainsi  que  l'un  des  facteurs  n  ou  n  -|-  i?  ^6  produit  est 
toujours  divisible  par  4;  et  si  n  est  un  multiple  de  3  aug- 
menté de  I.  le  facteur  3n'^  —  n  —  2  est  divisible  par  3. 
Donc  le  produit  est  bien  divisible  par  12. 


On  donne  un  demi-cercle  AB  et  une  perpendiculaire  PN  au 
diamètre  telle  que  AP  =  b.  On  demande  de  mener  par  le  point 
A  une  corde  rencontrant  PN  en  H,  et  la  circonférence  en  C  de 
telle  sorte  que  HC  ^  R. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. ) 

Abaissons    du  point   C  la  perpendiculaire   CD,  et  posons 

AH  =  X. 

Les    triangles   rectangles  AHP,  ACD  sont  semblables  et 

X  b 

donnent  — — =  -TTr* 

R  -f-  <^"  AD 
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D'autre  part,  ou  a,  puisque  AG  est  une  corde   et  AD  sa 
projection,  AD  =  — 

Donc  l'équation  est,  en  supprimant  le  facteur  R  -\-  x,  qui 

26R 
ne  peut  être  nul,  x  =  — - 

Il  est  facile  de  résoudre  cette  équation.  Nous  avons  sup- 
posé ici  que  le  segment  HC  faisait  suite  au  segment  AH  ; 
on  pourrait  étudier  la  question  en  supposant  que  le  point  G 
est  entre  A  et  H  ;le  problème  n'est  pas  plus  difficile  à  traiter. 


De  chaque  côté  du  centre  0  d'un  cercle,  on  prend  OG  =  OD 
=  a,  sur  le  diamètre  AB  ;  déterminer  un  point  M  sur  la  circon- 
férence tel  que  OM^  =  MG  .  MD. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

La  ligne  OM  étant  médiane,  on  a 

MG^  +  MD^  =  20^  -}-  20M^  ; 
et,  par  suite  de  la  relation  donnée,  on  trouve 
(MD  —  MG)^  =  2a\ 
On  aura  aussi,  en  ajoutant  20M'^  de  pari  et  d'autre, 

(MD  +  MG)2  =  20,2  -f  40i\P. 
Il  sera  dès  lors  très  facile  de  construire  la  somme  et  la 
différence  des  côtés  MD   et  MG.  et  par  suite  de  trouver  le 
point  M. 

On  pourrait  trouver  aussi  facilement  la  projection  du 
point  M  sur  le  diamètre;  en  effet,  on  sait  que  l'on  a 

MD^  —  MG^  =  4«  X  OB. 
Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  deux  égalités  pré- 
cédentes, on  trouve 

i6a^  X  OB"  =  ^a\a'  -f  2OW). 
Par  suite,  on  construira  très  facilement  la  ligne  OB. 
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Trouver,  pour  x  =■  i,  la  valeur  de 

m  — 

\/x    —    l 


P/ — 


\/x     —    I 
Posons  X  =  y"^i'  ;  alors  il  vient 

m.—  ,— 

y  ce  =  yi'  ;    y  x  =  ys 
et    l'expression   devient,     en    supprimant   haut   et    bas   le 
facteur  y  —  i, 

P' -  '  -^  y  "'  -\-    ■'■   +  ^ 

ym  -  i    _|_   ym  -  2    _^    .  .  .    4_     I 

et  pour  y  =■  i,  ce  qui  donne  aussi  x=  i,  on  trouve 

m, — 

\  X    —  I       _    Jp_ 

P/—  m 

I 


Application  : 


\/x  — 

\j  X   — 


SJx  — 


pour  x-=i  I,  a  pour  valeur  — -. 

3 


Toul  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  d'un  trièdre  rec- 
tangle coupe  ce  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle. 

Le  théorème  est  évident  lorsque  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  l'arête  du  dièdre  droit. 

Soit  un  angle  trièdre  SABC,  dont  le  dièdre  suivant  SG  est 
droit;  je  mène  un  plan  ABC  perpendiculaire  à  l'arête  SB; 
il  est  par  suite  perpendiculaire  au  plan  BSC  ;  or  le  plan 
ASC  est  aussi  j)erpendiculaire  à  BSC;  donc  l'intersection 
AG  de  ces  deux  plans  est  perpendiculaire  à  la  face  BSC, 
et  par  suite  à  la  droite  BC. 

Ce  théorème  nous  permet  de  résoudre  facilement  le  pro- 
blème suivant. 

Étant  données  deuxdroites  SA  et  SB  qui  se  coupent,  par  SAon 
mène  un  plan  et  par  SB  im  plan  perpendiculaire  au  précédent  : 
trouver  le  lieu  des  droites  d'inlersectioné 
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Si  je  mène  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  SA,  ce 
plan  coupera  le  Irièdre  formé  par  ASB  et  les  deux  plans 
mobiles  suivant  un  triangle  rectangle  dont  le  sommet  de 
l'angle  droit  sera  sur  l'arête  SC  ;  donc  le  point  C  d'intersec- 
tion de  cette  arête  mobile  avec  le  plan  que  je  viens  de 
mener  sera  sur  un  cercle  ayant  pour  diamètre  l'intersection 
de  ce  plan  et  du  plan  ASB.  Il  en  résulte  que  la  surface 
engendrée  par  l'intersection  des  plans  mobiles  est  un  cône 
oblique  à  base  circulaire;  les  deux  directions  de  sections 
circulaires  sont  les  deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes 
SA  et  SB. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A  l'École  saint- g yu 


Problèmes  de  mécanique. 

Un  paivillélt'ijipkle  rectangle  posant  s'appuie  par  une  de  ses  faces  sur  un 
plan  horizontal  ;  il  est  en  outre  sollicité  par  une  force  horizontale  située  tlans 
le  plan  vertical  passant  par  son  centre  de  gravité  et  perpendiculaire  à  Tune  des 
faces  latérales.  Examiner  si  le  corps  glissera  sur  le  plan  horizontal,  ou  tournera 
autour  de  laréte. 

—  Trois  forces  qui  se  font  équilibre  sont  représentées,  en  grandeur  et  en 
direction,  par  les  peri)endiculaires  abaissées  d'un  j)oint  sur  les  côtés  d'un 
triangle.  Trouver  la  j)Osition  de  ce  point. 

—  Un  poids  P  placé  sur  un  plan  incliné  i)arfaitenient  poli,  est  relié  à  ini 
poiils  Q  par  un  fd  passant  sur  une  jxiulie  située  au  sommet  du  plan  incUné  ; 
étudier  les  lois  du  mouvement  de  ce  système. 

—  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  figure  formée  par  un  tri;ingle  équilaté- 
ral  et  un  carré,  la  base  du  triangle  coïncidant  avec  le  côté  du  carré. 

—  Un  projectile  est  lancé  avec  une  vitesse  v,  faisant  un  angle  a  avec  rhorizon. 
Trouver  au  bout  de  condjien  de  temps  il  repassera  dans  le  même  plan 
horizontal. 

—  Uétorminor  avec  quelle  vitesse  il  faut  lancer  un  projectile  le  long  d'un  ])lan 
incliué  pour  que  le  temps  qu'il  em|)loierait  à  parcourir  la  longueur  du  plan  soit 
égal  au  temps  qu'un  mobile  tombant  hbrenu-nt  du  rejws  mettrait  à  parcourir 
la  hauteur  du  même  plan. 

—  Calculer  Finclinnison  d'un  plan,  sachant  que  si  l'on  abandonne,  (Ui  point 
le  plus  élevé,  deux  corps  pesants,  l'un  sur  le  jtlan,  l'autre  verticalement,  le 
temps  employé  par  le  jiremier  pour  parcourir  le  i)lan  est  n  fois  le  temps 
employé  par  le  second  pour  parcourir  la  hauteur  du  plan. 

—  Sons  l'action  d'vme  certaine  force,  un  cor|)S  pesant  loo  kilogrammes 
s'élève  d'un  mouvement  unifornu-  suivant  la  ligne  de  plus  graiule  pente  d'un 
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plan  incliné  de  45°  sur  Thorizoïi.  Trouver  la  grandeur  de  la  force  qui  agit 
sur  ce  corps  en  lu  supposant  :  1"  parallèle  à  la  longueur  du  plan  ;  2°  paral- 
lèle à  la  base  du  plan  ;  le  coenicient  de  frottement  est  o,3o. 

—  Une  tige  homogène  AB,  de  longueur  l  et  de  poids  tt,  est  mobile  autour 
d'un  point  A;  au  point  C,  tel  que  AC  =  d,  on  applique  un  poids  P.  On 
demande  à  quelle  distance  AD  du  point  A  il  faut  appliquer  une  force  (J 
perpendiculaire  à  la  fige  pour  qu'il  y  ait  équilibre. 

—  Étant  donnée  une  circonférence,  on  lui  circonscrit  un  polygone  quelconque; 
si  l'on  considère  le  centre  de  gravité  g  du  périmètre  de  ce  polygone,  le  centre  de 
gravité  G  de  la  surface  et  le  centre  0  de  la  circonférence,  les  trois  points  0,  (î,  g, 
sont  en  ligne  droite.  Trouver  le  rapport  de  OG  ÀOg. 

—  En  quel  i)oint  de  la  surface  totale  d'un  prisme  triangulaire  oblique  faut-il 
suspendre  ce  cori)s  par  un  tll  de  façon  que,  sous  linfluence  de  la  pesanteur,  les 
arêtes  latérales  i)rennent  une  direclioii  jiarallèle  ou  perpendiculaire  à  celle 
du  fd? 

—  Une  tige  AB,  de  poids  P,  de  centre  de  gravité  C,  est  mobile  autour  d'un  de 
ses  points  0;  un  fd  AHK,  attaché  à  l'extrémité  A,  passe  sur  une  poulie  très 
petite  H,  dont  le  rayon  sera  considéré  comme  nul,  et  qui  est  situé  verticalement 
au-dessus  du  point  0,  puis  retombe  en  HK  le  long  de  la  verticale.  On  connaît 
OH  :=  ft;  on  demande  quel  poids  il  faut  suspendre  à  l'extrémité  K  du  (il  pour 
(lu'il  y  ait  équilibre  lorsque  les  deux  parties  du  fil  font  un  angle  donné  AHR  =  6. 

—  Trois  hommes  ont  à  transporter  une  plaque  homogène  et  d'égale  épaisseur, 
ayant  la  forme  d'un  parallélogramme;  l'un  d'eux  prendla  plaque  par  un  sommet; 
on  demande  en  quels  points  du  contour  les  deux  autres  porteurs  doivent  la 
saisir  pour  que  le  poids  soit  également  ré])arti  entre  les  trois  hommes. 

—  Une  boite  cubique  sans  couvercle  est  suspendue  par  un  des  sommets  de  la 
base  supérieure;  elle  est  vide,  et  ses  pai'ois  sont  d'épaisseur  uniforme,  mais 
négligeable;  ti-ouver  la  position  d'équilibre. 

—  Une  plaque  triangulaire  homogène,  pesante,  et  assimilable  à  un  plan  est 
suspendue  par  trois  flls  attachés  aux  trois  sommets  du  triangle;  lorsqu'il  y  a 
équilibre,  la  plaque  est  horizontale.  Trouver  une  relation  entre  les  longueurs 
a,  p,  Y,  des  fils,  et  les  côtés  respectivement  opposés  dans  le  triangle. 

—  Si  trois  mobiles,  placés  aux  sommets  d'un  triangle,  partent  en  même 
temps  et  parcourent  respectivement  les  trois  côtés  dans  le  même  sens  avec  des 
vitesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gravité  reste  immobile. 

—  Déterminer  la  position  d'équilibre  d'un  système  de  deux  mobiles  |)esanls 
égaux  assujettis  à  rester  sans  frottement  sur  une  circonférence,  située  dans  un 
plan  vertical,  et  sur  une  tige  rigide  susceptible  de  se  mouvoir  librement  autour 
d'un  point  A  pris  sur  le  diamètre  horizontal  de  la  circonférence. 


REMARQUES  SUR  LES  FIGURES  HOMOTHETIQUES 

ET   LES    FIGURES    INVERSES 
Par  Maurice  il'Oca§^ne. 


I.  —  Gonsidérous  deux  figures,  courbes  ou  surfaces,  homo- 
thétiques  par  rapport  au   poiul  o.  Tirons    par  ce  point  une 
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sécante  quelconque  qui  coupe  les  deux  figures  respective- 
ment en  m  et  p.   Prenons   sur   cette    sécante  un    point  i  tel 

que  -jf  -  II, 

h  étant  une  constante.  Nous  avons  de  plus 

om 


op 


=  k. 


Donc 


pi 


h  op 

——  ou  j — 

k  op  -\- pi 


h 


c'est-à-dire 


k  +  h 

op h 

Vi  k  -\-  h 


La    figure  décrite  par  le  point  /,  lorsque  la  sécante  pivote 


autour  du  point  o,  est  donc  homothétique  à  la  ligure  décrite 
par  p  et  par  suite  à  celle  décrite  par  m. 

II.  —  Considérons  maintenant  deux  figures,  courbes  ou 
surfaces,  inverses  par  rapport  au  point  o.  Une  sécante  quel- 
conque menée  par  ce  point  coupe  ces  deux  figures  respec- 
tivement en  m  et  p.  Prenons  sur  cette  sécante  un  point  i 
tel  que  om.pi  =  h. 

Mais  nous  avons       om.op  =  k. 

pi    h 

op  k 

oi    /)  +  /.■ 

op  k 

La  figure    décrite    par  le  point  i  est  donc  homothétique, 


Donc 


ou 


—  4^1  — 

par  rapport  à  o  à  la  ligure  que  décrit  le  point  p  et,  par 
suite,  inverse  par  rapport  à  o  de  la  figure  que  décrit  le 
point  m. 

Pour  faire  ressortir  l'utilité  qui  s'attache  à  ces  remarques, 
je  vais  successivement  les  appliquer  à  un  exemple  très 
simple.  Autour  de  l'extréinité  o  du  diamètre  oc  de  la  circonfé- 
rence c,  pivote  une  sécante  op  coupant  cette  circonférence  en  p. 
D'un  point  fixe  a  pris  sur  oc,  on  abaisse  la  perpendiculaire  am 
sur  la  sécante  et  on  porte  sur  cette  sécante  la  longueur  mi  =  op  : 
trouver  le  lieu  du  point  i. 

Première  solution.  —  Le  lieu  du  point  m  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  oa  comme  diamètre  ;  cette  circonférence 
est    homothétique   à    la  circonférence    c    par    rapport    au 

point  0.  Mais  =  i. 

^  op 

Donc,  d'après  la  première  remarque,  le  lieu  du  point  i  est 

homothétique  à  la  circonférence  c  par  rapport  à  o;  c'est,  par 

suite,  une    circonférence  passant  par  o  et  ayant  son  centre 

sur  oa. 

Deuxième  solution.  — Élevons  à  oa,  en  a,  la  peTpendiculaire 
ao  qui  coupe  la  sécante  mobile  au  point  6.  La  droite  ab  peut 
être  considérée  comme  inverse  de  la  circonférence  c  par 
rapport  a  o.  Mais 

ob.pi  =  ob.om  =  oa:\ 
qui  est  constant. 

Donc,  d'après  la  seconde  remarque,  le  lieu  du  point  i  est 
homothétique  de  la  circonférence  c  par  rapport  au  point  o; 
nous  sommes  ramenés  à  la  même  conclusion  que  précédem-' 
ment. 
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INTERSECTION 

DE  DEUX  SURFACES  DE  REVOLUTION  DU  SECOND  DEGRE. 

DONT  LES  AXES  NE  SONT  PAS  SITUES 

DANS  UN  MÊME  PLAN 

l'ai'  M.   li.   fpJfoffro),  répétiteur  à  l'Ecole   Centrale,  professeur 
au  collège^  Chaptal. 


Onu'examiue  pas,  à  l'ordinaire,  dans  les  cours  de  géomé- 
trie descriptive,  la  question  qui  fait  l'objet  de  cette  note; 
elle  a  été  écartée  des  programmes  officiels  et,  dans  l'esprit 
des  élèves,  il  y  a  là  une  sorte  de  lacune  qu'ils  attribuent 
volontiers  à  l'impuissance  de  la    méthode  graphique. 

Dans  les  ouvrages  destinés  à  l'enseignement,  on  se  con- 
tente de  considérer  le  problème  actuel  comme  un  cas  par- 
ticulier du  problème  général  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  degré.  On  choisit  les  plans  de  projection 
d'une  manière  convenable,  et  on  prend  des  plans  sécants 
auxiliaires,  qui  donnent  dans  l'une  des  surfaces  (si  cela  est 
possible)  des  sections  elliptiques  se  projetant  suivant  des 
cercles;  les  plans  auxiliaires,  déplacés  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  donnent  dans  l'autre  surface  des  sections  semblables 
se  projetant  suivant  des  courbes  homothétiques;  on  trace 
l'une  de  ces  courbes  avec  le  plus  grand  soin,  et  elle  permet 
d'obtenir,  par  le  déplacement  des  projections  circulaires  des 
sections  de  la  première  surface,  tous  les  points  de  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces. 

(Voir  la  Géométrie  descriptive  de  Kiœs.) 

Nous  nous  sommes  proposé  de  chercher  une  solution 
dicecte  du  problème,  pour  le  cas  particulier  de  deux  surfaces 
de  révolution  du  second  degré,  dont  les  axes  sont  placés 
d'une  manière  quelconque  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  théorème  suivant. 

Deux  surfaces  du  secand  degré,  circonscrites  à  une  même  troi- 
sième surface  également  du  second  degré,  se  coupent  suivant  deux 
courbes  planes. 
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Considérons  deux  sphères  inscrites  respectivement  dans 
chacune  des  surfaces  de  révolution  données,  et  imaginons  les 
deux  cônes  qui,  ayant  pour  sommets  les  centres  de  simili- 
tude directe  (S)  ou  inverse  (T)  des  deux  sphères  considérées, 
sont  circonscrits  à  ces  sphères.  Prenons  l'un  de  ces  cônes, 
S  par  exemple;  il  coupe  chacune  des  surfaces  de  révolution 
suivant  deux  courbes  planes,  en  raison  du  théorème  que 
nous  rappelons  plus  haut. 

Désignons  par  A  et  B  les  courbes  planes  déterminées  par 
le  cône  sur  la  première  surface;  et  par  C  et  D  les  courbes 
planes  situées  sur  la  seconde  surface,  les  courbes  A  et  G. 
par  exemple,  étant  situées  sur  le  cône  S,  auront  deux  points 
communs  réels  ou  imaginaires.  Ces  deux  points  appartiendront 
à  l'intersection  cherchée  ;  ils  sont  d'ailleurs  situés  sur  l'inter- 
section des  plans  des  courbes  A  et  C.  Ou  pourra  donc  les 
construire  en  cherchant  l'intersection  de  la  droite  commune 
à  ces  deux  plans  avec  le  cône  S. 

Chaque  cône  auxiliaire  fournira  huit  points;  car  les  plans 
A  et  B  coupent  C  et  I)  suivant  quatre  droites,  qui  rencontrent 
elles-mêmes  le  cône  S  en  huit  points  réels  ou  imaginaires. 

La  question  est  ainsi  ramenée  au  problème  simple  :  Trou- 
ver l'intersection  d'une  droite  et  d'un  cône  de  révolution. 

Pour  simplifier  les  constructions,  on  choisira  le  plan 
vertical,  parallèle  à  la  fois  aux  axes  des  deux  surfaces,  et 
on  prendra  le  plan  horizontal  perpendiculaire  à  l'un  des 
axes. 

Le  contour  apparent  du  cône  S  s'obtient  immédiatement, 
puisqu'il  est  formé  par  les  tangentes  communes  aux  contours 
apparents  des  deux  sphères. 

Pour  obtenir  les  courbes  planes  communes  à  l'une  quel- 
conque des  surfaces  de  révolution  et  au  cône  S,  on  ramènera 
l'axe  de  ce  cône  parallèlement  au  plan  vertical,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  l'axe  de  la  surface  de  révolution 
considérée.  Les  courbes  planes  seront  alors  projetées  verti- 
calement suivant  deux  lignes  droites;  on  aura  ainsi  les 
plans  des  deux  courbes  planes  qu'on  ramènera  par  une  rota- 
tion contraire  à  la  précédente  dans  leur  position  véritable. 

Ayant  effectué  la  même  construction  pour  l'autre  surface, 
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on  n'aura  plus  qvi'à  construire  les  quatre  droites  suivant  les- 
quelles le  couple  des  plans  A  et  13  rencontre  le  couple  G  et 
puis  D;  on  cherchera  les  intersections  des  quatre  droites 
ainsi  obtenues  avec  le  cône  de  révolution. 

Nous  ferons  remarquer  que  notre  méthode,  étant  générale, 
s'applique  au  cas  particulier  de  deux  surfaces  de  révolution 
dont  les  axes  se  coupent. 

En  prenant  le  plan  vertical  parallèle  au  plan  des  deux 
axes  et  l'un  des  axes  étant  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal, on  peut  substituer  à  l'emploi  de  la  sphère  de  rayon 
variable  décrite  du  point  de  concours  des  axes  comme  centre 
(ce  qui  ne  donne  à  chaque  opération  que  deux  points  de 
rintersection)  celui  du  cùne  S,  qui  donne  huit  points  de 
l'intersection.  On  obtient  immédiatement  ces  points  dans  le 
cas  actuel,  car  les  courbes  planes  A,  B,  C,  D,  sont  proje- 
tées verticalement  suivant  des  lignes  droites,  et  on  reporte 
facilement  sur  le  plan  horizontal  les  points  obtenus  en 
projection  verticale  à  l'aide  des  parallèles  de  la  surface  de 
révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

Enfin  nous  terminerons  par  cette  dernière  remarque,  que 
les  deux  sphères  inscrites  étant  absolument  arbitraires,  on 
peut  simplifier  les  constructions,  en  laissant  l'une  d'elles 
fixe  pendant  tout  le  cours  de  l'exécution  de  l'épure. 


BACCALAUREAT 


PARIS 


Le  côté  (le  la  base  dune  pyramide  hexagonale  régulière  est  o;  sa  hauteur 
est  h;  exprimer,  au  moyen  de  a  et  de  h.  le  cosinus  de  langle  formé  par  deux 
faces  latérales  adjacentes. 

. —  On  donne  les  deux  traces  d'un  plan  et  la  projection  horizontnlep  du  pied 
P  de  la  perpendiculaire  MP  menée  du  point  M  de  l'espace  sur  ce  plan;  la 
longueur  de  cette  i)erpendiculaire  est  /;  trouver  les  projections  du  point  M. 

—  Dans  le  demi-cercle  ADA',  on  mène  la  corde  BB'  parallèle  au  diamètre  AA  , 
à  une  distance  de  ce  diamètre  égale  à  la  moitié  du  rayon.  Exprimer  le  volume 
du  solide  décrit  p;ir  la  rotation  autour  de  AA'  de  la  partie  comprise  entre  les 
deux  parallèles. 

—  On  donne  une  circonférence  et  un  diamètre  horizontal  AB.  Trouver  sur 
la  circonférence  un  point  M  tel  (pie,  en  abaissant  une  perpendiculaire  ^IP  sur 
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AB,  on  ait  MP  +  PA  =  m,  m  étant  une  quantité  donnée.  Quelles  sont  les 
vnleurs  que  doit  avoir  m  pour  que  le  problème  ait  0,  1  ou  2  solutions"? 

—  Dans  une  progression  arithmétique  composée  de  trois  termes,  on  donne 
la  somme  des  termes,  2a,  et  la  somme  de  leur  quatrième  puissance,  6*; 
lalculer  le  terme  du  milieu  et  la  raison  de  la  progression. 

—  Deux  droites  situées  chacune  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre  étant  données  par  leurs  traces,  on  propose  de  trouver  les  projections 
de  leur  perpendiculaire  commune. 

—  Sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  de  rayon  donné  R,  on  porte  une  longueur 
AC  =  X.  Au  point  C,  on  élève  au  diamètre  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
en  D  la  circonférence  AMB,  et  on  achève  le  rectangle  ACDE.  Puis,  on  ftiit 
tourner  la  figure  autour  de  AB.  On  propose  de  déterminer  x  de  façon  que  le 
rapport  du  volume  engendré  par  le  segment  ACDM  au  volume  engendré  par 
le  rectangle  ACDE  ait  une  valeur  déterminée  k.  —  Quelle  est  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  prendre  le  nombre  k  jiour  que   le  problème  soit  possible? 


MARSEILLE 

Dans  un  cercle  ayant  un  rayon  égal  à  3™,  la  corde  AB  sous-tend  un  arc 
lie  3o°;  la  corde  BG  sous-temî  un  arc  de6o°.  On  demandt^  la  surface  ABCMA 
comprise  en  les  deux  cordes  et  la  circonférence. 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  dont  on  donne  la  bissectrice  et  la  médiane 
issues  d  un  même  sommet.  Cas  où  ce  sommet  est  le  sommet  de  l'angle  droit  ; 
cas  où  c'est  le  sommet  d'un  angle  aigu;  ces  deux  cas  diflerents  ne  sont  pas 
indiqués  dans  l'énoncé,  qui  est  ainsi  incomplet.) 

—  Angle  d'une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  et  d'un  plan  passantpar  la 
ligne  lie  terre  et  un  point. 


BESANÇON 

—  Étant  donné  un  triangle  isoscèle  dont  l'angle  au  sommet  est  A,  on  prend 
sur  la  base  un  point  M,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires  .MP  el  AIQ. 
1"  Exprimer  la  surface  du  quadrilatère  AP.MQ;  on  désignera  par  .V  l'angle 
au  sommet,  par  a  la  base,  par  p  et  q  les  distances  JIP  etMQ;  :2''  déterminer 
la  position  du  point  .M  de  telle  sorte  que  la  surface  soit  maxima  ou  niininit. 
—  Appliiiuer  la  première  pu'tie  au  cas  où  l'on  a 

A   =  3^°  27'  14" 

a  =  \b   ;  p  =  V2  . 

—  On  lance  de  bas  en  haut,  avec  une  vitesse  v,  un  corps  pesant  sur  un 
phin  incliné  d'un  angle  a  à  l'horizon  ;  ce  corps  s'arrête  en  un  point  M  dimt  on 
demande  la  distance  à  l'origine.  Trouver  en  outre  le  lieu  dé'rit  parle  puint  M 
lorsque  l'inclinaison  a  du  plan  varie  de  o  à  go". 

—  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

\j3x-  —  bx  -\-  2      —  iCv^S 
([uand  .c  lend  vers  linlini. 
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Mathématiques. 

Calculei-  à;  un  (lix-millièine  i)rès,  le  volimie  d'une  siilièiv  dont  le  rayon 
est  n  v'2  (Chaque  candidat  prendra  poui-  la  valeur  de  n  son  numéro  de 
passage). 

—  Résoudre  et  disfuter 

*-  4-  y-  =  a- 

log  .r  +  log  y  =  n 

—  On  a  un  cône  droit  à  base  circulaire  dont  les  génératrices  sont  indéfiniment 
prolongées  des  deux  côtés  du  sommet,  on  le  coupe  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe.  On  demande  de  mener  un  second  plan  parallèle  au  premier,  de 
façon  que  la  surface  latérale  du  solide  compris  entre  les  deux  plans  soit  dans 
un  rapport  déterminé  avec  la  somme  des  deux  bases.  Discuter. 

Physique. 

—  Une  machine  pneumatique  permet  de  faire  le  vide  à  0"',001  de  mercure; 
à  quel  degré  de  vide  arrivera-t-on  en  appliquant  le  perfectionnement  de 
Babinet? 

—  Une  sphère  de  ravon  R,  de  densité  ,  est  plongée  dans  leau  dis- 

I   +   a 

tillée  à  4°.  De  quelle  hauteur  s'enfoncera-t-elle  dans  le  liquide?  (Chaque  can- 
didat prendra  pour  a  son  numéro  de  passage.) 

—  Une  substance  transparente  est  taillée  en  prisme  d'angle  de  6o°.  Un  rayon 
lumineux  traversant  cette  substance  sous  l'angle  de  déviation  minima,  subit 
une  déviation  de  3()°  42'  40".  Quel  est  l'indice  de  réfraction  ? 

—  Une  lentille  biconvexe  est  taillée  sous  deux  faces  sphériques  de  i  mètre 
de  rayon.  On  constate  qu'un  point  lumineux,  situé  dans  Taxe  à  8  mètres  de 
la  lunette,  fait  sou  image  del'autrecôté  à  i^jio.  Trouver  l'indice  de  réfraction. 


COLLEGE  ROYAL  FRANÇAIS  DE  BERLIN 

ÉPREUVES    ÉCRITES   POUR    LES    BACHELIERS 


Pâques  1880 

Trouver  les  quati-es  termes  d'une  propoi'tion  connaissant  la  ditïérence 
des  moyens,  «;  la  diflérence  des  extrêmes,  b;  et  la  somme  des  carrés  des 
quatre  termes,  c. 

—  Trouver  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  et  la  hauteur  d'un  triangle  rec- 
tangle sachant  que  la  somme  de  ces  trois  lignes  est  égale  à  b,  et  l'hypoté- 
nuse à  a. 

—  Construction  et   résolution    d'un    triangle  ol)iiquangle.    connaissant    un 
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angle  C,  lu  sdinmos  de  ses  deux  cùlés,  et  la  dliréreiico  <i  des  hauleui'j  correi- 
pondantes. 

—  Trouver  le  rapport  des  aires  des  trois  sphères  inscrite,  exinscrite  et  cir- 
conscrite à  un  octaèdre  régulier. 

Saint-Michel  1880 

Résoudre  xy  +  xy-'  =  6 

X  +  xy-  +xy''  =  Q. 

—  Trouver  le  premier  terme  x,  et  la  raison  y.  d'une  proportion  arithmé- 
tique connaissant  le  produit  a,  et  la  somme  5  h  ûe  ses  ternies. 

—  Construire  et  résoudre  un  triangle  obliquangle,  connaissant  le  rayon 
p  du  cercle  inscrit.  Tangle  A  et  le  segment*/  du  côté  c  adjacent  à  A  et  déter- 
miné par  la  hauteur.  z\pplication  : 

p=  22.5;  5  =  II  ;  A  =  79"3(')'4o'. 

—  Dans  un  vase  en  forme  de  cône  droit  équilatéral  renversé,  on  a  placé 
une  sphère  de  rayon  r,  et  versé  assez  d'eau  poui'  recouvrir  exactement  la 
sphère.  Quelle  hauteur  cette  eau  atteindra-t-elle  dans  le  vase  après  qu'on 
aura  retiré  la  sphère"? 


CONCOURS  ACADEMIQUES  DIVERS 


On  donne  un  angle  ABA';on  mène  la  bis.'^eptriee  de  Tangle  supplémentaire 
i;BA';d'un  point  0  de  cette  bissectrice  on  abaisse  les  perpendiculaires  OD  et 
OD'  sur  AC  et  A'B;  on  fait  pas.ser  par  les  points  0  et  B  une  série  de  cercles  qui 
coupent  les  côtés  de  l'angle  ABA  '  aux  points  P  et  P',  Q  et  Q'....;  démontrer  que  : 
1»  les  cordes  PP  ,  QQ'...  sont  vues  du  point  0  .sous  un  angle  constant;  2"  les  per- 
pendiculaires élevées  au  milieu  des  cordes  PP',  QQ...  pa.ssent  par  le  point  0; 
3°  les  segments  PQ,  P'Q'  i^ont  égaux;  4°  la  droite  I>D' passe  par  le  milieu  des 
cordes  PP';5°lesdiirérentes  cordes  sont  tangentes  à  uiie  même  parabole  dont  le 
foyer  est  0  et  la  tangente  au  .sommet  est  DD'.  Construire  cette  parabole  et 
trouver  les  jioinls  de  tangence  des  diverses  cordes.  (Grenoble,  1867.) 

—  Si  dans  une  progression  par  différence,  trois  ternies  con.sécutifsa,6,  c  .sont 
premiers  absolus,  la  raison  est  divisible  par  ô,à  moins  que  le  premier  terme 
ne  soit  3  ;  s'il  y  en  a  5,  la  rai.'^on  est  divisible  par  3o,  à  moins  que  le  premier 
terme  ne  .soit  5;  s'il  y  en  a  7,  la  raison  est  divisible  par  210,  à  moins  que  le  pre- 
mier terme  ne  soit  7.  (On  suppose  que  le  premier  terme  de  la  progression  n'est 
pas  i).  (Foitiers.  1869.) 

—  Résoudre  l'équation 

n  COS-J3  +  i2a-  —  a  -\-  i  sin  x  —  3a  -\-  1=0  (Montpellier,  1868) 

—  Étant  donné  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  on  mène  une  corde  quelconque 
AC,  et  on  la  i)rolonge  d'une  longueur  CD  =  AC  ;  on  joint  le  point  D  au  centre 
du  cercle,  et  on  mène  BC  ;  lieu  des  ]ioints  d  intersection  de  BC  et  de  DO. 

(Montpellier,  1868.) 

—  Les  trois  angles  d'un  triangle  .sont  en  jirogre.ssion  arithméti(iue,  la  somme 
des  carrés  de  leurs  sinus  est  égale  à  2;  quelles  relations  y  a-t-il  entre  les  côtés? 

(Montpellier,  1869.) 
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—  Étant  données  deux  parallèles  coupées  par  une  sécante,  inscrire  entre  ces 
deux  droites  deux  cercles  tangents  extérieurement  l'un  à  Tautre.  et  tels  que  l'un 
soit  tangent  à  la  première  parallèle  et  à  la  sécante,  et  l'autre  tangent  à  la  seconde 
parallèle  et  à  la  sécante.  Solution  géométrique  et  solution  analytique. 

(Montpellier.  1873,) 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 


CONCOURS  DE  1881 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  les  droites  D  telles  que  si,  par 
chacune  d'elles,  on  mène  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  les  normales  aux 
points  de  contact  M  et  M'  soient  dans  un  même  plan.  —  1°  Démontrer  que 
la  droite  D  et  la  droite  de  contact  MM'  sont  rectangulaires.  —  2°  Trouver  le 
lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  jioint  donné  A.  —  3°  Ce  lieu  est  un 
cône  du  second  degr.'-;  trouver  le  lieu  des  positions  du  point  A  pour  lesquelles 
ce  cône  est  de  révolution.  —  4°  Trouver  l'enveloppe  C  des  droites  D  qui  sont 
contenues  dans  un  plan  donné  P,  et  la  surface  S  engendrée  par  C  quand  P  se 
déplace  parallèlement  à  un  plan  donné  Q.  —  5°  Trouver  pour  queilo^  direc- 
tions de  Q  la  surface  S  est  de  révolution. 

Mathématiques  élémentaires. 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  le  cijté  a,  l'iuigle  B,  et  la  dilJérence 
/;  —  h  =  l  entre  le  côté  b  et  la  hauteur  h  issue  du  .sommet  A.  Discuter. 

Montrer  que  le  problème  jieut  être  ramené  à  la  recherche  des  points  on  le 
côté  AB  rencontre  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  sommet  C  du  triangle  et 
pour  directrice  une  parallèle  au  côté  BC.  Di.scuter  à  nouveau  le  problème,  et 
comparer  les  résultats  des  deux  dispussions. 

Mécanique. 

(Celte  composition  porte  sur  un  sujet  désigné  à  ravance. 

Thkorie.  —  Montrer  que  lélude  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui  pen\ 
tourner  librement  autour  d  un  point  fixe,  et  qui  est  soumis  à  l'action  de 
lorces  qui  sont  connues  pour  chaque  position  du  corps  solide,  dépend  de 
l'intégration  de  six  équations  diflcrentielles  du  premier  ordre.  Établir  ces 
éipmtions. 

Ai'PLic.ATiON.  —  Eifectuer  cette  intégration  dans  le  cas  où  deux  des  axes 
jirincipaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au  point  fixe  .sont  égaux,  et  où  aucune 
force  extérieure  n'agit  sur  lui. 


AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIllE  SPÉCIA]. 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

v-alculer  avec   Uiute  l'i'xaetitude    des    tables  à    sept  décimales  la  valeur  de 
l'angle  u  donné  par  l'équation 

u  —  e  sin  ii  =^  m,  [[) 
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pour  m  =  48",    ('  =  0,167. 

On  en  déduira  le  rayon  r  et  l'angle  v  au  moyen  des  relations 

I  —  e- 
/■  =  I  —  e  cos  »  = . 

I   +  e  cos  V 

Nota.  —  Dans  le  calcul  de  l'équation  (1),  u  devant  être  exprimé  en  parties 
tlu  rayon,  sera  mulli[)lié  par  206265'. 

Géométrie   descriptive. 

Si  sur  les  cordes  d'une  ellipse,  menées  parallèlement  à  une  direction  donnée, 
comme  diamètres,  on  décrit  des  circonférences,  l'enveloppe  de  celles-ci  sera 
une  ellipse.  Pour  démontrer  cette  proposition,  on  considérera  l'ellipse  donnée 
comme  la  projection  oblirpie  sur  un  certain  plan  du  contour  d'une  sphèi'e- 
On  fera  une  épure  ou  croquis  île  la  ligure  à  main  levée. 

Mécanique. 

Théorie  du  pendule  simple  dans  le  vide,  pour  des  osciliatitms  extrêmement 
petites.  Application. 


BIBLIOGRAPHIE 


(loL'RS  DE  CKOMÉTRiE  DESCRIPTIVE,  deuxième  volume,  premier  fascicule,  par 
M.  «lurisch,  professeur  à  l'école  Colbcrt.  —  Paris,  librairie  Delagrave, 
Nous  avons,  il  y  a  un  an,  signalé  à  nos  lecteurs  l'apparition  du  premier 
volume  de  cet  ouvrage;  la  seconde  partie,  qui  vient  de  paraître,  comprend 
les  trièdres,  les  plans  tangents,  les  sections  planes  du  cône,  et  la  méthode  des 
plans  cotés. 

On  voit  que  les  deux  volumes  parus  compreiment  ainsi  tout  le  ^^rogramme 
lie  Saint-Cyr;  et  nous  signalons  avec  plaisir  l'extension  donnée  pir  l'auteur  à 
la  méthode  des  plans  cotés;  M..Jurisch  a  repris  rapidement,  par  cette  méthode, 
si  importante  dans  la  pratique,  les  principales  questions  qu'il  a  traitées  avec 
plus  de  détails  dans  la  méthode  des  deux  projections;  cest  ainsi  par  exemple 
([u'il  a  montré  comment  on  peut  mener  les  plans  tangents  au  côrie  et  au 
cylindre  en  projection  cotée.  Les  indications  suffiront  aux  élèves  pour  leur 
donner  une  idée  bien  précise  de  la  méthode,  et  les  engager  à  refaire  en  pro- 
jection cotée  un  certain  nombre  dépures  qu'ils  auront  exécutées  d'autre  part 
à  l'aide  de  deux  plans  de  projection;  c'est  le  meilleur  moyen  pour  eux  de 
reconnaître  que  les  deux  méthodes  ne  présentent  pas  plus  de  dillicultés  l'une 
((ue  l'autre. 

Après  les  sections  planes  du  cône,  1  auteur  a  mis  les  énoncés  de  eincpiante 
problèmes,  choisis  pour  la  plupart  dans  les  questions  d'examen  ou  de  concours 
pour  les  écoles;  ce  sont  les  meilleurs  exercices  que  l'on  puisse  donner  comme 
l)répa ration  à  des  élèves. 

En  terminant,  nous  pouvons  dire  que,  grâce  à  cette  méthode  qui  consiste  à  ne 
pas  laisser  pa.sser  une  question  de  détail  .sans  la  signaler  à  ses  lecteurs, 
M.  Jurisch  nous  a  donné,  pour  la  préparation  au  baccalauréat  et  à  Técole 
Saint-Cyr,  un  guide  très  précieux  dans  l'ensemble   de  ses  deux  volumes;  les 
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candidats  à  l'École  militaire  auront  appris  les  meilleures  constructions  i)i'atiques 
pour  l'exécution  d'une  épure;  et  nous  croyons  que,  en  étudiant  sérieusement 
cet  ouvrage,  plus  d'un  élève  prendra  du  goût  pour  l'étude  de  la  géométrie 
descriptive,  dont  il  aura  pu  appi'écier  les  méthodes  si  simples  et  si  générales. 

A.  M. 


ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE 

Concours  de  1879 
Solution  par  M.  J.  Braun  élève  du  lycée  ('.lia ilemagne  (*). 


On  donne  une  conique  rapportée  a  ses  axes \-  ~  =  i, 

1  ti  A  B 

et  un  point  M  sur  cette  conique. 

i°  Par  les  extrémités  d'un  diamètre  quelconque  de  la  courbe 
et  le  point  M,  on  fait  passer  un  cercle.    Prouver   que   le  lieu 
décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par 
l'origine  0  des  axes. 

2"  Si  autour  du  point  0  on  fait  tourner  deux  droites  rectan- 
f/ulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux  points.  Prouver 
que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  en  ces 
points,  est  la  droite  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  OM. 

3"  Par  le  point  0  on  peut  mener,  indépendamment  de  la 
normale  qui  a  son  pied  au  point  0,  trois  autres  normales  à  la 
conique  K. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole 
équilatêre  (A  =  i,  B  =  —  i  ),  montrer  qu'une  seule  de  ces 
normales  est  réelle. 

A^  Calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 

5°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois  normales. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  les  coordonnées 
du  point  JNI  par  cr^  i/^. 

piiEMiÈRE  PARTIE.  —  Soit  //  =  mx  ré([aalion  d'un  diamètre 
de  la  conique.  La  deuxième  corde  d'intersection   du  cercle 

(*)  Aujourd'hui  élève  à  l'Éculc  |)nlvtechnique. 
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avec  cette  conique  passe  par  le  point  M,  et  elle  est  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  aux  axes  ;  son  équation 
est  donc  y  —  yi  =  —  m  {x  —  x^). 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  points  d'inter- 
section de  la  conique  donnée  et  des  deux  droites  précé- 
dentes est 

(ij  —  mx)  [ij  —  ij^^  m  {x  —Xi)]  +  À  (^J^^—i\=o 
Pour  que  cette  conique  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit 

que  l'on  ait  -r-  —  w^  =:  -1  -(-  i 

A  B     ' 

ou  .     X  =  (  I  +  "i 


B  — A 

Eu  portant  cette  valeur  dans  l'équation  ci-dessus,  ordon- 
nant et  simplitiant,  l'équation  générale  du  cercle  devient 
km''  -\-  B 


B  — A 

AB 


{x-"  +  if)  4-  {mx  —  y)  {mxi  +  y,) 
(i  +m^)  =  o, 


B  —  A 

Les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  données  par 
les  deux  relations 

Am'  +  B     ,        ^  ,        ^ 

'^'    B  —  A     "*"  "^  ^"^^*  "^  ^'^  "^  °^ 

Am^  4-  B  ,1 

2//     g  _  ^ imxi  +  (/i)    =  o] 

L'élimination  de  m  entre  ces  deux  équations  donne  le  lieu 
du  centre. 

X 

En  divisant  membre  à  membre  on  voit  que =  —  m. 

y 

Ce  qui  pouvait  être  prévu,  car  le  centre  du  cercle  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  en  0  au  diamètre  y  =r:  mx. 

X 

Remplaçant  m  par —  dans  la  seconde  des    équations 

(a),  elle  devient 

2y[k^  +  B)  +  (A  -  B)(-  ~x,  -f-  y,)  =.  o 
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ou,  en  supprimant  le  facteur  étranger  y  ^  o, 

2{kj-  +  -Bif)  4-  (A  —  B)(yy,  -  xx,)  =  o.        (1) 
Celle  équation  représente  une  conique  K  ayant  ses  axes 
parallèles  à  ceux  de  la  conique  donnée  et  passant  par  l'ori- 
gine. La  tangente  en  ce  point  est  yy^  =  xXj^.  Par  suite  la 
normale   a  pour  équation   yXi  -\-  xyi  =  o  ;   cette  droite  est 

Il  X 

symétrique  de  la  droite  -^^  =  par  rapport  à  Ox.  Donc 

la  normale  OM'  à  la  conique  K  au  point  O  est  symétrique 
de  OM  par  rapport  à  Ox. 

\    o 

La  conique  K  rencontre  Ox  au  point  U  :  a;  =  - — - — x^. 

A  —  B 

Elle  rencontre  Oy  au  point  L   :  y  = — j/j. 

Les  points  D  et  E  peuvent  s'obtenir  par  une  construction 

géométrique.  En  eflet  la  droite  DE  a  pour  équation 

^ B 

Byx^  —  Axy,  -\ — x^yi  =  o.  (.8) 

Cette  droite  est  parallèle  à  la  normale  en  M  à  la  conique 
donnée,  car  cette  normale  est 
Ax  By 


A  —  B. 


?/i 


De  plus,  si  l'on  fait  x  =  — —,  y  =  -^,  l'équation  (^j  étant 

satisfaite,  on  voit  que  DE  passe  par  le  milieu  G  de  OM. 

De  ces  deux  remarques  on  déduit  la  construction  des 
points  DE. 

Le  centre  I  de  la  conique  K  a  pour  coordonnées 

A  — B  A  — B  ,  , 

X  =  —^X„     y  =  --^^y,.  (y) 

Ge-point  I  est  le  milieu  du  segment  DE.  Il  s'ensuit  que 
le  point  F,  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur 
OD  et  OE,  appartient  également  à  la  conique  K,  qui  est  main- 
tenant déterminée,  puisque  l'on  connaît  quatre  points  0,  D 
E,  F,  et  la  tangente  en  0.  On  peut  remarquer  que  Is  point 
F  est  le  milieu  du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  la 
normale  eu  M  à  la  conique  donnée. 
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Nous  allons  montrer  que  la  conique  K  est  semblable  à  la 
conique  donnée. 

En  eliet,  l'iovariant  absolu      C..,         .  V    ^^^    ^^^^  V^^^^  1^ 

13"  —  A  A 


conique  donnée. 


(A  +  B)^ 


—  AB 


et  pour  la  conique  K 


AB 

(A  H-  B)-^ 


—  AB 

Donc  ces  deux  coniques  sont  semblables. 
D'ailleurs,  si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  a  eux- 
mêmes  au  point  I,  par  les  formules 

^.    ,     A-B                                A-B 
oc=^-\ -j — Jî„     y=Y — —  ij„ 

l'équation  (1)  devient 

ou  AX^-  -I-  BY-  =  f^~^  y  .  (2) 

Si  maintenant  on  fait  tourner  la  conique  K  de  90'^  autour 
du  point  I,  son  équation  (2)  deviendra,  par  la  simple  permu- 
tation de  X  en  Y  , 

X^  Y^  (A-Br^ 

— +-B  =  -^6lB--  ^^^''^ 

Ce  qui  montre  qu'après  cette  rotation  la  conique  K  est 
bomothétique  de  la  conique  donnée.  On  déduit  de  là  en  par- 
ticulier que  : 

Les  asymptotes  de  la  conique  K  sont  perpendiculaires  à  celles 
de  la  conique  donnée. 

Enfin  l'équation  (2),  étant  indépendante  de  x^  »/,imontr6  que 

Lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  donnée,  la  conique  K 
reste  invariable  de  forme  et  de  grandeur.  Elle  ne  fait  que  se  dé- 
placer parallèlement  ii  elle-même. 
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Il  s'ensuit  que  dans  ce  mouvement  du  point  M,  le  point  I, 
centre  de  la  conique  K,  décrit  lui-même  la  conique 

\       4       / 
égale  à  la  conique  K. 

Deuxième  partie.  —  D'après  le  théorème  de  Frégier.  la 
droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  rayons  rectangu- 
laires issus  de  0,  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  nor- 
male OM'  en  0.  Comme  OD  et  OE  sont  rectangulaires,  il  en 
résulte  que  le  point  fixe  en  question  n'est  autre  que  le 
point  G,  intersection  de  DE  avec  OM'. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  le  lieu  demandé  est  la  polaire 
du  point  G  par  rapport  à  la  conique  K.  C'est  donc  déjà  une 
droite.  Il  s'agit  de  reconnaître  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  OM  et  passe  par  le  milieu  C  de  ce  segment. 

Le  point  G  étant  défini    par  l'équation  (fej  qui  représente 

'ïi                ce 
DE  et  — -  = qui  représente  0^1',  les  coordonnées  sont 

A  —  B  ^    ,  A  —  B 

^^    2(A  +  B)    ^^^'y=-    3(A  +  B)    y^-       *'^^ 
Par  suite   sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  K  a  pour 
équation 

x^kx'  -  (A  -  B)  x-0  +  y  UBy-  +  (A  -  B)  y,) 
+  (A  —  Bj(y'//i  —  .r'j-ij  =  o 
ou  bien 

+ f<  +  ».■)  _t(.r+B)  =  ° 

ou  enfin  xx\  -f  VHi  =  — ^  . 


Cette   droite    est    bien    perpendiculaire    à    la    droite   OM 

(il                 X   \ 
=  )    et  elle   passe   bien  par  le  point  C,  dont  les 


coordonnées  sont  — î-  pt  — 


2 
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Troisième  partie.  —  Dans  le  cas  où  l'on  a  A  =  i.  B  =  —  i , 
l'équation  (1)  devient 

œ'  —  y'  +  yyi  —  ^^i  =  o-  W 

La  conique  K  est  donc  aussi  une  hyperbole  équilatère; 
d'ailleurs  il  ne  pouvait  pas  en  être  autrement,  puisque  la 
conique  K  et  la  conique  donnée  sont  semblables. 

Nous  allons  faire  voir  que  si  d'un  point  d'une  hyperbole 
éqviilatère  on  cherche  à  abaisser  des  normales  à  la  courbe, 
deux  de  ces  normales  sont  toujours  imaginaires. 

Prenons,  en  efTet,  des  axes  parallèles  aux  asymptotes,  et 
l'origine  au  point  d'où  l'on  abaisse  les  normales. 

L'équation  de  l'hyperbole  sera  de  la  forme 

xy  =  ax  -\-  by.  (e) 

L'hyperbole  aux  pieds  des  normales  abaissées  de  l'origine 
aura  pour  équation 

a;       _        y 
y  —  fl  X  —  b 

ou  x^  —  y'^  —  bx  -\~  ay  =  o.  (ç) 

Il  s'agit  de  trouver  les  points  communs  aux  deux  courbes 
(z)  et  (cp).  Éliminons  y  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

x""  — TT-, bx  -\ =  o; 

{x  —  b)'  X  —  b 

ou  bien,   en  supprimant   la    solution  x  =  o  qui  correspond 

à  la  normale  qui  a  son  pied  en  0.  puis  simplifiant  l'équation  : 

{x  —  by  =  a^b. 

Cette  équation  n'a  évidemment  qu'une  racine  réelle,  savoir  ; 

X  =  b  -\-  \/a^b  ; 
k  laquelle  correspond  l'ordonnée 

y  =^  a  -{-   y  ab'^.       Ainsi 

Dun  point  quelconque  0  d'une  hyperbole  équilatère  xy  =  ax 
-)-  by,  on  ne  peut  abaisser  quune  normale  réelle  à  la  courbe, 
et  les  coordonnées  de  son  pied  sont 

X  =  b  +  ^a^b,       y  =  a  +  y/ab^  (o) 

QuATitiÈME  PARTIE.  —  Le  résultat  précédent  va  nous  servir 
à  résoudre  la  question  proposée  pour  l'hyperbole  (4). 

Faisons  tourner  les  axes  de  45"  autour  de  0;  les  formules 
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de  transformation  sont 


X  — Y  X  4-  Y 

"  =  T^       ^  =  -77-        •'' 


et  par  suite  l'équation  (4)  devient  dans  ce  système 

XY  =  A_I=^X    +     y^  +  ^^  Y.       (A  bis) 

2\l  2  2Y'  2 

Eu  appliquant  à  cette  équation  les  formules  (o),  nous 
trouvons  pour  les  coordonnées  de  la  normale  réelle 

X  = ^  Ui  +  ^1  +  v/(2/i  —  x^f  (2/1  +  x^r- 

Y  =-  -— J77-  U  —  ^1  +  v^(yi  —  ^1)  (2/1  +  -^i)' 

Il  faut  maintenant  revenir  aux  axes  primitifs,  ce  qui  se 
fait  immédiatement  au  moyen  des  formules  (a).  Les  coordon- 
nées cherchées  sont  alors  définitivement 

'^\     ,      I   3/ — :; 7\   ! 1    3/ ; il 

œ  =  -—  H \x^  —  i/,2    V  -l'i  —  yi  +  V  asi  -I-  î/i     / 

, \  ^ M^) 

Troisième  et  quatrième  partie.  —  Autre  solution.  —  On 
peut  parvenir  aux  formules  (6)  par  une  autre  méthode,  sans 
effectuer  aucune  rotation  d'axes. 

L'hyperbole  passant  par  les  pieds  des  normales  abaissées 
de  l'origine  sur  l'hyperbole  (4)  a  pour  équation  : 
X         _  y 

2X  —  Xi  21J  4-    î/i 

ou  4X1J  —  xy^  —  yxi  =0.  (7) 

Eliminons  2/  entre  les  équations  (4)  et  (7),  il  vient 

x^  W.2  ,  xyi^ 

X'  — ^-^—TT  H 2x1  =  o 

(40;  —  XiY  4.x  —  Xi 

ou,  en  suppriii.ant  la  solution  x  =  o, 

^  {x  —  Xi){4X  —  xj^  —  xyi'-{-  î/i^  (4x  —  x^)  =  o. 

Développant  et  simplifiant  on  a 

i6x^  —  24£Ciac2  4-  3x  (3œi*  -f-  yi")  —  a?,(a3,^  +  y^")  —  o 

Pour  discuter  et  résoudre  cette  équation  débarrassons-la 
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de  son  second  terme  en  posant  x  =  s  -\ -;  (a) 

elle  devient  alors,  après  développement, 

.'-^.i.,-y^)-^^^^^  =  o.      (8) 

Formons  le  caractère  — 1 — —  .  On  a  ici 

4  ^7 


4   "^    27       L       16     J     16  16^ 
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quantité  essentiellement    positive.  L'équation  (8)  n'a  donc 
qu'une  seule  racine   réelle  ;  par  conséquent   on  trouve  de 
nouveau  qu'il  n'y  a  qu'une  normale  réelle. 
La  formule  de  Cardan,  appliquée  à  l'équation  (8)  donne 


y  Xi 


1    X, 

4 

X, 

16 

2 

2/1 
4 

+v 

Xi 

4 

x,^ 

! 

—  y 

[6 

2 
1 

Xj'  -  y,' 
16 


î/i      ^1'  —  !/i 


4  ib 

ou  z=    — \/^i'  —  !/i'  [v/^i  +  2/1  +  \l^i  —  2/1) 

On  en  déduit,  en  vertu  de  la  relation  (ij.), 

^  ==  ^  +^\/a:,^  -  î/i^v/ ^1  +  yi  +  v/  «^1  -  2/iJ. 
valeur  conforme  à  celle  déjà  trouvée  (6). 

Quant  à  la  valeur  de  y,  on  la  déduirait  de  la  précédente 
par  la  permutation  des  lettres  x  et  y. 

GiJNQuiÊME  PARTIE.  —  Daus  le  cas  général  l'équation  de 
l'hyperbole  aux  pieds  des  normales  est 

^ ^ y 

4ACC  —  (A  —  Bj^i  4Bi/  +  (A  —  B)yi 

ou  4a.'y  =  xy^  +  î/acj.  (7  his) 

Cette  équation,  étant  indépendante  de  A  et  de  B,  montre 
que  l'hyperbole  ne  dépend  que  du  point  M  et  non  de 
la  conique  donnée.  On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  sous 
la  forme  suivante  : 

Si  une  conique  K  esl  circonscrite  à  un  rectangle  varia- 
hic  ODFE,  dont  deuj-  côtés  OD  et  OE  sont  appliqués  sur  0  et  Oy, 
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et  dont  la  diagonale  DE  passe  par  un  point  fixe  G;  si,  de  plus, 
la  normale  ii  cette  conique  en  0  est  symétrique  de  OC,  alors 
les  pieds  des  normales  abaissées  de  Osur  ces  différentes  coniques 
seront  sur  une  même  hypei^bole  équilatère  ayant  ses  asymptotes 
parallèles  à  Oxct  Oy,  et  passant  par  0  et  C,  et  ayant  son  centre 
au  milieu  de  OG. 

Revenons  maintenant  au  problème  proposé.  Il  s'agit  de 
faire  une  combinaison  des  équations  (l)  et  (7  bis),  de  ma- 
nière à  supprimer  la  solution  commune  x  =  o,  y  =  o. 

Pour  cela  nous  écrirons  ces  équations  sous  la  l'orme 

Conique  K  :  x{2kx  —  (A  —  'BjXj)  +  y{2By  -f  (A—  B)yi)  =  o 

ce  '/ 

et  Hyperbole     =  ■ 

ôC]  —  2X         2  y  —  !/i 

Remplaçant    dans   la    première  x  et  y  par    les   quantités 
proportioilnelles  Xi  —  2X  et  2y  —  ^|.  il  vient 
(cCi  —  2x)[2Âa;  +  (B  —  X)xi] 

+  {2y  -  y,)[2By  +  (A  -  B)y,\  =  o 
ou  bien        4(Bi/*  —  Aa;^;  +  2xXi(2A  —  B)  +  2yî/i(A  —  2B  ) 

+  (B  -  A)(aV  +  y,^)  =  o 
Celte  conique  passe  par  les  pieds  des  trois  normales  issues 
de  0  à  la  conique  K,  mais  elle  ne  passe  plus  a  l'origine. 

Pour  trouver  l'équation  du  cercle  demandé,  écrivons  la 
combinaison 

4(B(/-  —  Xx-)  +  2xœi(2A  —  B)  -}-  2yyi  (A  —  2B) 
+(  B- A  )(.r,^+  y,^)+2l{kx^  +  By^)  +  X(A  -  B)(yy,  -  xx,)=  o 
Pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faut   et    il   suffit  que  l'on 
ait  2B  -|-  Bà  =  —  2A  -|-  AX 

A  +  B 
°^  '  =  '    A-B  • 

L'équalion  précédente  devient  alors 

— -^ —  {x-  +  //-)  +  2XXi    (A   —  2B)    +    !'////,(  2  A   —  B) 

+  (B  —  A)(aVH-//i'^)=o 
et  la  question  est  résolue. 
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Géométrie  analytique. 

Oa  considère  une  hyperbole  et  une  corde  AB,  perpendiculairo  à  l'axi'. 
Iransverse,  par  exemple;  il  existe  deux  cercles  passant  par  les  points  A  et  H 
et  tangents  aux  deux  asymptotes.  Démontrer  que  la  distance  des  centre;  de  ces 
cercles  est  constante,  quelle  que  soit  la  corde  principale  AB  considérée. 

—  Construire  la  courbe  définie  par  les  deux  équations 

t  i  +  t 

il  ;  X  = . 

■^  I  _i'         \l—t/- 

—  Lieu  dei  milicuA  d3s  orde  >  normales  à  une  parabole. 

—  Construire  .V'  — xii  -|-icr=o. 

—  Asymptotes  de    p'  'sin  lo  —  2  cos  u)  +  p  cos  ta  —  3  ^  o. 

—  Combien  y  a-t-il  d'hyperboles  équilatères  passant  parles  points  communs 
aux  deux  coniques  /  ^:  o,  -.p  =  o  ;  qu'arrive-t-il  si  les  coniques  sont,  Tune  ol 
l'autre,  lies  hyperboles  équilatères  ?  énoncer  le  théorème  ipii  torres|jond  à  c<' 
cas  particulier  remarquable. 

—  Siirtaces  qui  correspondent  à  l'équation 

X-  +  X-  +  2-  +  imy  [z  -\-  x)  -\-  izx  ^=  i, 
m  étant  un  paramètre  variable. 

—  Trouver  le  cône  réciproque  de 

—  Calculer  le  paramétre  de  la  parabole 

[nx  +  6.(/j-  -j-  2  d.r  +  -<".'/  +  /' =  O- 

—  Que  représente  l'équation  .ry  —  :■-'  =  0? 

—  Construire  y  =  \  x  +  sjx  —  'i,  les  radicaux  étant  pris  avec  leursigne. 

—  Asymptotes  de  la  courbe 

(i  —  2  cos  0))   p3  +  2p  sin  cd  +  I  —  3  cos  w  -^  o. 

—  Équation  du  second  degré  qui  représente  les  tangentes  menées  à  la  parabole 
par  un  point  donné. 

ax-  ■\-  hx  -{-  c 

—  On  donne  la  courbe  y  =  — — — -, 

a[x  —  d][x  — d) 

a,  b,  c,  a,  d,  d'   sont  des  nombres  réels  et  on  suppose  d  >  d';  cette  courbe 
aura  des  asymptotes;  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote .r  =  f/. 

—  Quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équation 

xy  +  yz  +  XZ+  i  —o-l 

—  Quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équation 

xy  -{-  xz  —  X-  -\-  I  —  o  ? 

—  Théorie  des  asymptotes  en  coordonnées  polaires. 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équatiou 

X  [X  —  1]  {x  —  2) 

y-  = ^-=1 —  • 

—  Trouver  l'équation  du  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde  dont  les  généra- 
trices sont  ])arallèles  à  une  direction  donnée. 

—  Soient  les  deux  équations  homogènes 

Ax-  +  2.Bxy  +  Cy^  =z  o, 

ax^  +  "ibx^y  -\-  'hhxy^  -\-  dy'  =  o, 
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représentant  chacune  un  système  de  droites.  Trouver  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  ces  deux  systèmes  aient  une  droite  commune. 

Ecrire  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  renfermant  l'axe 

des  s  ;  démontrer  que  tout  plan  passant  par    l'axe  des  z  est  tangent  à  la 
surface. 

—  Que  devient  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  quand  on 
prend  pour  axe  des  x  et  des  ;:  deux  génératrices  du  cône  asymptote,  et  pour 
axe  des  v  le  diamètre  conjugué  du  plan  des  ces? 

—  Lieu  des  points  de  rencontre  des  génératrices  rectangulaires  de  l'hyper- 
boloïde  à  une  nappe. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre 
par  des  plans  passant  par  un  point  donné. 

(Xj^  iP"  S" 

—  On  donne  Thyperboloïde  -\ =  i  ;  chercher  l'équation 

a-  b-  c- 

des  plans  parallèles  à  l'axe  des  y  qui  coupent  la  surface  suivant  deux  droites. 

—  On  donne  l'un  des  foyers  d'une  hyperbole  et  l'un  des  soipmets  du  rectangle 
construit  sur  les  axes  ;  trouver  l'équation  de  la  courbe. 

—  On  donne  une  tangente  à  une  conique,  son  point  de  contact  et  les  foyers  ; 
trouver  l'équation  de  la  courbe. 

—  Etant  donné  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine,  on  demande  la  condi- 
tion pour  qu'on  puisse  placer  sur  ce  cône  un  trièdre  trirectangle. 

—  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  normaux  à 
l'ellipse. 

—  On  a  une  conique  et  deux  points;  par  ces  deux  points,  on  mène  les  tan- 
gentes. Trouver  l'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  de 
contact  et  par  un  point  donné. 

—  On  donne  dans  une  surface  de  second  ordre  trois  génératrices  et  la  direc- 
tion d'un  plan  cyclique.  Trouver  l'équation  de  la  surface. 

y-  s- 

—  Etant  donnée  1  équation  - — ■ z=  2x,  trouver  l'équation  générale 

P  V 

des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  une  seule  droite. 

—  Lieu  des  loyers  d'une  ellipse  dont  on  connaît  un  sommet  situé  sur  le 
petit  axe,  et  l'une  des  tangentes  à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  conjugués 
égaux . 

—  On  donne  une  ellipse  ;  on  mène  la  normale  en  un  point  M,  et  du  centre 
on  abaisse  la  perpendiculaire  OP  sur  cette  normale.  Trouver  le  maximum  et 
le  minimum  de  OP,  quand  le  point  M  décrit  l'ellipse. 

Algèbre, 


Dérivée  de  y  =  are  sin        \Ji  —  cos  x. 

—  Arrangements  de  m  lettres  p  k p\  si  l'on  considère  les  arrangements  de 
m  lettres  [p  —  i)  à  (p  —  i)  et  si,  comme  le  veut  la  démonstration  ordinaire, 
au  lieu  de  placer  les  m  —  p  -{-  i  lettres,  successivement  à  la  droite  de  l'ar- 
rangement Aj^  considéré,  on  le  plaçait  dans  tous  les  intervalles,  montrer  que 
les  arrangements  ainsi  formés  se  reproduiraient,  et  dire  combien  de  fois  cha- 
cun d'eux  serait  formé. 

—  Définition  d'une  fonction  implieile.  Dérivée  d'une  pareille  fonction;  que 
devient  y'  si,  au  point   a;  =  o,    y  =  b,   on  a  simultanément  /'^(a.  b]  =  o 

f'■^^(a,b)  es  o?  Pourquoi  doit-on  trouver  y'  p?iP  une  équation  du  second  degré? 
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—  Définir  le  quotient  de  deux  quantités  imaginaires;  démontrer  qu'il  y 
un  système  unique  de  solution. 

—  Chercher  les  racines  de 

I  I  I 

4-    -7- 7VT-    +    -77. ?TT-  "    I    =  O. 


X  —   I  \x  —  2V'  [x  —  3, 

—  Dérivée  de  t/  ^  arc  tg  1/    ''        cos  a; 

V    I  +  cos  X 

—  Dérivée  de  l'expression 

^      l    -^  X  \l  ï    -\-  X'^  XyT'o, 

V  —  h  — — ;.  -f-  arc  tg 

I    —  X     I  o    -\-  X-  I   X 


—  Dérivée  de 

a  +  hx 


/  sino;  \* 


—  Dérivée  de       »/  ^=  arc  ta; 


b  —  ax 
la  dérivée  est  celle  de  arc  tg  x;  pourrait-on  le  voir  à  priori'! 

—  Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réejles,  peut-qn  reqiplaaer  les 
fonctions  de  Sturm  par  d'autres  plus  simples? 

—  Abaisser  le  degré  d'une  équation,  sachant  qu'il  existe  une  rplatipp  entre 
deux  racines. 

—  Etant  donnée  l'équation  x^  —  2x'  -}-  ax  —  6  =r  o,  on  demanilela  relation 
à  établir  entre  a  et  6  pour  que  la  difTérenee  des  deux  racines  de  cette  éqng- 
tjon  soit  égale  à  une  quantité  donnée. 

Mathématiques  élémentaires. 

tes  trois  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  triède  perpendiculaireuîent  aux 
faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  (Jroite. 

—  Les  plans  qui  passent  par  les  arêtes  d'untrièdre  et  les  bissectrices  dfis  fapes 
opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

—  On   donne      tg  —  =  ^  ;  calculer  .r  et  cos  x. 

2 

—  Définition  de  deux  droites  antiparallèles  par  rapport  à  un  angle.  Théo- 
rème fondamental. 

T-  Chercher  une  expression  de  la  somme 

sin  a:  +  sin  2,T  +  sin  3a;  + +  sin  nx. 

Etant  donné  un  triangle  sphérique  dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  petit 
cercle  et  dont  un  des  côtés  passe  par  le  pôle  de  ce  petit  cercle,  on  demande  si 
l'angle  opposé  à  ce  côté  est  supérieur  à  un  droit. 

—  Décomposer  (a;-  +  a;  +  i)-  +  i  en  un  produit  de  deux  facteurs  réels 
du  second  degré. 

—  Entre  quelles  limites  faut-il  faire  varier  x  pour  que  In  fraction 

4x^  —  5a?  —  I 

2.x^  —  5a;  +  3 
soit  plus  grande  que  i  ? 

—  Minimum  de .  quand  x  —  y  =  K. 

yi 

—  Si  l'on  retranche  l'unifé  du  carré  d'un  nombre  premier,  le  reste  est  (||yi- 
sible  par  24, 
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—  Entre  quelles  limites  faut-il  faire  varier  x  pour  que  l'inégalité. 

3a;*  —  IX-  +  22 

x^  —  12a;-  +  ?5 
soit  satisfaite? 

—  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  la  surface  et 
le  rayon  du  centre  inscrit. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  ellipsoïde  de  |  révolution  à  axe  vertical,  un  point  par  ses 
projections,  et  on  considère  le  cône  ayant  ce  point  pour  sommet  et  circonscrit 
à  l'ellipsoïde;  trouver:  1°  la  trace  horizontale  de  ce  cône;  2°  le  genre  de  cette 
trace  d'après  la  position  du  point;  3°  déterminer  les  axes,  et,  dans  le  cas  où 
cette  section  est  du  genre  hyperbole,  déterminer  ses  asymptotes. 

—  On  donne  un  plan,  par  ses  traces,  et  un  point  quelconque  de  l'espace,  par 
ses  projections;  on  suppose  ce  point  lié  invariablement  au  plan;  on  demande 
ce  que  devient  le  point  lorsque  l'on  rabat  le  plan  sur  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  deux  droites  dans  le  plan  horizontal;  ces  droites  sont  les  traces 
de  deux  plans  ;  on  donne  en  outre  les  angles  de  ces  pians  avec  le  plan  hori- 
zontal; trouver  l'angle  des  deux  plans. 

—  On  donne  un  triangle  plan  ABC  ;  AB  est  une  horizontale  située  à  un  déci- 
mètre du  plan  horizontal;  on  suppose  que  AB  tourne  autour  de  AC  ;  quelle  sera 
la  surface  engendrée?  Section  par  un  plan  passant  par  BC,  et  faisant  un  angle 
de  45°  avec  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  une  droite  (a6,  dH]  parallèle  au  plan  vertical;  mliî  est  la  pro- 
jection verticale  d'une  courbe,  qui  a  pour  projection  horizontale  ah\  cette 
courbe,  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  une  surfoce;  trouver  un  point 
de  l'intersection  de  cette  surface  avec  un  )3lan  donné  par  ses  traces. 

—  On  donne  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizontal.  Les  droites  AB,  AC 
sont  les  génératrices  opposées  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  serait  la  bis- 
sectrice de  l'angle  CAB.  On  coupe  le  cône  par  un  plan  passant  par  CB  et  faisant 
un  angle  de  30°  avec  le  plan  horizontal;  trouver  un  point  de  la  section  et  la 
tangente  en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  parallèle  au  plan  vertical  ;  en  tournant  autour  de  la 
ligne  de  terre,  cette  droite  engendre  un  hyperboloïde.  Connaissant  la  projection 
verticale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  sa  projection  horizontale.  Plan  lan- 
gent en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  par  ses  projections  et  un  point  de  cette  droite.  Ce 
point  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  la  droite  donnée. 
Construire  le  contour  apparent  sur  le  plan  hoiùzontal. 

—  On  donne  une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  et  une  droite  quelconque. 
La  droite  de  Iront,  en  tournant  autour  de  l'autre  droite,  engendre  un  hyper- 
boloïde. Trouver  la  normale  en  un  point. 


(QUESTION  275 


La  somme  de  n  nombres  positifs,  entiers  ou  fractionnaires, 
multipliée  par  la  somme  de  leurs  iiiverse-<  ne  peut  jamais  être 
éijdle  il  n'\  e.rrepfé  si  les  (juantités  sont  égales. 
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On  sait  que,  par  une  identité  due  à  Lagrange  et  facile  à 
vérifier, 

(a^  -^  /j2  _|_  ç2  _|.    _  ,)  (/^2  _^  B2  _|_  c^  _|_   . . .) 

—  (Aa+B6  -\-Cc-\-  ...y=^kb  —  Bay. 

Le  second  membre  ne  peut  être  nul  que  si  toutes  ses 
parties  positives  sont  séparément  égales  à  zéro.  Appliquant 
cette  remarque  à  l'égalité  proposée  on  aura, 

(œ,  +  x,+    ...  -^x„)(~  +  -i-  +  ...  +  -^)-    n^ 

Les  quantités  XiX^  . . .  x,,  étant  supposées  positives,  on  a 
clone  x^  —  X2  -—  x^  —  .  •  *  —  tî^ïi  - 

Nota.  —  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  Gilh ,  étudiant  à  Montpellier; 
Dupuy,  au  lycée  de  Grenoble. 


QUESTION  307 

!«»olutioii  par  M.  Gilly,  élève  à  la  Faculté  de  Montpellier. 


a.  Former  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

y  ^  e- 
Étnhhr  que  In  dérivée    d'ordre    n   est  égale  an  produit  de  la 
fonction  elle-même  par  un  pohjnôme  entier  en  u,  Pn,    du  dec/rè 
n; 

b.  Démontrer   quentre    les  divers  polynômes   P  existent    les 
relations  suivantes  : 

Pu  =  p  u  .  ,  +  axP„  .  ,  (a) 

P'n  =  naP"  -  I  (f^) 

P„  +  ,  =  Pax„  +  uaP„  -  I  (y) 

P"„  +  axP„  —  naPu  =  o.  (8) 

c.  Démontrer  que  si  a  est  néfjalif,  l'équation  P  =  o  «  toutes 
ses  racines  réelles. 

d.  Former  le  polynôme  V   en  se  servant  de  la  troisième  rela- 
tion. 
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a.  Donnons  à  x  l'accroissement  h,  ou  a 

=  ../  +  -!/+  -^- ;/"  +  ...  + 7;^r+.- 
d'autre  part 

e  =  e  ■       .  e        .  e  -     ' 

or 

e  =  I  H /î  H — ^^ — —•  /?'  +  ...  H — hn-\-... 

I  1.2  1.2.  .  .71 

e   '         =   I  H /î^+  -^^  /i^+   ...   — -^ //"+  ... 

I  1.2  Ji_ 

1.2...     2 

faisant  le  produit  des  deux  dernières  égalités,  on  a  pour  le 
coefficient  de  /?" 

I  T/     ^     ,     n(n  —  i)   / a\,     . 

......  „[(''^'"  +     ,     (-jio^)"  -  ' 

+  '■("-■)(«-2K»-3)  (^jY"„,,)" -'  +  ■■■] 

donc  identifiant  cette  expression   avec  le  coefficient  de  h" 
dans  la  première  égalité 


f' 


(n)  2         I  /       .,       1        n(7l  —   ^)   /  C' ,,       . 


,     n(n  —  i)(n  —  2)(n  —  3)  /aV.      "  -  '*     , 


on  a  y  z=  e  '^ 

a 
—  a;- 

y  =    œe  '  (^' 

a 

y"  =  (o^x*  +  f^y  "  ^* 
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on  est  donc  conduit  à  poser 

«    ., 

IJ=    Pn  C  2  (3) 

Pour  justifier  cette  formule,  supposons-la  vraie    pour  n 
et  démontrons-la  exacte  pour  la  valeur  n  -j-  i   : 

/  +  '=:    {a.TVn-{-Vn)e^"'^'  (4) 

ou  y  =    Pn  +  ie  2  (o) 

6.  L'équation  (2)  s'écrit 

y'  =  axy. 

D'après  le  théorème  de  Leibnitz  on  sait  que  si  u,  v  sont 

deux  fonctions  de  x,  la  dérivée  /i™"  du  produit  uv  est  égale  à 

îl  11  (tc  —^  I 

Uvin]    -I w'ijl'i  -1)    -1 li'vin  -2)     _L    _ 

I  1.2 

-1 m(»  -Il  |,'  -p  îfny 

Appliquons  cette  formule  à  y',  il  vient 

,     ,    ,                    .      w 
î/(«  +1)  ==  axy»  -] ay"  -  -i 

qui  s'écrit,  d'après  la  formule  symbolique  (3), 

'P,,  +i  =  axPn  +  ^^Pn  -  t    (formule  y).  (6) 

D'autre  part,  (4)  et  (o)  donnent 

Vn  +  ^  =  axVn  +  Pn  (7) 

ou  P„  =  a.rPri  -  I    +  Pn  -  I    (fo»'mule  a). 

Combinant  (6)  et  (7),  on  en  déduit 

Prt  =:  naP„  -  ^  (formule  p).  (8) 

Prenons  la  dérivée  de  (8) 

p;  =  naPn  .  I  (9) 

or,  d'après  (8)        P„  .  i  ,  =  {n  —  i)aP„  . ,  .  (I0) 

Éliminons  P»  .  i    on  a 

Pn=  7!(n  —  Oa^P».,  (11) 

mais  (6)  donne 

Pn  =  ax^n  -  1    4-  (05  —  i)aP„  .  2  .  (12) 

Entre  (8),  (11),  (12),  éliminons  P„  .  ^    et  P„  .  2  ,  il  vient 
Pn  +  axP'n  —  naPn  =  o  (formule  S).  (13) 

c.  L'équation  P„  a  toutes  ses  racines  réelles.  En  efret,fî/ 
s'annule  pour  ac  =  -f-  00 ,  x  =  —  00 ,  et  est  continue  dans 
rintervalle,  donc  y'  s'annule  pour  une  valeur  a.  entre  ces 
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limites.  Doue  //'  s'annule  pour  x  =  —  x  ,  œ  =  a,  x  =  -|-  oo , 
par  suite  ?<  s'annule  pour  x  --=  a, 

ij  étant  continue  dans  chaque  intervalle,  y"  s'annulera 
pour  X  =^  —  00  ,  a:;  =  Ê,  x  ^=  ^;,  x:=  -{-oo  ,  f^  et  y  comprenant 
a.  Donc  P2  s'annulera  pour  œ  =  ^  et  .r  =  y. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche  on  voit  que  P„ 
a  ses  11  racines  réelles. 

On  a  P„  =  (ixVn  - 1  +  mVn.2  (a) 

Pn.-i  =  axVn-i  -\-  (n  —   l)r/P„-3 


P3  =  axV2  -h  3aP,  . 
Multipliant  la  première  par  ax,  la  seconde  par  a'^x^-\-(n — i)a 
...   on  obtient  en  ajoutant  le  tout 

•r.  /  1      '^^(n  —   0      o     / 

P„  =  (ax)''  -\ (aa;)"  -2 

1  2 

n{n  —  \){n  —  2)(w—  3)    /  a  \S      n      .     , 
+ ^~-, (  — )    ^«•^■)''  -^  +  .  •  • 

comme  on  l'avait  trouvé  directement. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Li^  Pont,  du  lycée  Saint-Louis 
iclasse  de  M.  E.  Lucas);  Aubi-y,  à  Nancy;  Yauthier.  à  Tarbes;  Quiquet,  à 
Lille. 


QUESTION  311 

l^olutiou  \MW  M.  P.  Boulogne,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Var  l'un  des  foyers  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  parallèles 
à  deux  diamètres  conjugués  et  coupant  la  courbe  en  A,  A'  d'une 
part,  en  B,  B'  d'autre  part.  Démontrer  que  AA'  -f-  BB'  est  con- 
stante. 

Soit  m  le  coetlicient  angulaire  de  Tune  des  droites;  son 
équation  sera  y  =  m(x  —  r).  (1) 

Si  x  et  x"  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  de 
la  droite  avec  l'ellipse,  on  aura 
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et  par  suite 


AA'  =  \/{x  —  x'r  +  {y'  —  yy  =  (x  -  £c'V  i  + 
Éliminons  y  entre  (1)  et 

6-a:"-^  -j-  a-y-  —  a'^b'-  =  o. 
Nous  aurons 

x'-{b'-  -j-  a-/M-)  —  -la^m^cx  -f-  a^in-c'-  —  //-)  =  o  : 


d'oli  X   —  ce   = 

des  lors  A  A  ^ 


6^  -|-  «■-//<'■* 
6^  4-  «'■»'■ 


De  même  BB  =  — — ^- — ^ — ^  (2) 

où  m  et  î?i'  sont  liées  par  la  relation  mm'  = , 

On  a  donc 

La  longueur  constante  est  dès  lors  égale  à  celle  du  grand 
axe,  plus  la  longueur  de  la  corde  focale  perpendiculaire  à 
cet  axe, 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Quiquet,  du  lycée  de  Lille  ; 
Baron,  Savary,  du  lycée  Henri  IV;  Dupuy.  à  (îrenoble. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

375.  —  Soit  ABC  un  triangle  ;  le  couper  par  une  transver- 
sale telle  que,  des  dix  segments  qui  en  résultent  sur  les 
trois  côtés,  trois,  non  contigus,  soient  égaux  entre  eux. 

376.  —  L'arête  d'un  dièdre  donné  a  est  tangente  à  une 
sphère  de  rayon  R.  Quelle  doit  être,  par  rapport  au  plan 
diamétral  de  contact,  la  position  de  ce  dièdre  pour  que  la 
surface  de  sphère  interceptée  par  le  plan  du  dièdre  soit 
maxima? 
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377.  —  Dans  im  trièdre  SABG,'Ja  face  BSG  vaut  90  degrés 
et  chacun  des  autres  vaut  60  degrés.  On  porte  sur  SA  une 
longueur  arbitraire,  et  sur  les  autres  arêtes  des  longueurs 
SB,  se, égales  au  plus  grand  segment  de  SA  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison.  Démontrer  que  le  triangle  ABC  est  rec- 
tangle. 

378.  —  Trouver  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  l'hypoténuse  a  et  la  somme  des 
carrés  des  bissectrices  des  angles  aigus. 

379.  —  Déterminer  les  trois  côtés  d'un  triangle  connais- 
sant le  périmètre  2p,  sachant  que  bc  =■  m"^,  et  que  les  mé- 
dianes correspondant  aux  côtés  AB  et  AG  sont  à  angle 
droit. 

380.  —  On  suppose  que  B  n'est  pas  un  carré  parfait  et 
on  propose  de  mettre  la  quantité 

^  =  ^  A  +  /"b 
sous  la  forme  d'une  somtoe  de  deux  radicaux  carrés, 

^  =  /i  +  Yq- 

Donner  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  transfor- 
mation soit  avantageuse,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deux 
cas  différents,  savoir  :  1°  lorsqu£  les  quantités  a:  et  ^  son^ 
de  la  forme  y-  -\-  y  p: 

2"  lorsque  ces  quantités  sont  des  nombres  rationnels.  On 
appliquera  la  formule  d'identité  trouvée  aux  deux  exemples 
numériques  

z^^  6  +/I^,  z  =  s/y  +}^ 

et  l'on  vérifiera  les  résultats  nuiiiériques  ainsi  obtenus. 

381.  —  Soient  a,  b,  c,  les  trois  arêtes  du  sommet  d'un 
tétraèdre;   on  demande  de  mener  un  plan  qui  détache  un 

tétraèdre  dont  le  volume  soit  le  -^  du  volume  du  tétraèdre 

o 

donné  et  qui  coupe  SA,  SB,  SG  aux  points  X,  Y,  Z,  de  telle 

sorte  que  l'on  ait 

SX    __   BY   _    c:z 

~IX"  ~    SY    ~    SZ   ■ 
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Mathématiques  spéciales. 

382.  —  Si  les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  cous- 
tante  glissent  sur  deux  droites  qui  se  coupent,  un  point  de 
cette  droite  décrit  une  ellipse  ;  démontrer  que  l'aire  de  cette 
ellipse  est  indépendante  de  l'angle  des  deux  droites. 

(Steiiier.) 

383.  —  Si  trois  points  d'ilne  droite  glissent  sur  trois  plans 
qui  se  coupent,  on  sait,  par  le  théorème  de  Dupin,  qu'un 
quatrième  point  de  cette  droite  décrit  un  ellipsoïde.  Démon- 
trer que  le  volume  de  cet  ellipsoïde  est  indépendant  de 
l'atigle  des  plans.  (Ed.  Lucas.) 

384.  —  Trouver  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des 
termes  de  la  progression  arithmétique 

-r  a  .  a  -\-  r  .  a  -{-  2r  . . .  a  -\-  {n  —  i)r. 

385.  —  Sommer  les  suites 

0,1 4-  2^  cl  4-  3^^  cf,  +  . . .  +  (n  -  ii^c;;-^  +  n^0>^, 

1  +  Gg  0„  -f-  G4  G„  +  •  •  •  +  G^4-,  G"~''  -f-  ^1+2  C«. 
2"  +  Cl,  C,\_,    2"-=^  +    G^  Cl_,  2»-^ 

+  ...  -f-cf:c^,2"-^^+... 

G^  indiquant  le  nombre  des  combinaisons  de  w  objets  p  kp. 

386.  —  Trouver  le  nombre  de  manières  dont  on  peut 
distribuer  p  objets  distincts  entre  q  personnes,  de  telle  sorte 
que  chacune  d'elles  ait  un  objet  au  moins. 

387.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  rencontrent  en 
deux  points  fixes  A  et  B  une  droite  donnée,  et  qui  sont  nor- 
males en  A  à  cette  droite.  On  propose  de  vérifier  géométri- 
quement le  résultat  trouvé. 

388.  —  Les  axes  d'une  ellipse  sont  dirigés  suivant  deux 
droites  rectangulaires  données  Ox,  Oy.  Soit  M  le  point  de 
cette  ellipse  où  le  cercle  osculateur  a  la  même  surface  que 
l'ellipse  ;  soit  v.  le  centre  de  ce  cercle  ;  1°  la  distance  du 
centre  de  ce  cercle  osculateur  au  centre  de  l'ellipse  est 
égale  à  la  demi-différence  des  axes;  ;2°  si  la  somme  des 
axes  de  l'ellipse  reste  constante,  le  lieu  de  M  est  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  sur  les  deux 
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droites  Ox,  Oij,  et  le  lieu  de  [j.  est  la  rosace  à  quatre 
branches,  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  l'ellipse  sur  une  droite  de  longueur  constante  qui 
glisse  sur  les  bissectrices   des    angles  des  axes. 

(E.  Lemoine.) 

CORRESPONDANCE 


M.  Burat-Dubois  nous  prie  de  rectifler  une  erreur  qui  s'est  glissée  dans  sa 
note  sur  la  déterniination  du  maxinaum  et  du  minimum  de  la  fraction  du 
second  degré.  A  la  huitième  ligne  de  la  page  11,  il  faut  lire  :  ce  sera  la  même 
chose,  au  lieu  de  :  ce  sera  le  contraire.  En  effet,  si  l'on  a  ab'  —  ba'  <  o,  la 
valeur's=—\/m  donne  bien  un  minimum,  tandis  qu'elle  donne  un  maximum 
si  l'on  a  ab'  —  ba'  >  o.  C'est  à  cette  partie  du  calcul  que  se  rapporte  le  mot  : 

contraire.  Mais  dans  le  cas  de  ab'  —  ba'  <  o,  on  a  :  Jm    =  ——, rr,  car. 

6a  —  ab 

avant  d'extraire  la  racine  carrée  de  l'expression  — — - — — -,  il  faut  la  rem- 

[ab  —  ba  Y 

k 
placer  par  l'expression  égale     ,.   ,     — r— -  ;  on  a  donc  dans  le  cas  du  minimum  : 
'^         ^  '  '         (ba  —  ab)' 

ac'  —  ca  __        ac  —  ca  \Jk  —  [ac  —  ca']  +  sjk 


ab'  —  ba                       ab'  —  ba'          ba  —  ab'  ab'  —  ba' 

ce  qui  est  la  même  chose  que  dans  le  cas  où  l'on  a  ab'  —  ba  >  o. 

Il  en  résulté  que  le  tableau  qui  donne  le  résumé  (page  io  de  la  note),  doit 
être,  pour  la  première  partie,  modifié  comme  il  suit  : 

—  [ac  —  ca')  —  Jk 

maximum  pour  x  = 

,  .         ,  ab  —  ba 

k  >  o,  ab'  —  ba    ~l  o  <  r— 

I      .   ■  —  [ac  —  ca  )  +  \ik 

'  nnnumnu  ,,(iur  x  = 

ab  —  ba 

Cette  erreur  se  trouve  également  dans  l'algèbre  de  M.  Lauvernay,  et  il  est 

facile  d'en  trouver  la  l'aison  ;  c'est  que  M.  Lauvernay  désigne  par  x  la  plus 

petite  racine,  et  par  x  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

[ab'  —  bd)  a;^  -)-  2  {ac  —  cal)  x  +  bc'  —  cb'  =z  o 

et   que,  si  ab'  —  ba'  <  o,  la   plus  petite  racine   est    celle  qui   contient   le 

signe  +  devant  le  radical,  et  non  pas  l'autre  ;  de  sorte  que  le  maximum  a  lieu 

pour  l;i  même  valeur  que  dans  le  cas  de  ab'  —  ba'  positif. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


r..I.:S  —    IJUB'.Vl'l.   t  CHA'X,  i'O.KUEBEKGEliE,  l'HES  DU  ''OLI.KVAnD  MONTMARTRE,  —  199ï0-1. 
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MAXIMA  ET  MINIMA 

DE    LA    FONCTION    RATIONNELLE   DU    SECOND    DEGRE 

ax^  -]-  hx  -{-  c 


y 


a'x^  -(-  b'x  -j-  c 

Par  «I.   Boursvt. 


Dans  mon  Traité  d' Ahjèbre,  j'ai  étudié  cette  question  en 
ni'appuyant  sur  l'involution  et  je  suis  arrivé  à  une  règle 
simple,  qui  permet  de  dire  a  priori  ce  que  l'on  doit  trouver, 
aussitôt  que  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposés 
en  facteurs  du  premier  degré. 

Dans  la  note  que  je  soumets  aux  lecteurs  du  journal, 
j'établis  quelques  lemmes  préliminaires  qui  me  dispensent 
de  la  théorie  de  l'involution  et  me  permettent  d'arriver  rapi- 
dement aux  mêmes  résultats. 


Lemme  I.  —  Posons 

P  =  6-  —  4ac  R=  b'"-  - 

Q  =  bb'  —  2ac  —  2ac. 
On  vérifie  facilement  l'identité  suivante  : 

{ac  —  ca'Y  —  (ab'  —  ba)  (bc  —  cb) 

=  —  (Q'^  —  PR). 


■  4»  c 


(») 


Lemme  II.  —  Si  Q^  —  PR  >  o,  P  et  R  peuvent  être 
positifs,  nuls  ou  négatifs  ;  mais  si  Q^  —  PR  <  o,  P  et  R  sont 
nécessairement  positifs  tous  deux,  ou  négatifs  tous  deux  en 
môme  temps. 


Lemme  III. 

a 
a 
a 


—  On  a  identiquement 


=  o: 


b    c 

b'  c 
b'   c 


=  o 


Le  premier  déterminant  donne  en  le  développant  : 
a(bc  —  cb')  -\-  b{ca'  —  ac)  -(-  c{ab'  —  ba)  =  o. 
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r 

b 

ca' 

—  ac' 

hr' 

—  cb' 

a 

+ 

a 

ab 

-  ba: 

+ 

ab' 

—  ba' 

(■' 

b' 

ca' 

/»/.' 

hr 

—  cb' 

a 

+ 

a' 

ab' 

—  ba' 

+ 

liV 

—  ba' 

—  48^2  — 

Le  second  douiic 

a'  (bc  —  cb'}  -\-  b'  {ca  —  ac')  -\-  c'  {ab'  —  ba')  =  o. 
Ou  déduit  de  là  les  deux  idenlilcs  : 

—  fl>' 

-o  (3) 

en  supposant  a,  a',  ab'  —  ba'  ditlërents  de  zéro. 

Lemme  IV.    —  Soient    les   deux  équations  du   second 
degré  :  ax'^  -{-  bx  -\-  c  =z  o  (4j 

(ix-  -\-  b'x  -f-  c'  =  o  ;  (5) 

admettons  ffue  ces  équations  n'aient  pas  de  racine  commune 
(voir  notre  Algèbre,  p.  'èiTi),  alors  le  déterminant  {ab'  —  ba)  est 
différent  de  zéro. 
De  plus  : 
{ac  —  ca'Y  —  {ab'  —  ba'){bc  —  cb')  =  1/4  (Q^  —  PR) 
est  dilïéreut  de  zéro,  donc  Q-  —  PR  est  différent  de    zéro. 

Lemme  V.  —  Les  relations  (^2)  et  (3)  donnent,  en  nommant 


a,  a'  les  racines  de  l'équation  (4)  et  S, 

les  racines  de  l'é 

cfuation  (oj  : 

av.  -  [y.  -f  y.'} 

ca'  —  ac       1 
ab'  —  ba 

bc 
ab' 

—  cb' 

—  bu 

-    =  0 

P^  -  (ï^  +  f) 

ca'  —  ac 
ab'  —  ba     ^ 

bc 
ab' 

—  cb' 

—  ba 

-=  o 

ou  bien 

/           ca   -  ac  \/  . 

ca    —  ac  \ 

= 

f  ca  - 

—  ac'  y' 

V'"         ab'  —  ba    JV 

ab'  —  ba  J 

\  ab' 

—  bd  ) 

bc'  —  cb' 

a  6'" —  ba' 

'    (('          '"   ~  '"'  \("' 

ca'  —  ac'  \ 

= 

(ca- 

-  ac'  Y 

V^         ab'  -  ba  k 

ab'  —  ba'  j 

\  ab'  - 

-  ba  ) 

bc  —  ch 
ab'  —  bd 

ou  bien 

(,     "''  -  "'^^  Y-.' 

ca'  —  ac'  '■^ 

Q'- 

^^          f6) 

\           ab'  —  ba  JV 

ab'  —  ba'  J 

4  [ab'  — 

bdy^     ^^^ 
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ca'  —  (ic  \  /  ^,         ca  —  ac  \  Q-  —  PR 

ab'  —  ba  Jv         ab'  —  ha'  )  4  {ah'  —  ha'Y 

Prenons  ie  cas  particulier  oii  a.  a',  ;b,  ft'  soul  réels;  c'esL- 
ii-dirc  le  cas  oii        P  >  o  R  >  o 

et  convenons  de  porter  sur  une  droite  à  partir  d'un  point  0 
fixe,  les  racines  a,  a',  [5,  fi',  dans  un  sens  ou  dans  l'autre 
suivant  leurs    signes.    Soit    I    le    point    correspondant   au 

cd  —  ac  .,.»,,  .  -,      , 

nombre    —r, rr-\  soient  A,  A  les  points  correspondants 

ab  —  ab 

aux  racines  a,  a',  et  B,  B'  les  points  correspondants  aux 
racines  fi.  f^',  les  parenthèses  des  premiers  membres  de 
(6)  et  (7)  représenteront,  en  valeurs  absolues,  les  lon- 
gueurs lA,  lA.',  IB,  TB'. 

1"  Si  Q'^  —  PR  >■  o,  les  parenthèses  auront  le  même 
signe,  donc  A  et  A'  seront  du  même  côté  du  point  I;  il  en 
sera  de  même  de  B  et  B.  D'ailleurs,  comme  le  produit 
lA .  TA'  est  égal  au  produit  IB  .  IB',  si  IB  est  supérieur  à  lA, 
IB'  sera  inférieur  à  lA';  donc  dans  ce  cas  : 

Ou  bien  les  points  B  et  B'  sont  dans  l'intervalle  des 
points  A  et  A'; 

Ou  bien  les  points  A,  A'  sont  dans  l'intervalle  BB' ; 

Ou  bien  les  deux  points  A,  A'  sont  d'un  côté  du  point  T 
et  les  deux  points  B,  B'  de  l'autre  côté. 

:2°  Si  Q'*  —  PR  <  o,  P  et  R  sont  nécessaireroeut  de 
même  signe,  donc  les  racines  des  équations  (4)  et  (0)  sont 
toutes  réelles,  ou  toutes  imaginaires.  Admettons  qu'elles 
soient  réelles.  Les  parenthèses  des  relations  (G)  et  (7)  auront 
des  signes  contraires,  donc  le  point  I  sera  dans  l'inlervalle 
AA'  et  aussi  dans  l'intervalle  BB'. 

Comme  le  produit  lA .  lA' est  égal  au  produit  IB.  IB',  si 
B  est  plus  voisin  de  I  que  le  point  A,  le  point  B  sera  plus 
éloigné  de  I  que  le  point  A';  donc  les  deux  segments  AA',  BB' 
empiéteront  l'un  sur  l'autre. 

Ces  préliminaires  posés,  il  est  facile  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Problème.  ' —  Trouver  les  maxima  cl  les  minima  de  la 
fonction  rationnelle  du  second  degré 
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ax-  -j-  bx  -\-  c 


(«) 


^  ~   a'x-  +  b'x  ~\-  c  ■ 
Nous  supposons  que  les  six  coefficients  sont  réels  et  que 
les  deux  équations 

ax^  -\-  hx  ~\-  c  =:  o  àx'^  -f-  b'x  -f-  c'  =  o 

n'ont  pas  de  racines  communes,  que  par  conséquent 

{ac  —  ca'Y  —  {ah'  —  ba)  (bc  —  cb') 
ou  Q2  —  PR 

sont  différents  du  zéro,  et  qu'eu  même  temps  le  déterminant 

ab'  —  ba 
est  différent  de  zéro. 

Les  deux  coefficients  a  et  a  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois, 
sans  quoi  la  fraction  serait  le  rapport  de  deux  binômes  du 
premier  degré  et  le  problème  changerait.  L'un  des  coeffi- 
cients a  ou  a  peut  être  nul,  nous  examinerons  à  part  ce 
cas  particulier;  nous  supposerons  d'abord  qu'ils  no  sont 
nuls  ni  l'un  ni  l'autre. 
Résolvons  l'équation  (8)  par  rapport  à  x,  nous  aurons 

^  ^     -(h'y  -  h)  ±\l^rf-  2QJ/4-P  ,3 

2[aij  —a) 
Distinguons  maintenant  plusieurs  cas  : 

Premier  cas  :     R  ij^  o,     Q^  —  PR    >  o. 
Le  trinôme  placé  sous  le  radical  de  (9j  a  ses  racines  réelles 
et  inégales,  on  peut  donc  le  mettre  sous  la  forme 

R(y  —  y')  (y  —  y")  •■■  y'  <  y"- 

Pour  que  x  soit  réel,  R  étaut  positif,  il  faut  que  y  soit  en 
dehors  de  l'intervalle  des  racines  y'  et  y",  donc  ?/'  est  un 
maximum  d'une  série  de  valeurs  possibles  et  y"  un  minimum 
d'une  autre  série  de  valeurs.  —  Si  R  <  o,  il  faut  pour  la 
réalité  de  x  que  y  soit  compris  dans  l'intervalle  des  deux 
racines,  donc  y'  est  un  rainiiimm  d'une  série  de  valeurs, 
y"  est  un  maximum  de  cette  même  série.  —  Dans  tous  les 
cas,  il  y  a  un  maximum  et  un  minimum. 

Deuxième  cas  :     R  >  o,     Q*  —  PR  <  o. 
Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  en  y  étant  imaginaires 
et  le  premier  terme  étant  positif,  le  trinôme  est  positif  quel 
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que  soit  x,  y  n'est   assujetti  à  aucune  condition  pour  la 
réalité  de  x,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  de  y. 

C'est  le  cas  où  les  racines  des  deux  termes  sont  réelles, 
car  R  et  P  sont  nécessairement  de  même  signe,  et  où  les 
segments  AA',  BB',  déterminés  par  ces  racines  sur  un  axe, 
empiètent  l'un  sur  l'autre  (*). 

Remarque.  —  On  ne  peut  pas  supposer  à  la  fois 

R  <  o,     Q2  _  PR  <  o. 
En  effet,  on  peut  mettre  le  trinôme  en  y  sous  la  forme 

(b'y  —  b)'  —  4{ay  —  a){cy  —  c). 
Faisons  successivement  dans  ce  trinôme  : 

a      r 

ce  trinôme,  à  cause  de  son  premier  terme  Ry-  <  o,  prendra 
successivement  les  signes 

-  +  +  - 

donc  il  anécessairement  deux  racines  réelles,  qui  comprennent 

d      c 
les  nombres  —r,  —r,    donc   Q^    —    PR  est  nécessairement 
a      c 

positif.  (Cette  remarque  est  due  à  M.  Pichenot.) 

Troisième  cas:  R  =  o. 

Le  trinôme  sous  le  radical  devient 

P 


2Qy  +  P=-2Q(y-— ). 


On  ne  peut  pas  supposer  que  Q  est  uul,  car  on  aurait  dans 

cette  hypothèse   Q'^  —  PR  =  o,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 

Donc  suivant  le  signe  de  Q,  y  aura  pour  maximum  ou  pour 

P 
minimum  — -— . 
2O 

Remarque.  —  Les  maxima  ou  les  miniina  que  nous  déter- 
minons ainsi  soit  des  maxima  ou  des  minima  absolus  ;  ils 
correspondent  sont  à  des  valeurs  finies  de  x,  soit  à  des 
valeurs  infinies.  Mais  nous  avons  fait   voir  ailleurs  dans  le 


(*)  Nous  rappellerons  à  nos  lecteurs  que,  dans  une  noie  publiée  dans  le 
Journal  (tome  II,  p.  19)  nous  sommes  arrivé,  par  de  simples  consiilérUious 
géométriques,  à  une  conclusion  identique  à  celle  de  M.  Bourget  (A  .  M). 
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journal,  que  pouf  cette  fonction  y  continue  et  uniforme,  les 
maxima  ou  les  minima  absolus  sont  aussi  des  maxima  et 
des  luiuima  relatifs,  à  la  condition  que  l'on  considère 
.r  =  +  00  colume  répondant  au  même  point  de  l'axe  des  x. 
La  mélhode  indirecle  que  nous  avons  employée  ne  conduit 
donc  pas  à  des  résultats  contradictoires  avec  ceux  que  donne- 
rait la  méthode  directe,  fondée  sur  la  définition  classique  des 
maxima  et  des  minima. 

Cette  méthode  indirecte  permet  de  prévoir  immédiatement 
ce  que  l'on  trouvera  à  la  vue  seule  des  deux  termes  de  la 
fraction  décomposés  en  facteurs  du  1'^''  degré,  et  l'on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant,  que  nous  avons  démontré 
dans  notre  Algèbre,  en  nous  appuyant  sur  l'involution. 

,^,    ,        .  .     r      ,  ■  3^"  +  Lx  +  c 

Théorème.  —  P  La  jonction  y=  — — - — -,   quand 

a  x-^  -|-  h  X  -j-  c 

X  varie  de  —  oo  à  -{-  ce ,  n'a  ni  maximum  ni  minimum, 
si  les  racines  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  réelles  et 
si  les  segments  AA',  BB'  qu  elles  déterminent  sur  un  axe,  empiè- 
tent l'un  sur  l'autre. 

2°  Dans  le  cas  oii  le  dénominateur  de  la  fonction  a  ses  racines 
égales,  la  fonction  a  un  maximum  ou  un  minimum. 

3°  Dans  tous  les  autres  cas,  elle  a  un  maximum  et  un  minimum. 

Cas  particuliers.  —  Les  cas  particuliers  où  a  ou  Lien  a' 
seraient  nuls,  peuvent  être  regardés  comme  rentrant  dans 
le  cas  général,  en  disant  que  dans  cette  hypothèse  le  tri- 
nôme correspondant  a  une  racine  réelle  infinie. 

Remarqué.  —  Nous  ne  parlons  pas  des  valeurs  infinies  de 
y,  qui  peuvent  être  considérées  comme  des  maxima  ou  des 
minima  de  //,  si  le  dénominateur  de  la  fraclion  a  ses  racines 
égales,  comme  l'a  remarqué  M.  Burat-Dubois. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  consulter  sur  le  même  sujet 
les  articles  suivants  parus  dans  le  Journal  de  Mathémati- 
ques : 

Note  d'algèbre  (Remarque  sur  la  fraction  du  second  degré), 
par  M.  PiGHENOT,  t.  II,  p.  13o;  —  Note  d'algèbre  (Étude  des 
variations  de  la  fraction  du  second  degré),  par  M.  Fajo«. 
I.  II,  p.  35K. 
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QUESTIONS    D'EXAMEN 


n  étant  un  nombre  impair,  le  produit 

11(11^  +  2    )  (n-  +  7) 
est  divisible  par  24. 

Il  suftU  de  démontrer  \ne  ce  produit  est  divisible  par  3 
et  par  8.  Or,  déjà^  si  n  n'est  pas  divisible  par  3,  w-  est  un 
multiple  de  3,  augmenté  de  i  ;  donc  ;(-  -|-  2  est  divisible 
par  3. 

De  plus  le  carré  d'un  nombre  impair  est  toujours  un  mul- 
tiple de  8,  augmenté  de  i  ;  donc  n^ -{-  7  est  un  multiple  de  8. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 


Étant  donnés  un  point   et   une    circonférence,  mener  par   le 

point  une  sécante  telle  que  la  partie  extérieure  soit  ii  la  partie 

m 

intérieure  dans  un  rapport  donné . 

^  n 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Je  suppose  le  problème  résolu;  soit  A  le  point  donné, 
AB  la  partie  extérieure, BG  la  partie  intérieure  de  la  sécante. 
Je  mène  le  diamètre  APQ  passant  par  le  point  A;  puis  je 
joins  le  point  G  au  point  Q,  et  par  le  point  B,  je  mène  BQ' 
parallèle  à  CQ  jusqu'à  la  rencontre  avec  le  diamètre;  j'ai 
AQ'  _  AB  _  m 
AQ  AG         m  ~\-  n 

Donc  le  point  Q'  est  connu  ;  je  verrais  de  même  que 
si  je  mène  la  droite  GP  et  sa  parallèle  BP',  le  point  P' 
où  celle-ci  rencontre  le  diamètre  est  déterminé,  de  plus 
l'angle  P'BQ'  est  droit,  donc  le  point  B  est  sur  une  circon- 
férence ayant  P'Q'  comme  diamètre  ;  il  est  facile  de  trouver 
le  centre  et  le  rayon  de  celte  circonférence;  le  centre  se 
trouve  au  point  0'  sur  la  ligne  AO,  tel  que  l'on  ait 
AQ'  _  m 
A(.)    ""    m.  -j-  n  ' 


-i88  — 


On  en  déduit  facilement 
00' 


AO  m  -\-  n 

D'autre  part,  le  rayon  R  de  cette  circonférence  sera  donné 

^       R'  m 

par  la  proportion  — —   =  — — . 

^  R  m  -{-  n 

Nous  pouvons  d'après  cela  chercher  comment,  pour   cha- 

m 
que  valeur  du  rapport  ,  doit  être   placé  le  point  A  pour 

que  le  problème  soit  possible,  étant  donnée  une  circonfé- 
rence   particulière.  En   effet,    la    dernière  proportion    nous 

R  —  R'  n 

donne =  — — ; 

R  7)1  -j-  n 

R  +  R'  2»i  +  n 


R  m  -\-  n 

Or,  on  doit  avoir 

R  _  R'  <  00'  <  R  4-  R' 

on  R   ; <  AO.  ■ <  R.  ^ . 

m  -f-  ''  ^'^  +  "  in  +  n 

La  première  inégalité  est  toujours  vérifiée  si  le  point  A 
est  extérieur  à  la  circonférence  ;  il  reste  donc 

AO  2m  -\-  n 

< 


R       ^  n         ' 

telle  est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  AO  pour  que 
le  problème  soit  possible. 


En  supposant  que  les  deux  équations  du  second  degré 

X'^  -}-  ])X  -\-  q  =:  o 

x^  -[-  P'x  +  q'  =  o 

ont  une  racine  commune,  on  demande  de  former  l'équation  du 

second  degré  qui   admet  pour  racines  les  racines  non  communes 

des  deux  équations  données. 

Appelons    x^  et  x.^  les  racines  de  la   première  équation; 

«1  et  x^  les  racines  de  la  seconde. 
Nous  avons       Xy  -\-  x.,,  =  —  ;j  ;     x^  x.^  =  q 
^i  +  ^-^  =  —  V       -ï"!  ^3  =  (i- 
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Nous  en  lirons  facilement 

9  —  ?'    . 

q(p'  —  p) 


X,   = 


et  par  suite  x^  = 


Donc  a'2  -j-  X3  = 


q—  q 
q  —  q 

{g  +  <?')  (p'  —  p) 

q—  q 

qq'ip    —  pY 


{q  -  q'r       ' 
Par  suite,  l'équation  cherchée  est 
iq  —  qf  X^  +  (q'  -  q'^-)  (p  —  p)  X  +  qq  (p  —  p)'  =  o. 


Résoudre  un  triangle,  cotmaissant  un  angle  A,  la  bissectrice  a 
et  la  hauteur  h  partant  du  sommet  de  l'angle. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'angle  de  la  bissectrice  et  de  la 
hauteur  est  égal  à  la  demi-différence  des  angles  à  la  base. 
En  effet  l'angle  que  fait  la  hauteur  avec  le  plus  grand  côté  c 

est  égal  à  —  -|-  p.  en  appelant  p  l'angle  de  la  bissectrice 

et  de  la  hauteur  ;  par  suite  on  a 

—  -B=.—  -f  ;.;     . 

donc       2/j  =  -  -  2B  —  A  =  C;  —  B  : 

d  autre  part  ou  a         sin  p  =  — ; 

il  sera  donc  facile  de  déterminer  l'angle  aigu  p,  et  par 
suite  on  aura  les  angles  B  et  G  ;  on  est  donc  ramené  à  résoudre 
un  triangle  dont  on  connaît  les  angles  et  la  hauteur,  pro- 
blème que  l'on  sait  résoudre. 


Résoudre  un   triangle,  connaissant  un  angle  A.  la  bissectrice 
x  et  la  médiane  m  issue  du  même  sommet. 

On  a  d'abord       2  (6^  -)-  c*)  =  4m*  -{-  a-, 
ou,  puisque  o*  =  b'-  -\-  c"^  —  2bc  cos  A. 
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ou  en  tire  b'^  -f-  c-  =  4  m-  —  -ibc  cos  A; 

puis  a'^  =  4  m-  —  ^bc  cos  A; 

cufiu,  entre  la  bissectrice  et  les  côtés,  on  a  la  relation 

bc  =  l^  4--^ — -, 

ce  qui  peut  s'écrire 

2bc  {ni^  —  6c  cos  A) 


bc  =  l'-  + 


2111^  -{-  bc  (i  —  cos  A) 
On  en  déduit  bc  par  l'équation  suivante  du  second  degré  : 

l)-c-  cos-  —   bel-   s\n- 2/?;-/-  =  o, 

2  2 

Cette  équation  a  ses    racines  réelles  ;  on  ne  doit  prendre 

que  la  racine  positive,  et  même  pour  qu'elle  soit  acceptable. 

il  faut  que  l'on  ait      b'-  -\-  c"^  —  2bc  >  o  ; 

or,  on  a  b'^  -\-  ^^  —  26c  =^  4»;-  —  46c  cos- — . 

En   remplaçant  bc    par  la    racine    positive    de  l'équation 
obtenue  plus  haut,  on  trouve  comme  condition 

2???2  —  Ji    gjjj2     — : y  i',   gjj^t 1      ,,»2  l'i  cos2  J —     ;>    o 

2  '  2  2 

qui,  après  réduction,  donne 

m   >  /. 

(Jette  condition  étant  remplie,  il  est  facile  de  voir  que  les 

valeurs  que  l'on  en    tire   pour   a,    b,  r,  sont  les  côtés  d'un 

triangle  ;  il  suffit  que  l'on  ait 

{h  —  cY  <  a"-  <  (6  +  c)\ 
Or  on  a 

f/;  —  ri-  =  4m'^  —  2bc{\  -\-  cos  A)  =  4m-  —  46c  cos-    - — 

A 

[b  -\-  cV  ■=  4m^  -f~  26c(i  —  cos  A)  =  4???'-  -)-  4'^c  sin^  — 

A  A 

ot     d'^  =  4///'-  —  4/;^  cos  A  =  4W- -f-  ^br  sin- 4  bc  cos^  —  . 

On  voit  alors  immédiatement  que   lu  double  inégalité  pré- 
cédente est  vérifiée. 
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QUESTION  267 

Solution  par  ,M.  Chrétien,  élève  au  Lycée  du  Havre, 


On  donne  dans  un  plan  deux  circonférences  qui  se  coupent  en 
A,  et  un  point  B.  On  demande  de  décrire,  de  B  comme  centre. 
une  circonférence  telle  que  deux  des  points  G  et  J)  où  elle  coupe 
les  deux  premières,  soient  en  ligne  droite  avec  le  point  A. 

En  outre,  on  suppose  que  le  point  B  parcourt  la  plus  grande 
des  deux  circonférences  ;  par  chacune  de  ses  positions,  on  mène 
une  parallèle  à  hi  direction  correspondante  ACD.  Démontrer  que 
cette  parallèle  est  constamment  tangente  à  une  ellipse  fixe,  que 
Von  propose  de  déterminer. 

PuEMiÈRE  PARTIE.  —  Soient  C  etD  les  deux  poinls  oii  la  cir- 
conférence cherchée 
coupe  les  deux  cir- 
conférences données 
0  et  0';  I  étant  le 
milieu  de  CD  joi- 
gnons les  points  0  et 
0'  aux  poinls  A  et  I, 
et  abaissons  les  per- 
pendiculaires OE,OF 
sur  CD.  Nous  avons 
or^  =  OA-  4-  lA^ 

—  2IA.AE 

0  r^  =  O'A^  +  lA^ 

-f  2IA.AF  : 

Donc,  en  ajoutant, 
et  remarquant,  d'a- 
près les  positions  des  points  I,  A,  E,  F  sur  la  droite  CD,  que 
l'on  a  AE  =  IF  =  lA  -f-  AF, 

il  vient  01-  -f-  0 T^  =:  OA'^  -|-  O'A'^ 

Donc  le  lieu  du  point  I  est  une  circonférence  ayant  pour 
centre  le  milieu  H  de  00',  et  passant  ]jar  le  point  A.  Si  nous 
prenons  l'extrémité  A,  du  diamètre  Ali.  il  est  facile  de  voir 
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que  la  ligne  BIAi  est  une  ligne  droite,  d'où  nous  tirons  la 
construction  suivante  :  Nous  joignons  le  point  B  au  symé- 
trique Al  de  A  par  rapport  au  milieu  OH  de  00',  et  du  point 
A  nous  menons  une  perpendiculaire  sur  BAj  ;  cette  perpen- 
diculaire rencontre  les  circonférences  aux  points  G  et  D 
qui  appartiennent  à  la  circonférence  cherchée. 

Deuxième  partie.  —  B  étant  sur  la  plus  grande  circonfé- 
rence, menons  à 
CAD  par  le  point 
B,  la  parallèle  BT; 
soit  F  le  symétri- 
que de  A,  par  rap- 
port à  BT;  menons 
par  ce  point  F  la 
parallèle  à  OB; 
elle  rencontre  BT 
en  G,  et  A^O  en 
L;cedernierpoint 
est  fixe,  puisque 
AiO  =  OL;  on  voit 
facilement  que 
AiG  +  LG  =  LF 
=  2OB,  et  que  les 
angles  AiGB,LGT 
sont  égaux; donc 
le  point  G  décrit  une  ellipse  ayant  pour  foyers  A^  et  L, 
pour  grand  axe  le  diamètre  de  la  grande  circonférence  qui 
passe  par  les  points  précédents,  et  de  plus  cette  ellipse  est 
tangente  à  BT.  c.q.f.d. 


QUESTION  304 

Ktoliitiôii  par  M.  Henri  Holrget,  <1u  Collège  (l'A ix. 


On  donne  deux  ceixles  0  et  0  ,  et  on  mène  une  séeonte  SAA' 
par  un  des  centres  de  similitude.  Par  les  points  antihomologues 
A  et  A',  on  mène  les  rations  OA  et  O'A'  qui  se  coupent  en  l,  de 
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même  L' s  taïujenk's  respectives  AH,  A  H  qui  se  coupent  en  H. 
On  joint  SH  et  S'I,  8'  étant  le  second  centre  de  similitude.  On 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  SH  et  S'I.  Si 
l'on  prend  pour  centre  d'inrersion  le  point  Set  pour  module  d'in- 
version un  module  tel  que  chacjue  circonférence  se  change  dans 
l'autre,  on  demande  quelle  est  la  figure  inverse  de  l'axe  radical 
des  deux  cercles.  (Desmons.) 

1°  Commençons  par  faire  la  remarque  suivante  :  si  l'on 
a  (fig.  1)  un  cercle 
0  dans  lequel  on 
inscrit  un  quadri- 
latère dont  les 
diagonales  sont 
l'une  le  diamètre 
HI ,  l'autre  la 
corde  AA'  perpen- 
diculaire à  ce 
diamètre,  et  si 
l'on  jDrend  sur 
AA'  ou  sur  son 
prolongement  un 

point  S  que  l'on  joint  aux  points  I  et  H,  on  voit  que  les 
droites  MI,  NH,  LS  sont  les  trois  hauteurs  du  triangle  IHS  ; 
et  que  le  point  D  est  le  conjugué  harmonique  de  S  par  rap- 
port à  A  et  A',  puisqu'il  appartient  à  la  polaire  du  point  S. 

Gela  posé,  considérons  le  problème  proposé  {fig.  2). 

Parmi  les  sécantes  qu'on  peut  mener  du  point  S,  menons 
la  ligne  SO.  Dans  ce  cas  on  voit  aisément  que  le  point  S 
est  le  point  de  rencontre  de  SH  et  de  IS';  le  point  S  est 
donc  un  point  du  lieu.  Il  en  est  de  même  du  point  S'. 

Nous  allons  démontrer  que  pour  un  point  quelconque  M 
du  lieu,  l'angle  SMS'  est  droit,  le  lieu  sera  donc  une  cir- 
conférence décrite  sur  SS'  comme  diamètre. 

Pour  cela,  rappelons-nous  d'abord  que  les  tangentes  en 
des  points  antihomologues  se  coupent  sur  l'axe  radical  HR 
des  deux  cercles  0  et  0',  et  que  par  suite  le  quadrilatère 
inscriptible  AIA'H  a  ses  côtés  égaux  deux  à  deux,  et  que 
le  faisceau  (I,  OS'O'Sj  est  harmonique  : 


Fui   1 
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Par  suite,  le  ijoiut  D  est  conjugué  harmonique  de  S  par 

rapport  à  AA';  donc 
en  considérant  le 
quadrilatère  inscrip- 
ible  AIA'H,  nous 
voyons  d'après  notre 
remarque  première 
que  l'angle  en  M  est 
droit,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

2°  Dans  la  trans- 
formation proposée. 
STT'  se  transforme 
en  elle-même,  et  les  points  T  et  T'  l'un  dans  l'autre.  Le 
module  d'inversion  doit  donc  être  \/  ST  .  ST',  la  moyenne 
géométrique  des  puissances  du  point  S  par  rapport  aux 
cercles  0,  0'. 

Dans  la  figure  transformée,  l'axe  radical  rencontrant  la 
ligne  du  centre  en  R  se  transformera  en  une  circonférence 
décrite  sur  SR'  comme  diamètre,  SR' étant  déterminé  par  la 
relation  SR  .  SR'  =  ST  .  ST'. 

Ce  cercle  sera  donc  facile  à  construire. 


QUESTION   338 

Solution  par  M.  Rivard.  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Soient  ABC  un  triangle;  AD,  13E,  CF,  k'>i  hauteur.^  ubciissée-'i 
respectivement  sur  le&  côtés  BC,  CA,  AB;  0  le  point  d'intersection 
de  ces  hauteurs.  Sur  AB,  on  prend  un  point  Cf  tel  que  CîC  =  CA: 
sur  AC  un  point  H  tel  que  BH  =  BA  ;  on  mène  DK  paral- 
lèle à  ED,  GK  parallèle  à  FD  ;  CG  et  DF  se  coupent  en  m  ;  BH 
et  DE  se  coupent  en  n.  Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  : 
'  '/"  Que  les  six  points  B,  G,  0,  H,  G,  K,  sont  sur  une  même 
circonférence  ; 

2"  Que  les  cinq  points  0,  M,  D,  G,  E,  sont  sur  une  mémt  cir- 
conférence: il  en  cii  de  même  des  cinq  points  0,  n,  D,  B,  F; 
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S''  Que  Om  est  parpeiidiculaire  sur  CG,  et  On  sur  BH  ; 

4"  Que  0  cal  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  DEF.  triamjle 
qui  est  le  quart  du  triangle  semblable  KGH,  et  aussi  le  centre 
du  cercle  circonscrit  à  AGH  ; 

5"  Que  les  quatre  points  E,  0,  n.  H,  sont  sur  une  même  cir- 
conférence, ainsi  que  les  quatre  points  F,  0,  )n,  G. 

l»  L'aiigie  CGB  est  supplémentaire  de  l'angle  CGA,  qui, 
par  construction,  est 
égal  à  l'angle  EGA: 
l'angle  COB  est  égal  à 
l'angle  EOF  ;  or  dans 
le  quadrilatère  iuscrip- 
tible  EOFA,  on  a 
EOF  +  EAF  =  2dr; 
donc  le  quadrilatère 
BGOU  est  inscriptiblc. 
L'angle  AHB  étant,  par 
construction ,  égal  à 
l'angle  CAB,  est  supplé- 
mentaire de  COB,  et  la 
circonférence  BGOC 
passe  par  le  point  H. 
Enfin,  l'angle  HKG  est 
par  construction  égal  à  EDF,  Or,  le  quadrilatère  inscripti- 
ble  donne  ADF  =  ACF,  et  puisque  AD  et  GF  sont  les  bissec- 
trices de  EDF  et  de  AGG,  les  angles  HKG  et  HGG  sont 
supplémentaires,  et  le  point  K  se  trouve  sur  la  circonfé- 
rence BGOGH. 

4*»  On  a  déjà  va  que  ADF  =  FGG.  Par  suite  les  quatre 
points,  0,  m,  D,C  sont  sur  une  même  circonférence;  mais 
on  sait  que  la  circonférence  qui  passe  pas  les  points  0,  D,  G 
passe  par  le  point  E.  Ou  démontrerait  de  môme  que  les 
cinq  points  0,  n,  D,  B,  F  sont  sur  une  même  circonférence. 

3°  Dans  la  circonférence  OmDGE,  on  a  GmO=r  GDO  =  idr. 
On  voit  de  même  que  OnB  =  idr. 

4°  On  sait  que  les  hauteurs  du  triangle  ABG  sont  les 
bissectrices  des  angles  du  triangle  DEF  ;  le  point  0  est  donc 
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le  centre  du  cercle  iuscriL  dans  ce  triangle.  Les  points  E, 
F,  étant  les  milieux  des  cùlés  AG  et  AH  du  triangle  AGH, 
les  triangles  EDF,  HGK,  qui    ont  les  côtés  respectivement 

i 

parallèles,  sont  semblables,  et  le  rapport  des  surfaces  est  — . 

De  plus,  le  point  0  est  le  centre  du  cercle    circonscrit  au 

triangle  AGH. 

5°  Dans  le  quadrilatère  EO/iH,   les  angles  opposés  HEC), 

HnO  sont  droits  ;  le  quadrilatère  est  donc  inscriptible.  Il  en 

est  de  même  du  quadrilatère  FOmG. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  iiiéme  question  :  MM.  Vitte,  Lapareillé,  Baron,  au 
lycée  Henri  IV;  Fiévet,  à  Lille;  Baudouin,  à  Beauvais;  H.  Bourget,  à  Aix; 
William  Hoover,  à  Dayton  (États-Unis  d'Amérique)  ;  Montérou.  au  lycée  Louis- 
Ic-Grand;  Giroud,  à  Grenoble;  Leclair,  à  Passy;  Provost.  au  Mans;  Perrier, 
à  Lons-le-Saulnier ;  Gino-Loria,  à  3Iantoue;  Lévy  et  Tinel,  à  Rouen;  Jolv, 
à  Tarbes. 


QUESTION  339 

Solution  par  M.  Joly.  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


Dam  un  cercle,  on  mène  à  partir  d'un  point  B  sur  la  circon- 
férence, deux  cordes  fixes  et  égales  BC, 
BC,  puis  on  prend  un  point  A  fixe  sur 
la  circonférence  ;  une  corde  PQ  se  meut 
en  restant  toujours  égale  à  BC.  On  joint 
le  point  B  au  point  P  et  le  point  A  au 
point  Q  ;  ces  deux  lignes  se  coupent  en 
0  ;  de  même  les  lignes  AP  et  BQ  se  cou- 
pent en  0'.  Trouver  le  lieu  géométrique 
du  point  0  et  le  lieu  géométrique  de 
0'. 

Soit  I  le  milieu  de  l'arc  GA,  et  D  le 
centre  du  cercle. 

L'angle  BOA  a  pour  mesure  arc  BC 

CA    ., 
4-  arc  il   est  donc  constant,   et 

2 

le  lieu  du  point  0  est   un   segment 
décrit  sur  AB  comme  corde,  et  capable  de  l'angle  BDI. 


—  497  — 

On  verrait  de  même  qae  le  lieu  du  point  0'  est  un  segment 
décrit  sur  AB  comme  corde,  et  capable  de  l'angle  CDI. 

>'0TA.  —  Ont  résolu  la  même  quostion  :  JIM.  H.  Bourget,  à  Aix;  Baudouin, 
à  Beauvaiâ;  Vilte,  Baron,  au  lycée  Henri  IV;  La  Cliesnais,  au  lycée  Saint- 
Louis;  Provost,  au  lycée  du  Mans  ;  Barlhe.  à  Tarbes;  Berlin,  à  Vesoul;  Henry, 
à  Bi-échaincourt. 


OUESTION  340 

fl»olutiou  par  M.  Ti.nel.  élève  au  L\  cée  Corneille  à  Rouen. 


C^.=. 


Connaissant  les  sommets  des  trois  triangles  cquilatéraux  cons- 
Iruits  sur  les  côtes  d'un  triangle,  déterminer  géométriquement  ce 
triangle. 

Supposons  le 
problème  résolu, 
et  soit  ABC  le 
triangle  cherché; 
soient  A',  B',  C 
les  sommets  des 
triangles  équila- 
léraux  donnés. On 
sait  (Desboves, 
Questions  de  géo- 
métrie, p.  156) 
que    ces    droites  /, 

sont     égales,    se        B~" 
coupent    en     un 
point   I,    et    que 
l'on  a  Aie  =  CIB  =  BIA  =  1 20". 

Le  quadrilatère  ABIC  étant  inscriptible,  et  le  triangle 
ABC  étant  équilatéral,  on  sait  aussi  (Desboves,  loc.  cit. 
p.  loi)  que  l'on  a        lA'  ==  IB  -f-  IC. 

Ou  a  de  même  IB'  =  IC  -f-  lA, 

IC  =  lA  -1-  IB. 

Construisons  sur  AB',  A'C,  B'C  extérieurement  au  trian- 
gle ABC  des  triangles  équilatéraux  dont  les  sommets  res- 

JOUHMAL  DE    UATU.   l«8l.  3'À 
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peclils  soieut  C",  B",  A".  Il  est  facile  de  voir  que  les  droites 
A'A'',  BB",  G'C",  passent  par  le  point  I,  et  aussi  respecLive- 
meut  par  les  points  A,B,C;  de  plus,  on  a,  pour  la  même 
raison  que  jirécédemment, 

A"I  =  IS'  +  ir;  r=  IG  -{-  IB  -f  2AI  , 

On  en  tire  facilement,  puisque 

A"I  =  AA"  +  AI 
cLque  IG  +   IB   =  lA', 

la  relation  AA"  =  lA'  +  AI  =  AA'. 

Donc  le  point  A  est  le  milieu  de  A' A".  On  déduit  de  là  la 
construction  simple  suivante  : 

Sur  les  côtés  du  triangle  A'B'G',  on  construit  extérieurement 
des  triangles  équi latéraux  ;  on  joint  le  sommet  libre  de  chacun 
de  ces  triangles  équilatéraux  au  sommet  opposé  du  triangle'A'BC. 
Les  milieux  des  trois  lignes  ainsi  menées  sont  les  sommets  du 
triangle  ABG  cherché. 

Nota.  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bonieux,  à  Riom;  H.  Bour- 
get,  à  Aix. 

M.  William  Hoower,  à  Dayton  (Étits-Unis  d'Amérique),  a  envoyé  une  solution 
p  ir  le  calcul,  dans  laquelle  il  détermine  la  valeur  des  côtés  du  triangle  cherché, 
en  fonction  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  points  donnés. 

QUESTION  341 

Sointion  par  M.  Baudouin,  élève  au  Collège  de  Beauvais. 


Calculer  la  base  et  le  côté  d'un  triangle  isoscèle,  connaissant 
la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  des  sommets  de  la  base. 

J'appelle  x  l'un  des  côtés  égaux,  ij  la  base,  h  la  hauteur 
et  m  la  médiane  données;  j'ai  les  relations  suivantes  : 

ce*                            .  /             y^ 
J.2.  _|_  y2  -_  2m-  -\ ,  et  hx  =  y  \  x- :— , 

ou  x^  -j-  2y^  =  4m*  ;  2hx  =  g  \  4^*  —  y*. 

Si  nous  élevons  la  seconde  au  carré,  et  que  nous  rem- 
placions x"^  par  sa  valeur  4/»-  —  -ly-,  nous  arrivons  a  l'équa- 
tion bicarrée 

gy'  —  Sy''  (h-  -f-  im'}  -|-  ibh^m^  =  o. 
qui  permet  de  trouver  y,  et  par  suite  x. 
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La  condition  de  réalité  des  racines  se  réduit,  puisque  h 
et  m  sont  positifs,  à  la  condition  suivante  : 

h^  -f~  -"^^  >  ?>mh, 
ce  qui  peut  s'écrire 

{m  —  hY  +  m  {m  —  li)  >  o, 
ou  (m  —  h)  (2m  —  II)  >  o  ; 

cette  dernière  se  réduit  à  m  >  //,  condition  évidente,  d'après 
les  données. 

Solution  g^éométriquc  par  M.  JoLY,  du  Lycée  de  Tarbes. 

Supposons  le  problème  résolu;  menons  AE  parallèle  à  BC, 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  CM  prolon- 
gée; abaissons  EF  perpendiculaire 
sur  AB  ;  soit  G  le  centre  de  gravité 
de  ABC.  On  a  évidemment  EFr=  CH. 
Donc  AB  est  une  tangente  commune 
intérieure  aux  deux  circonférences 
égales  ayant  pour  centres  E  et  C, 
et  pour  rayon  h,  la  distance  des  centres  étant  2m.  La 
direction  AB  est  donc  connue;  ensuite,  nous  aurons  le 
point  A  par  l'intersection  de  la  droite  précédente  et   de    la 

circonférence  décrite    sur  EG  =  -^    m    comme    diamètre. 

Il  est  facile  d'acbever  le  triangle. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  H.  Bourget,  à  Aix;  Hellot. 
Tinel.  à  Rouen;  Fiévet,  à  Lille;  Henry,  à  Bréchaincourt ;  Dupuy,  à  Grenoble  ; 
Baron,  au  lycée  Henri  IV;  La  Chesnais,  au  lycée  Saint-Louis;  Bartlie,  à 
Tarbes;  W.  Hoover,  à  Dayton  (États-Unis);  Perrier,  à  Lons-le-Saulnier ; 
Bertin.  à  Vesoul;  Leelair  à  Passy. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR,  1881 


c 


Étudier  les  variations  de  l'expression 

20;  —  3 


notamment  pour  certaines  valeurs  de  x  telles  que  x  =  — ^,  x  >  —^.  etc. 

X'^   +  4 

—  Variations  de  la  fonction    — . 
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,      ,     ,.        .  ^''  —  X  -\-    1 

—  V'uriulion.s  de  la  liaclion  • ;    celle    Iruclion     a-l-elle     un 

X  —    I 

niaxiiuuin  et  un  minimum? 
sin  X 

—  Elant  donne  —. — ; —  =  m.  trouver  tg  ce.    ■ 

sin  (a  —  X] 

—  Résoudre  tg  x  —  tg  2a;  =:  sin  x. 

,     .        ,,  .         sin  a  —  sin  b 

—  Que  devienl  1  expression ; — .  (luand  a  lend  ver.-;  b': 

tg  a  -•  Ig  6        ' 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes 

sin  X  4-  sin  2X  +  sin  3x. 

—  Simplifier 

cos  a  cos  [b  —  c)  +  cos  b  cos  (c  —  a]  +  cos  c  cos  (a  —  6). 

—  Connaissant  la  directrice  et  deux  tangentes  d'une  parabole,  trouver  le 
loyer. 

—  Même  problème  en  remplaçant  les  deux  tangentes  par  deux  points  de 
la  courbe. 

—  On  donne  une  droite  AB  et  un  point  P.  Lieu  des  projections  du  point 
P  sur  tous  les  plans  qui  passent  par  AB. 

—  On  joint  un  point  A  à  un  point  B  quelconque  d'une  droite  xy.  On 
construit  un  carré  ABCD  sur  AB,  et  on  demande  le  lieu  des  points  C  et  D 
quand  le  point  B  se  déplace  sur  xy. 

—  Sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  0  on  prend  un  point  C,  à  droite  de  0. 
et  l'on  demande  le  lieu  des  points  M,  également  distants  de  C  et  de  la  cir- 
conférence. 

—  On  donne  la  directrice  et  le  loyer  d'une  parabole;  trouver  les  points  de 
rencontre  d'une  droite  et  de  la  courbe. 

—  Mener  un  cercle  passant  par  deux  points,  et  tangent  à  une  droite  donnée. 
a\/5     \Ju-  —  b- 


—  Construire 


a 

—  Construire  x  =^ =z' 

-- V3 

—  Connaissant  le  loyer  et  la  dii-eclrice  d'une  parabole,  trouver  les  points  de 
la  courbe  qui  sont  sur  une  parallèle  à  la  directrice,  et  les  tangentes  en  ces 
points. 

—  Construire  un  carré  équivalent  à  un  décagone  régulier. 

—  Construire  ^-  =  R  y^/  2  -j-  y/JT" 

—  Construire  x  =  a  ^j, 

—  On  prolonge  le  diamètre  d'un  cercle  d'une  longueur  égale  au  rayon.  On 
mène  la  tangente  par  le  point  obtenu.  Calculer  la  surface  engendrée  par  l'arc 
compris  entre  le  diamètre  et  le  point  de  contact  quand  la  figure  tourne  autour  du 
diamètre.  Rapport  de  cette  surface  à  C(!lle  de  la  sphère  ;  surface  engendrée 
par  la  tangente. 

—  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point,  mener  par  le  point  une  sécante  telle 

que  le  rapport  des  deux  arcs  interceptés  soit  égal  à .  Valeur  de  la  corde 

interceptée.  Valeur  de  son  apothème. 

—  On  détermine  un  i)Um  par  les  projections  de  trois  de  ses  points. 
Trouver  l'angle  de  la  ligne  de  terre  avec  ce  plan. 

—  On  se  donne  trois  points  non  en   ligne  droite  dans  un  plan  perpendicu- 
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l;iire  au  plan  horizontal  ;  ces  trois  points  sont  sur  une  ciiTonférenee  directrice 
(l'un  cylindre  dont  les  ^génératrices  sont  |i,irjl!èle.î  à  la  ligne  de  teri'e.  Mener 
à  ce  cylindre  un  plan  tangent  par  un  point  donné  extérieur. 

—  On  donne  les  projections  de  trois  points  non  en  ligne  droite;  ce  sont 
les  sommets  de  la  base  d'un  prisme  triangulaire  dont  la  direction  des  arêtes 
est  donnée  par  les  angles  que  fait  l'une  d'elles  avec  le?  côtés  adjacents  de  1 1 
base.  Trouver  les  projections  et  la  section  droite  du  prisme. 

—  On  donne  un  point  dans  un  plan  quelconque  ;  ce  point  est  le  centre  d'un 
cercle  rayon  donné,  situé  d;uis  ce  plan  ;  le  cercle  est  la  base  d'un  cône  dont 
le  sommet  est  sur  la  ligne  de  terre.  Ou  demande  de  mener  à  ce  cône  un  plan 
tangent  passant  par  la  ligne  de  terre. 

—  On  donne  un  cercle  0  sur  un  plan  horizontal  coté  8;  ce  cercle  est  la 
directrice  d'un  cylindre  dont  on  donne  une  génératrice  par  sa  projectioii 
horizontale  et  la  cote  i5  d'un  de  ses  points.  .Mener  un  plai]  tangent  par  un 
point  extérieur  coté  i3. 

—  Construira  une  pyramide  triangulaire  dont  on  connait  la  base  sur  le  plan 
inirizontal,  et  les  trois  arêtes  latérales.  Chercher  l'un  des  dièdres  latéraux,  et 
un  des  dièdres  à  la  base. 

—  On  suppose  qu'un  pendule  vertical  pijrte  une  boule  de  5o  grammes.  Quelle 
force  horizontale  faut-il  appliquer  à  cette  houle  pour  que  le  jiendule  fasse  avec 
l'horizon  un  angle  de  60  degrés  ? 

—  Un  poids  de  45  kilog.  est  soumis  pendant  3  secondes  à  une  force  de 
25  kilog.  Quelle  est  la  vitesse  de  ce  corps  au  bout  des  3  secondes  ? 

—  Avec  quelle  vitesse  faut-il  lancer  un  corps  sous  une  inclinaison  de 
60  degrés  pour  qu'il  tombe  à  une  distance  donnée  du  point  de  départ? 

—  On  donne  un  cylindre  de  hauteur  /(  et  de  densité  d;  ce  cylindre  est  sur- 
monté d'une  demi-sphère  de  rayon  r  égal  à  celui  du  cylindre,  et  de  densité  rf  . 
Trouver  le  centre  de  gravité  du  système.  Quelle  doit  être  la  hauteur  du  cylindre 
pour  que  le  centre  de  gravité  soit  au  centre  de  la  deiui-sphère  ? 

—  Une  barre  AB,  de  i"',bo,  pesant  i5o  kilog.,  est  appuyée  en  A  et  B. 
Quelle  sera  la  pression  supportée  en  A  et  B  si  l'on  applique  au  |)oint  C  tel  que 
AC  =  ôo  centimètres,  un  poids  de  100  kilog.? 


QUESTIONS   D'EXAMEN 


Un  liypcrboloide  étant  donni'  par  ses  fmis  dircrfrires  rrclili- 
qnes,  reconnaître  s'il  est  de  révolution. 

Lorsqu'un  hypcrbolo'idc  est  de  révolution,  tout  plan 
tangent  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  passant 
par  le  point  de  contact;  de  plus,  tout  plan  tangent  coupe 
la  surface  suivant  deux  droites  faisant  un  angle  constant, 
et  le  plan  méridien  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  de 
ces  deux  droites;  enfin  le  plan  méridien  passe  par  l'axe  et 
par  suite  contient  le  centre. 

Cela  posé,  pour  reconnaître  si  la  surface  est  de  révolution. 
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je  commencerai  par  déterminer  son  centre;  ce  point  est  le 
centre  du  parallélépipède  dont  trois  arêtes  s'appuient  sur 
les  trois  directrices  données. 

Puis,  prenant  une  position  quelconque  de  la  génératrice, 
je  détermine  les  trois  plans  qu'elle  forme  avec  les  droites 
données;  du  centre,  j'abaisse  sur  chacun  de  ces  plans  une 
perpendiculaire;  le  pied  de  celte  perpendiculaire  sera  sur  la 
bissectrice  de  l'angle  de  la  génératrice  avec  la  directrice  cor- 
respondante, si  la  surface  est  de  révolution;  enfin,  je  mène 
■par  chaque  bissectrice  et  la  perpendiculaire  un  plan  ;  si 
ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  droite,  la  surface 
est  de  révolution. 

On  donne  au  cercle  et  deux  génératrices  de  même  système  d'un 
hypcrboloide,  déterminer  le  centre  et  les  axes  de  la  surface  ainsi 
qiw  les  deux  sections  circulaires  qui  passent  par  un  point  donné. 

On  sait  que,  dans  un  hyperboloïde,  deux  génératrices  de 
môme  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan,  et  que 
si  deux  génératrices  de  même  système  qui  sont  dans  un 
même  plan,  sont  parallèles,  leur  plan  passe  par  le  centre 
de  la  surface. 

Par  conséquent,  si  par  la  génératrice  A  je  mène  un 
plan  parallèle  à  la  génératrice  B,  et  si  je  prends  son  inîer- 
sectiou  h  avec  la  circonférence  donnée,  le  plan  mené  par 
B  et  6  est  un  plan  diamétral;  de  même,  si  je  mène  par  B  un 
plan  parallèle  à  A,  et  si  je  prends  son  intersection  a  avec  la 
circonférence,  le  plan  mené  par  A  et  a  est  encore  un  plan 
diamétral;  donc  l'intersection  de  ces  deux  plans  est  un 
diamètre  qui  rencontre  A  et  B  ;  c'est  donc  un  diamètre 
réel.  Je  puis  donc  facilement  déterminer  le  centre;  soit  0 
ce  centre. 

Si,  par  le  centre  0,  je  mène  un  plan  parallèle  au  plan  du 
cercle,  ce  plan  contient  un  des  axes  de  la  surface.  Pour 
avoir  cet  axe,  je  prends  la  droite  qui  passe  par  les  centres 
et  je  la  projette  sur  le  plan  du  cercle  diamétral;  il  me  suflit 
dans  ce  plan  de  mener  une  perpendiculaire  à  la  projection 
précédente,  j'aurai  un  axe  en  grandeur  et  en  position. 

De   plus,  le  plan  qui  projette  la    droite    des  cenlres  des 
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deux  cercles  sur  le  plan  de  l'un  d'eux,  est  un  plan  principal; 
il  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  nous  con- 
naissons assez  d'éléments  pour  en  déterminer  facilement 
les  axes  en  grandeur  et  eu  position.  En  elTet  ce  plan  prin- 
cipal coupe  A.  en  un  point  m  et  si  nous  projetons  A  sur  ce 
plan,  la  projection  est  tangente  à  l'hyperbole  de  section; 
nous  connaissons  donc  un  premier  système  de  diamètres 
conjugués,  dont  l'un  est  connu  en  grandeur  et  position, 
l'autre  en  position  seulement  ;  de  même,  la  génératrice  B 
nous  donnera  un  second  système  de  diamètres  conjugués; 
et,  puisque  le  produit  des  segments  interceptés  sur  une 
tangente  par  un  système  de  diamètres  conjugués  est  égal 
au  carré  de  diamètre  parallèle  à  la  tangente,  nous  aurons 
facilement  les  asymptotes,  et  par  suite  les  axes. 

Enfin  nous  aurons  très  simplement  la  seconde  direction 
de  plans  circulaires,  en  prenant  le  second  plan  cyclique 
qui  passe  par  le  centre.  Il  sera  donc  extrêmement  facile  de 
mener  les  deux  plans  circulaires  qui  passent  par  un  point 
donné  de  la  surface. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

Concours  de  1879. 
Solution  par  M.  J.  Braun,  élève  du  L}cée  Charlemagne 


Étant  donné  un  tétraèdre  OABG,  défini  par  l'angle  trièdre  0, 
et  par  les  longueurs  4a,  4b,  4c,  des  arêtes  OA,  OB,  OC,  on 
joint  les  milieux  des  arêtes  opposées,  et  ces  trois  droites  se  coupent 
en  un  point  (a. 

4^  Démontrer  que  l'ellipsoide  qui  admet  ces  droites  pour  dia- 
mètres conjugués,  est  tangent  aux   six  arêtes  du  tétraèdre. 

2*^  Trouver  r équation  de  cet  ellipsoïde  et  de  l' hyper boloïde  engen- 
dré par  une  droite  s'appuijant  sur  les  trois  droites  X',  B  ,  G'  qui 
passent  par  les  milieux  de  OA,  OB,  OC,  et  sont  parallèles  à  OB, 
OC,  OA. 

(')  Aiijoiiril'luii  r-li'voù  l'École  polytechnique. 
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Trouver  rintersectimi  de.'i  deux  !^ur/'ace!i. 

3°  En  appelant  llKune  droite  s'appuyant  niirA.',  B'  el  G',  cette 
droite  rencontre  relHpsoide  en  deux  points  TL  et  K  par  chacun 
dei^quels  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  lançjent  à  relHp- 
soide en  l'autre  point. 

Démontrer  que  ces  plans  passent  par  le  centre  de  rellipso'ide,  et 
trouver  le  lieu  décrit  par  leur  intersection. 

SOLI'TION  ANALYTIQUE 

Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  o-/, 
coS,  wy,  qui  j)assent  par  les  milieux  de  OA,  OB,  OC  et  nous 
poserons  co7.  =  a,  oA  =  h' ,  toy  =  c .  (-es  longueurs  peuvent 
être  facilement  calculées  en  fonction  des  angles  AOB,  BOC, 
COA,  dont  nous  désignerons  les  cosinus  v.  À,  a  et  qui  défi- 
nissent le  Irièdre  0. 

Eu  effet  si  l'on  prend  un  instant  pour  axes  les  droites  OA, 
OE,  OC,  les  coordonnées  de  a  seront  {za,  0,  0),  celles  de  a', 
point  symétrique  de  a  par  rapport  h.  co:  (0,  26,  2c).  Par  suite  : 

-/-/'"     =  j[a-  =  40-  -f-  46*  -\-   4r-  -}-  2/.   26    2C 

—  2[J..    2C.    20.   —    2v.    2fl.    2h. 

OU  bien   a'^  =  a-  -f-  b-  -\-  c-  -\-  zlbc  —  zy.ca  —  2\ab, 
de  même  b'-  =  a^  -\-  b"^  -\-  c-  -[-  ?>j.ca  —  2vab  —  2X60 
et  c''^  =:  a-  -\-  b"^  -\-  c-  -{-  2vab  —  zlbc  —  2[j.ca. 

Ainsi  les  longueurs  a,  b  c' peuvent  être  considérées  comme 
données. 

Première  partie.  —  Cela  posé,  l'équation   de   Fellipsoïde, 
dans  le  système  d'axes  adopté  est  évidemment 
x'''     ,      ?/^      ,      z"- 

— +  ifr  +  — =■■  (1) 

Démontrons,  par  exemple,  qu'il  est  tangent  à  l'arête  BG. 
Cette  arête  est  définie  par  les  équations 

-—  +  -TT-  +  —r-  =  —  I  qui  représente  le  plan  ABC  J 
X     ,     y     ,     z  1*-' 

D'autre  part,  le  plan  tangent    à    l'ellipsoïde,  au  point  a' 
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X 


a 


dont  les  coordonnées  sont  ( —  a ,  0,  0)  a  pour  équation 
=  —  I,  et  si  l'on  retranche  les  deux  équations  (2),  on  trouve 

précisément  — r  =  —  i. 
a 

Le  plan  tangent  en  x  passe  donc  par  BG,  qui,  par  suite, 
est  tangent  à  l'ellipsoïde. 

Deuxième  partie.  —  L'hyperboloïde  a  évidemment  pour 
centre  le  point  w,  et  il  admet  comme  génératrices  les  trois 
droites  A'^,  B'i,  G'i  symétriques  de  A',  B',  G' par  rapport  au 
centre  w. 

Cela  posé,  soit 

Ace''  -f  Kif  +  A'z^  +  2B//3  +  2^'zx  -\-  2B'.rii  =  i 
l'équation  de  cethyperboloïde.  Coupons-le  parle  plan  desxy. 

La  section  doit  se  composer  des  deux  droites  B'  et  B\  qui 
ont  pour  équations  (dans  ce  plan  des  xij) 

a  h 

X  y   

a'  b' 
On  doit  donc  avoir 

l'ar  suite        A  =  — —,  A   =  --r-,  B   = -—  , 

a  -  b  -  a  b 

on  trouverait  de  même 

c  -  oc  ca 

L'équation  de  l'hyperboloïde  demandé  est  donc 

a-  b-  c-  b'c  de'  a'b' 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  l'intersection  des  surfaces 

(I)  et  (3).  On  peut  remplacer  pour  cela  (3)  par  la  combinaison 

(1  )  —  (3),  ce  qui  donne 

bc  ca  a  b 

C'est  un  cône  du  second  degré   ayant  pour  sommet  l'ori 
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gine  0),  et  admettant  pour  arêtes  les  droites  or/.,  c/^.  to-;  (axes 
des  coordonnées). 

Pour  achever  de  définir  géométriquement  ce  cône,  il  suffit 
de  connaître  les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  wa. 

Cherchons  par  exemple  le  plan  tangent  en  y.  (a,  o,  o)  ;  il 

y     I     -• 

a  pour  équation  -p-  -| ;-  =  o 

et  cette  équation  est  la  somme  des  équations  ('2).  Donc  le 
plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  -/w-/  n'est 
autre  que  le  plan  coBC, 

De  même  wGA.  et  wAB  sont  les  plans  tangents  le  long  des 
génératrices  f;œS'  et  ywy'. 

Revenons  maintenant  à  l'intersection  de  (1)  et  de  (4). 

Si  l'on  multiplie  (4)  par  2,  et  qu'on  y  ajoute  (1),  on  obtient 

^  +  X  +  ^y= , 

a  b  c   J 

(jui  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

a  b  c 

abc 

Ces  équations  sont  celles  des  deux  plans   aSy,  a'fi y'. 

L'intersection  cherchée  peut  donc  être  considérée  comme 
celle  du  cône  (4)  par  ces  deux  plans.  Le  plan  -xp'y'  coupe  le 
cône  suivant  une  ellipse  passant  par  a',  5.'^  y'  et  tangente  aux 
côtés  de  triangle  ABC;  le  plan  y.py  donne  une  ellipse  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  w. 

Finalement,  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  de  l'hjqDerbo- 
loïde  se  compose  de  deux  ellipses,  complètement  déter- 
minées. 

Troisième  partie.  —  On  peut  écrire  l'équalion  de  l'hyper- 
boloïde  (3)  sous  la  forme 


b  c'  J  0'  c' 
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-'-[ih-^. 

)' 

enfin                    '''    (  '''           ^^ 

2Z-  '' 

\ 

a     \  à             b' 

c      y 

; 

„ .  =('  +  ^-^X'- 

y 

b' 

^  -f)-  ' 

Écrivons  les  deux  équations 

,,   i:  =  -'{-+-f-i-) 

^     K-f-^-i^)= 

I  — 

-^+f 

Ces  équations  représentent  une  droite.  Si  l'on  élimine  le 
paramétre  variable  À  entre  elles,  on  obtient  l'équation  de 
l'hyperboloïde  (o).  La  droite  (6)  est  donc  une  des  généra- 
trices de  l'hyperboloïde  ;  d'autre  part  elle  n'appartient  pas 
au  système  des  trois  génératrices  A',  B',  C.  car  il  est  facile 
de  vérifier  qu'elle  rencontre  C,  par  exemple. 

Dès  lors  nous  pouvons  conclure  que  (6)  sont  les  équations 
générales  qui  représentent  les  droites  HK  de  l'énoncé. 

Pour  chercher  l'intersection  d'une  de  ces  droites  avec  l'el- 
lipsoïde, il  suffit  évidemment  de  prendre  son  intersection  par 
le  plan  aSy,  puis  par  le  plan  y.''p'y' . 

Pour  le'  plan  xSy,  on  a  à  résoudre  les  trois  équations 

—  —  /  —-4-  ;  —  —  / 
a'  '  b  '    r' 

0)  A   —  4-  (  r  _  2A)  -f4  -  (i    -  2À)  —  =  I 

a  b  c 

a  b  c 

Appliquant  à  ces  équations  la  règle  de  Cramer,  on  trouve 
pour  les  coordonnées  du  point  H.  les  valeurs 

J\  __    2a(à  +  i)      y^  _      I  —l-      ^  _    2À  (À  —   I  ) 

a  3'/:'  -I-   I    '   />■         3à^  +  I    '  c'  ~      3À^  -f  I       ^    ' 

En  remplaçant  la  dernière  des  équations  (7)  par  — r  4-  -f- 

a  b 

-\ r  :=  —  I   on  obtient  les  coordonnées  du  point  K 

c  ' 
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.r.,   _     2À  ( I  —  À)         if  _    —  2À  (À  4-  i)       z^  _  À'-—  1     ^. 

7,  ~     3  A^  +  I       '    //    ~         3A-^  +   I       '    e   ~  y/:'-{-i    ■    * 

Le  plan  tangent  au  point  H  ù  l'ellipsoïde  (1)  est  donc 

2X(k  +  i)^  +  (I  -r-)  y-  -f  2A  (X  -  i)-^  =  3À^-  +  I 

cl  le  plan  menu  par  K,  parallèlement  à  ce  plan  langenl,  sera 

^'''-  +  "  L?  -  iftttJ  +  ''  -  '■■>  [/-  +  -3F+r\ 

ou  bien  2X(À  +  i)  ^r    +  (i  —  à^)  tt  +  2a(à  —  i)  ^  =  o 
a  b  '    c 

De  même  le  plan   mené    par   H,  parallèlement    au    plan 

tangent  en  K,  sera 

^+.,(,.+   ,)f  +  (.-,)f=o. 

On  voit  que  ces  deux  plans  passent  bicîi  par  l'ûrigine. 
Pour  trouver  le  lieu  décrit  par  leur  inlerseclion.  il   suffît 
d'éliminer  A  entre  ces  deux  équations. 

Ordonnons-les  par  rapport  à  X;  elles  deviennent 

-(^  +  ^-i)  +  -(f-f)  +  f-'' 
-,(^  +  f-f)  +  -(f-f)  +  f=° 

L'application  d'une  règle  bien  connue  donne  alors  : 
L  c    \  a    ^     c'  //  /        h'  \  a'    ~^    h'  c')] 

^  Kf  -  fXf +J-f)-(7-70(f +f-7)] 

ou  bien 


[7C-  +  7)-Kf+f)T^_ 

~  L?"  W  ~  T'y  "  T'\17  ~  7/I 


—  oOi)  — 


X 

ou  encore 

ly 


:  Le'  \a        c  )        b'  \b'         n' J         b'c  a-  J 

a'   c  J  L\c  /  a    b  j 

"*"  [\7)  ~  7  t  J  Lt  )  ~t7\ 

+  [(7y-|f][(0-V7]=° 


ou 


a'  67    ~^  \6'  c'  )         a""  \a  b'  "^  a    c' 


b'^\à  b'  ^  b'  c  J  c'  \ac'  ^  b  c  J 
,  X-  y  z  ,  (/'"  ^  **  ,  -^  -'^  y 
'    a""   b'  C     '     b^  c  a     '    c  -  ii   6 

[il.  .   ^   I  i:^  f 

Làb'         b'c  c'a] 


kU ■'    ■    b'^       c'y  \a  b'       bc  c'a 

Cette  équaliou  se  décompose  en  deux  : 

X}/      ,       l/Z       ,       zx 

a  b         bc  c  a 

c'est  le  cône  (4)  ; 

js'*  y'^  z-  Xji  yz  :-  x   

a-        b'-        c"^         a'b  bc         c'a 

qui  peut  s'écrire 

5  —  }C\    i   (JL  _  I 

a  b'J    '^  \b'         c 

X  y  z 

ei  par  conséquent      — ^  =   -f^    =r  — ;-• 
a  0  c 

C'est  la  diagonale  du  parallélé[)ipèdc  construit  sur  or/,  (i)j3,(oy. 

En  jcsumé,  le  véritable  lieu  décrit  par  l'intersection  des 
plans  wH  et  wK  est  le  cône  du  second  degré,  qui  a  pour 
sommet  l'oiigine  et  pour  directrice  la  courbe  d'intersection 
de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyperboloïde. 


(7  -  f  ) 


—  510  — 

SOLUTION     GÉOMÉTRIQUE 

Première  partie.  —  Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
au  point  a'  est  parallèle  au  plan  [îyoj,  qui  est  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  la  direction  wy.'.  Or  BG  étant  parallèle 
à  fiy,  l'est  aussi  au  plan  ^yoj  ;  donc  BG  est  contenue  dans  le 
plan  taûgent  en  y.'  et  par  suite  elle  est  tangente  à  l'ellip- 
soïde. 

Même  démonstration  pour  les  cinq  autres  arêtes. 

Deuxième  partie.  —  Coupons  l'ellipsoïde  par  le  plan  ABG  ; 
la  section  est  une  ellipse  S,  passant  par  a',S',Y  ?  et  tangente 
à  BG,  GA  et  AB. 

Goupons  l'hyperboloïde  par  le  mémo  plan  sécant,  la  section 
sera  une  conique  -'  passant  par  y.',^',y'.  Gherchons  la  tan- 
gente en  ce.'. 

Pour  l'obtenir,  il  faut  considérer  le  plan  tangent  à  l'hyper- 
boloïde en  7.',  lequel  est  déterminé  par  la  génératiice  B', 
et  par  la  deuxième  génératrice  A',  qui  passent  par  a  ;  ce 
plan  tangent  n'est  donc  autre  que  OBG  ;  son  intersection 
avec  le  plan  sécant  est  BG,  et  par  suite  BG  est  la  tangente 
en  a'  à  la  conique  H'. 

Donc  S  coïncide  avec  S  ^  cette  conique  forme  une  pre- 
mière partie  de  l'intersection. 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  est  évidemment  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  to.  On  retrouve  le 
résultat  déjà  obtenu. 

Troisième  partie,  —  Gonsidérons  une  position  HK  de 
la  génératrice  mobile  ;  et  soient  R  et  K  les  traces  de  cette 
droite  sur  les  plans  apy  et  y.'p''{';je  dis  que  aH  et  y'K  sont 
parallèles.  En  effet,  HK  et  A'  déterminent  un  plan,  dont  les 
intersections  aH,  y'K  par  deux  plans  parallèles  xSy,  x'fi'y 
doivent  être  parallèles  entre  elles. 

Prenons  le  point  h  symétrique  de  H  par  rapport  a  m;  h  sera 
sur  l'ellipse  S,  et  y-h  sera  parallèle  à  a'H  ;  les  plans  tan- 
gents en  /i  et  H  sont  parallèles,  et  tout  plan  passant  par  K 
et  w  passe  aussi  en  h. 

En  résumé  la  question  proposée  revient  à  la  suivante  : 


—  oll   — 

Etant  donnés  trois  diamètres  conjugués  o)y.',  co^S ,  wy  d'un  ellip- 
soide,  dans  le  plan  a'f» y>  on  mène  deux  parallèles  y'fe,  oc'h; 
démontrer  que  le  plan  mené  par  chacun  des  points  h  et  k,  paral- 
lèlement au  plan  tangent  à  l' ellipsoïde  en  l'autre  point,  va  passer 
par  le  centre  w,  et  trouver  le  lieu  décrit  par  V  intersection  de 
ces  deux  plans. 

Menons  js'L  parallèle  à  y'k  et  y.'h,  et  considérons  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  x'k  et  sa  trace  tT  sur  le 
plan  de  l'ellipse  S. 

Il  est  clair  que  les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  en  a'  el 
en  h,  se  coupent  suivant  une  droite  TD'  située  dans  ce 
plan  diamétral:  et  TD'  sera  parallèle  à  la  trace  wD  du 
plan  o),3Y  sur  le  plan  diamétral  w^T.  Or  S'y'  et  KL  coupent 
tT  au  même  point  D  ;  la  droite  coD  parallèle  à  TD'  appartient 
donc  au  plan  wKL. 

Mais  a'^S'y'  est  un  triangle  de  surface  maxima  inscrit  dans 
i'ellipse  S,  car  la  tangente  en  -/  est  parallèle  à  f^'y',  etc. ..  De 
plus  surf.  ML  =  surf.  a'|5'y'. 

Donc  hkL  est  aussi  un  triangle  inscrit  de  surface  maxima, 
et  la  tangente  hT,  en  //,,  est  parallèle  à  KL. 

De  là  il  résulte  que  le  plan  mené  par  K  parallèlement  au 
plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  h,  n'est  autre  que  wKL;  de 
même  l'autre  plan  de  l'énoncé  est  co/<L.  Ces  deux  plans 
passent  bien  par  le  centre  m  de  l'eluDsoïde,  et  leur  inter- 
section coL  décrit  le  cône  du  seconrl  degré  ayant  pour 
sommet  w  et  pour  base  l'ellipse  S. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu  analytique- 
ment. 


QUESTION  3:21 

Solution  par  il.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  VI. 


Établir  pour  des  valeurs   enliéres  et  positives  de  p  et  de  n 
quel  que  soit  x,  l'identité 

{x—  l)  P  +  ^  ('^•ï'  4-  ^Px"^  -f  . .  .  -f  >iPx"] 


—  ol4 


les  coefficients  y.,  p  e/a/i^  indépendants  de  x  e/  donnés  par  les 


Ujalités 


f^i 


ni' 


fi^  =  (71—    l)/'—  G'^)  +  i?l/' 


p^  +  ,  =  («— /j)!'  —  G';,  +  i(n  —  p  +  i)i'+  . . .  +  (—  l)PCj;^^np. 

a,  =  (—  l)''  +  <   iP 

a^  =  (—  i)/'+i.  2P-\-(—  ï)l>  C^p  +  i  iP 

a3  =  (—  i)P  +  K    3P-\-i—    i)/'C'^,  +  i.  2i'  +  (—  l)/^-iC^^,  +  ,.  iP 

h>  =  (-  0'^+^  P'  +  +  (-  0'  ^f  Vi  ^'^ 

Pour  établir  cette  identité  développons  (x  —  i)l*+i  par  la 
formule  du  binôme,  il  vient 

(x  —  !>+'  =xP+^  +  G'  ,     xt>4-  G^  ,     xP'i 

-|_  (_  i)3C;î  ,     xi>-''  ...  +  (—  \)v  Cp  ,     X  +  (—  i)/'+i  G/'  +  i 

Puis  pour  mettre  en  évidence  les  coefiicienis  p.  il  suffit 
d'ordonner  les  deux  termes  du  produit  indiqué  dans  (l)par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  ,/;  et  d'effectuer  ce 
produit. 

xi>+\  —  G'  ,     xP-\-  C^  ,    xP-^  +  (—   I  )^  G-  ,     xi>--^  +  .  •  • 

ni'x'»+  (n— O^^a^-i  +  (n— 2)i^x"-2 -f  ...  -j-  2Px'^-}-  ip.x 


xP  x»+p  +  i  -|-  (n  —  i).7. 
_  pi  ,     ni' 


j^.n  +  1  _|_    (^   _   o)y< 


,^,1  +  2} -1  _^  ,  _   _|_  (n   —  pji' 

—  Gi+,(n  —  jj  4-  0'' 
+  C;>  +  ,(n  —  p  +  2)p 


+  (-  iyG;+,(n-i)P.a;»+P 
+  (-  ^y%  +  ,  nP 


ly'Gf 


IV' 


+  (—  I)'  L;;j  +  ,n/' 

La  loi  de  formation  des  coefficients  fi  est  évidente. 
Pour  un  coefficient  quelconque  f^i  ou  aura  lexpression 


—  M'S  — 

'■A  =  [n  —  i  —   i)/^  4-  (—  ly  CV+i(n  —  \)p 

+  (-  1)2  c>+,(u  —  ,4-  ,)/>  -f-  ...  -f-  (_  1)^-1  g;,:;;^^'. 

Pour  montrer  l'identitédes  coefficients  a  avec  ceux  énoncés 
ci-dessus,  ordonnons  en  sens  inverse  et  effectuons  le  produit 

(-  1)/'+'  g;+;  +  (-  i)v  CJ  + ,  .r  +  (-  i)p-^  cj+i  ^'^ 

-f-  . . .  +  (—  lY  G^y^  +  i  JCP-'  4-  (—  0'  C';,+  I  XP  4-  œ/'  + 
\P  X  4-  2/J^--  +  3/'.r''  + -f-  ('^  —  t);» œ" -  I  -f-  '*''  -c'" 

j    .:r  -\-   2P  { —   ly  +  i 

J  +!''(—     ly^^  +  l 

X»  4-  ...  (—  ï)p  +  ^  pp 

4-  (_  i)p(p  _  i)   C/,^^,,  ,r'^ 
4-(-i)i'-'(p- 2]y^  GJ-j 

La  loi  de  formation  des  quantités  a  est  aussi  évidente. 
Un  coetïicient  quelconque  a/  aura  pour  expression 

y  =jp(-  i).p  +  '  +  (./  -  !)/'(-  i)PG^;+, 
4-  (j-2U-  iV'-'  Gj-',  4-  •••  +  2^-  iV-^+'OP-i+^ 


QUESTIONS    D'EXAMEN 


I  P{— 

l)P  + 

'  c;;ii 

X 

+ 

3P{- 

l)P+ 

+ 

2P{- 

iVGj 

!+i 

+ 

IP(- 

i)/'-i 

Cf+I 

Étant  donné  un  point  G  ffo  /«  parabole  y-  =  2px,  o/j  abaisse 
de  ce  point  les  deux  7iorinales  GA  et  CB  autres  que  celle  qui 
passe  en  G;  on  demande  l'équation  de  la  corde  AB  qui  joint 
leurs  pieds. 

Cette  question  peut  être  résolue  par  Lien  des  méthodes 
différentes;  nous  indiquerons  le  procédé  suivant  qui  nous 
semble  le  plus  simple: 

a,  p  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan,  l'équation 
qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  abaissées 
de  ce  point  sur  la  parabole  est 

?7  '  —  2p//(7.  —  p)  —  2p-fj  =  o. 

Si  le  point  (-/,  ftij  est  svir  la  courbe,  celte  éi^uatiou  admet 
nécessairement  la  solution  y  =  ^-i  qui  correspond  à  la  nor- 
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maie  menée  au  point  lui-même,  et  par  conséquent,  en  divi- 
sant par  y  —  %  l'équation  qui  reste 

2/'  +  ^'J  +  2//  =  o 
établit  une  relation  entre  les  ordonnées  des  pieds  A  et  B 
des  deux  autres  normales  abaissées  du  point  considéré. 

Mais  entre  les  coordonnées  de  ces  pieds  on  a  aussi  l'équa- 
tion y^  —  2px  =  o. 

Toute  relation  déduite  de  la  combinaison  de  ces  deux 
équations  représentera  un  lieu  passant  par  les  points  A  et  B  ; 
or,  si  on  les  retranche  membre  à  membre,  il  vient  l'équation 

(nj  -f  2px  -\-  2p^  =  o 
qui,  étant  du  premier  degré,  représente  une  ligne  droite  ; 
cette  droite  passe  en  A  et  B;  elle  est  donc  la  corde  cherchée. 

Observons  qu'elle  ne  renferme  le  paramètre  qu'au  premier 
degré  ;  donc,  quand  le  point  C  se  déplace  sur  la  courbe,  la  corde 
AB  passe  par  un  point  fixe  dont  les  coordonnées  sont  j  =  o 
et  X  =  —  p,  c.-à-d.  par  le  point  qui  est  symétrique  du  commet 
par  rapport  à  la  directrice. 

L'application  de  la  même  méthode  conduit  à  la  démons- 
tration de  la  propriété  suivante  : 

Si  d'un  point  d'une  normale  à  la  parabole  on  abaisse  les 
deux  autres  normales  à  la  courbe,  la  corde  qui  joint  leurs  pieds 
conserve  une  direction  fixe  quand  le  point  parcourt  la  normale 
donnée. 

Soient,   en  effet,  {x'y')  le  pied  de  la  normale  fixe  consi- 
dérée, et  (-xp)  un  point  quelconque  de  cette  normale;  l'équa- 
tion y^  —  2py(y.  —  p)  —  2p'^^j  =  o 
doit  admettre  une  première  solution  //',  et  en  supprimant 
cette  solution,  il  reste  l'équation 

y'  +  yu'  +  y''  —  ^p-/  f  2p^  =  o 

qui,  combinée  avec  l'équation 

_(y2  =:r  opx 
de  la  parabole,  fournit  l'équation  de  la  corde  qui  joint  les 
pieds  des  deux  autres  normales. 
Cette  corde  a  donc  pour  équation 

-p^  +  yu'  +  ?/'"  —  -^py-  +  2/J-  =  o. 


—  olo  

Son  coefficient  angulaire  esL ^-,  leriuel  esl  constant 

y 

pour  une  valeur   donnée  de  y',  c.-à-d.   quand  la  première 
normale  est  fixe;  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  faut  observer  que  y'  et  x  satisfaisant  à  la  relation 
y"^  =  2px',\e  coefficient  angulaire  m  de  la  direction  fixe  peut 
s'écrire  sous  la  forme 

_    _        2p      _  _      //''' l/_ 

y  ^  y'  3i  ' 

Cette  forme  montre  que  la  direction  fixe  est  lu  symétrique  de 
la  direction  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  la  parabole  au 
pied  de  la  normale  fixe. 

Ce  résultat  peut  également  être  mis  en  évidence  par  un 
raisonnement  géométrique  très  simple. 


Autonr  d'un  point  quelconque  P  pris  dans  le  plan  d'une 
conique,  on  fait  tourner  une  sécante  PAB  ;  par  les  points  de 
rencontre  A  et  B  de  cette  sécante  avec  la  courbe,  on  mène  les 
normales  AM  et  BM  à  cette  courbe  ;  trouver  le  lieu  des  points 
de  rencontre  M  de  ces  normales. 

Cette  question  présente  de  réelles  difficultés  quand  on 
l'aborde  directement  pour  une  conique  quelconque  ;  voici 
un  procédé,  fondé  sur  la  considération  de  l'équation  en  À, 
au  moyen  duquel  elle  se  résout,  au  contraire,  assez  facile- 
ment, /'(x,  y)  =  o  (1) 
étant  l'équation  de  la  conique  en  coordonnées  rectangulaires, 
la  normale  en  un  point  (x,  y)  de  cette  courbe  a  pour  équation 
Y  —  y    _    X  — ce 

f  !/  f  -E 

Pour  que  cette  normale  passe  au  point  (a,  [i)  il    faut   que 

Ion  ait  ^    „,         =  j. .  (2) 

Les  équations  (Ij  et  (2),  considérées  simultanément  déter- 
minent les  coordonnées  des  pieds  des  normales  que  l'on 
peut  abaisser  sur  la  courbe  d'un  point  (a,  (i)  de  son  plan.  Ces 
points  sont  donc  à  l'intersection  de  la  conique  proposée  (1) 
et  de  la  courbe  représentée  par  (2),  laquelle  est  une  hyper- 


I(î  — 


bolc  cquilatère  passant  au  point  (a,  fi).  Les  coniques  (I)  et 
(2)  ont  trois  couples  de  sécantes  communes,  de  l'un  desquels 
la  droite  PAB  fait  partie  ;  si  donc  on  exprime  que  l'équation 
(3  _  y)  [',,  _  (a  —  a:)  f',j  4-  lf{x,  y)  =  o  (8)  est  un  sys- 
tème de  deux  droites,  c'est-à-dire  si  l'on  écrit  que  À  satisfait 
à  l'équation  en  X,  cy(À)  =  o  (4),  il  suffira  d'écrire  que  la 
courbe  (8)  passe  au  point  P{x\,,y„)  pour  que  le  point  (x,  f:i)soil 
l'intersection  de  deux  normales  menées  à  la  conique  (1)  par 
les  points  où  elle  est  coupée  par  la  sécante  PAB.  Éliminant 
alors  l  entre  les  deux  équations  {^-j  —  ^o)  f  x^,  —  ("^-  —  x^) 
j-  y^  _|-  X/'(a3o2/o)  =  o  et  cf,{X)  =  o,  on  aura  l'équation  du  lieu 
des  points  (a,  p).  Or  la  première  de  ces  équations  fournit  X 
par  une  relation  du  premier  degré  ;  donc  l'élimination  est 
loujours  facile. 

Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  nous  appliquerons  la  méthode 
au  cas,  souvent  demandé,  oii  le  point  fixe  P  est  un  foyer  de 
la  conique.  Soit  donc,  par  exemple,  l'ellipse 


^4.  Je 


(1) 


L'hyperbole  équilatère  qui  renferme  les  pieds  des  normales 
issues  d'un  point  (a,  p)  a  pour  équation 

c^xy  -\-  b'^px  —  a'^xy  =  o  (2j 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  rencontres 
des  courbes  (1)  et  (2)  est 

a' 


c'xy  -\-  b'px  —  ah.y  -f  àI  _-  -f 


i)  =  o.   (3) 


Pour  que  cette  équation    représente  un  système  de  deux 
droites,  il  faut  qu'on  ait 


>. 

c- 

6'^p 

0^ 

2 

2 

c- 

X 

a^'j. 

2 

6^ 

2 

b^P 

f/^y. 

, 

O, 


c'est-à-dire 

4X''  -[-  la-'b^a^a''  +6-fi-  —  C)  +  a'b'cHp  =  o      (A) 
En  vertu  de  cette  condition   (4),  l'équation  (3)  représente 
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un  s^^sième  de  deux  droites.  Pour  que  l'une  de  ces  droites 
passe  au  point  fixe  {x  =c,  y  =  o),  il  faut  que  l'équation  (3) 
soit  vériiiée  par  les  coordonnées  de  ce  point,  c'est-à-dire  que 

l'on  ait  b^'pc  -f- >^(-^  —  i^  =  o.  (S) 

Entre  les  équations  (4)  et  (o)  éliminant  1,  on  aura  entre 
a  et  P  l'équation  du  lieu. 

On  tire  de  (o)   a^b'^^c  -f  À(c^  —  a^)  =  o, 

d  ou  A  =  —H —  =  a^<^->c. 

b' 

Reportant  cette  valeur  de  l  dans  (4),  il  vient 

^a'p'c'  -\-  a^^c  .  a'b-{a^y}  -f  b^^j'  —  c')  +  a'b'c^xp  =  o. 

Remplaçant  a  par  x,  jâ  par  y,  et  réduisant,  il  reste 

^a^c^'y^  4-  à^a^'x^  -\-  bhf  —  c^)  +  ¥cx  =  o, 

équation  qui  peut  s'écrire  encore 

if{b'  -f  4a2c*)  4-  a^fe**"^  +  /;^ca3  —  b-c'  =  o 

/            b'^c  \  ■■>          ô'^^c^ 
ou  ijHb'  -\-  Acr-r^)  4-  b'^aHxA Y  = C^*  +  A-o'^c''). 

\  2a'-    /  4a*  I       -r 

En  posant  x  H =  x,   c'est-à-dire  en   transportanl 

2a'^ 

les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes  au  poinl 
de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse  est -,  l'équation  du  lien 


prend  la  forme 


y-         ,  x^ 


~{b'  -\-  4a-c-) 


4«^  4f/* 

qui  représente  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes 

V      1- ; br 

\¥  -f  4fl'c2   et  . 

la^  20 

Le  calcul  se  fait  absolument  de  la  même  manière  ])o\\v 
l'hyperbole  et  pour  la  parabole. 

On  comidére  toutes  les  paraboles  ayant  une  tangente  commune 
et  passant  par  deux  points  fixes  donnés  sur  ime  perpendiculaire 
il  cette  tanyente,  et  on  demande  le  lieu  de  leurs  foyers. 
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La  recherche  de  ce  lieu  est  un  exemple  de  l'avantage  qu'il 
y  a  souvent,  dans  les  questions  de  ce  genre,  à  employer 
l'équation  focale,  en  conduisant  convenablement  les  calculs. 
Les  méthodes  générales  ordinairement  usitées  pour  la  déter- 
mination des  lieux  de  foyers  (tangentes  isotropes,  identi- 
fication, soit  directe,  soit  par  la  considération  du  carré 
parfait,  etc.)  ne  réussissent  pas  dans  le  cas  où  il  s'agit, 
ou  conduisent  à  des  calculs  excessivement  laborieux. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  donnée,  et  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  qui  renferme  les  deux  points  fixes. 
Prenons  l'équation  focale  sous  la  forme 

[X  —  a)*  +  (y  —  W  =  (^  cos  9  -f-  2/  sin  o  —  pY 
l'excentricité    étant   égale    à  l'unité,   puisque   les    courbes 
considérées  sont  des  paraboles. 

L'axe  des  x  étant  tangent,  le  symétrique  du  foyer  par 
rapport  à  cette  droite  est  sur  la  directrice:  les  coordonnées 
de  ce  point  étant  a  et  —  S,  on  a  donc 

7.  cos  9  —  6  sin  o  —  p  =  o.  (1) 

L'équation  aux  y  des  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  l'axe  des  y  étant 

^•'  +  (2/  —  PY  =  {y  sin  9  —  pY 
ou      y-  cos^  9  —  2(/(S  —  p  sin  9)  -|-  %-  -f-  "  —  p^  =  o, 
si  l'on    désigne  par  b  et  //  les  ordonnées  des  deux  points 
fixes  donnés,  qui  sont  les  racines  de  cette  équation,  on  aura 

2(S  —  p  sin  o) 

^  ^    =h  J^  h',  (2) 

^   =bh-.  (3) 

cos''  9  ^ 

Entre  les  relations  (1),  (2)  et  (3),  éliminant/)  et  l'angle  9. 
on  aura  l'équation  du  lieu  des  foyers. 
Divisant  (2)  par  (3),  il  vient 

'  — Psino      ^    b  -f  b' 
-j}  +  i^^  —  p"-  2bb      '  ^  ' 

équation   qui  remplace,  par  exemple,  l'équation  (2). 

Remplaçant  p  dans  (4)  et  dans  (3)  par  sa  valeur  tirée  de 
(1).  il  vient 


cos^ 


—  ol9  — 

b  4-  b' 
^  —  sin  9  (a  cos  9  —  fi  sin  9)  =  — -rr, — (x  sin  94-^0059)'^ 

puis  (a  sin  9  -f-  S  cos  ç)^  =  6&'  cos'^  9, 

(a  sin  c  -4-  S  cos  o)- 

d'oii  -^ '-^ '-—  =  cos^  9. 

bb 

Donc 

.      X     ■     b  +  b' 
6  —  sin  o  (y.  cos  o  —  S  sm  c&)  :^  cos'  0. 

De  la   relation  (a  sin  9  +  p  cos  9)^  =  66'  cos^  9,  on  tire 
(en  prenant  le  signe  -j-) 

a  sin  9  -|-  (5  cos  9  =  cos  9  y  66' , 

d'où  y.  sin  9  =  cos  9  (k  66'    —  p), 

.  ,                         sin  9                cos  9 
ce  qui  donne  — =: 

y  66'  —  p  =^ 

L'autre  équation    peut  être  rendue  homogène  en  sin  9  et 
cos  9  en  l'écrivant  ainsi  : 

fi(sin^  9  -|-  cos'^  9)  —  a  sin  9  cos  9  +  ?  sin^  9  =  — — cos*  9 


a  sm  et)  cos  co  =  o. 


ou 

/            b  +  b'  \ 
2fi  sm'^   9  +  cos*  9  (fi ^^ j 

Eu  y  remplaçant  sin  9  et  cos  9  par  les  quantités  qui  leur 
sont  proportionnelles,  il  vient 

237  (/66~—  y)'  +  x^  Cy ^ \  —  x"  i^bb'  —y)=o 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  On  peut  l'écrire 

oy^  —  4y2  /66'    +  2J/66'  +  2xhj  —  œ*  ( — ^t (-/66'   j  =0 

En  posant  A-  =  66',  il  vient 
x^  foy ^t ii\  _|-  2//'  —  4(/2A-  4-  2/i-/y  =0, 

Posant  encore  — — \-  k  =0,  c'est-à-dire  (Y  b  -{-y  b'  )' 

2 

=  2a,  on  a 

aj2  (a  —  2//)  =  2i/  (//'  —  2/1)/  -f  A-*)  =  2y  (y  —  k)'^. 


d'où  .r  =  ±  (//  —  /■ 


'   a  —  2î/ 
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équation  facile  à  construire,    et  représentant  une  courbe  de 
la  forme  suivante  : 


En  prenant  le  signe  —  dans  la  relation 

(a  sin  cp  -|-  ^-j  cos  'j)^=  hh  cos^  cp 
et  faisant  le  même  calcul,  on  trouve  l'équaliou 

f[ui  représente  une  autre  courbe  analogue  à  la  précédente,  et 
qui  forme  avec  elle  le  lien  complet  des  foyers. 


Etant  donnée  l'équation  focale  des  coniques,  on  demande  de  dé- 
terminer en  fonctions  des  coe/ficients  de  cette  équation  les  lon- 
gueurs des  axes  de  la  conique  qu'elle  représente. 

a,  p,  étant  les  coordonnées  d'un  foyer  d'une  conique,  cl 
Ix  -f-  Wiy  -\-  n  =  o  l'équation  de  la  directrice  correspon- 
dante, par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  quelconques, 
l'équation  de  la    conique  est 

{X  —  a)^  +{y—  PY  =  (Ix  +  m.n  +  nV. 

L'excentricité  de  cette  conique  est  y /-  -|-  m'\  La  distance 
du  foyer  à  la  directrice  correspondante  est 

/-/  -|-  mp  +  /) 

V^'  +  '"' 

Supposons    qu'il  s'agisse   d'une  ellipse.   La    distance  du 
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loyer  à  la  directrice,  qui  est    comptée    sur  l'axe  focal,  est 

V    ''''"                ,        N    ,        ,     "■'  —  c"' 
eijrale  a c,  c  est-a-dire  u . 


On  a  donc  les  trois  relations  : —  =  6.  =:  o,  et 

(l  '  c 

a'^  —  b^  =z  c^,  en  désignant  par  e  l'excentricité  delà  courbe, 

et  par  3  la  distance  du  foyer  à  la  directrice  correspondante. 

On  en  tire 

,,  ,    a^  —  a'^e'^        ^      ,       ,    ,.       a  (i — e'^)  >     ,,  v 

c  =  a<?,  don =:o,  c  est-a-dire =  o,  don 

ae  e 

el 
a  = 


b'- 


1  —  e^ 
Par  suite        a^  —  6^  =  c-a-,  d'où  b-  =  a-  (i  —  e'^) 

~  (I  —e^y-   (^  —  ^)  —    I  _g2  • 
Donc  enfin 

(/^  +  7/1^)  [h.  +  m'^j  -\-  ny-         {h.  +  wf^  +  nV 


I  —  /■-  —  Dr  l'^  -j-  //(-  I  —   /'^  — m' 

e^o-  b^  (/a  -f-  '»/  -f-  '0" 


a 


(  I  —  e'^y         I  —  e^  (  I  —  l^  —  m- y 

(b.  4-  m'-i  -4-  7i.)'^  (l^  +  m^) 

et  c^  =  ■ — ■ — - — ■ -. 

{1  —  l^  —  m^y 

Si  l'on  prend  l'équaiion  de  la  conique  sous  la  forme 
(x  —  y.y  -f-  (y  —  py  =  ^'(^  cos  9  +  y  sin  9  —  p)-,  ces  for- 
mules deviennent 

o^(y.  cos  'j  4-  'i  sin  -:,  —  «)-  r^(a  cos  o  -|-  6  sin  o  —  '«)^ 

b-  =  — ^ ■ ■ — - — '■ —  a'^  = 7—^ — r-^ — 

I  —  e'^  (i   —  e^y 

^  e\%  cos  o  -\-  ^  sin  9  —  py 

^  ^  (i  —e^y  ' 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  notations  étant  les  mêmes 
({ue  précédemment,  les  formules  sont 


("—  I  Y  6'  —  I  e'  —  I 

Les  expressions  que  nous  venonsd'établir  sont  surtoututiles 
lorsque,  dans  une  question,    il    entre  comme  données   un 


foyer  ou  une  directrice,  en  même  temps  que  la  longueur  de 
l'un  des  axes  ou  la  distance  focale. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  lieu  des  commets  des  ellipses 
ayant  un  foyer,  un  point  et  le  petit  axe  (enlonr/ueur)  communs. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  le  foyer  au 
point  donné,  le  foyer  pour  origine,  et  pour  axe  des//,  la 
perpendiculaire  à  cette  droite.  Soit  d  l'abscisse  du  point 
donné. 

L'équalion  de  la  conxhe  ^si  x"^ -{- y"- =z  ilx -\.  my -\- nf .   (1^ 

Le  point  donné  étant  sur  la  courbe,  on  a  la  condition 

d'' =  {Id -\- nf-  (2) 

h  étant  la  longueur  donnée  du  petit  axe,  on   a,  par  la  for- 
mule établie  plus  haut, 

'-'  = T^-r-  <3. 

I  —  l^  —  m- 

Le.'-  sommets  de  l'axe  focal  sont  à  l'intersection  de  la  courbe 

avec  l'axe  focal,  lequel  est  la  perpendiculaire  abaissée   du 

foyer  sur  la  directrice,  et  dont  l'équation  est.  par  conséquent 

mx  —  ly  =  o.  (4  ) 

Si,  entre  les  équations  (I),  (2),  (3)  et  (4)  on  élimine  /,  w, 
n,  on  aura  l'équation  du  lieu. 

Le  calcul  se  fait  plus  commodément  en  employant  la 
forme         x"^  -}-  y*  =  e"-  {x  cos  ^  -\-  y  sin  o  —  p)"^. 

Les  équations  ('2),  (3)  et  (4)  deviennent  alors 

(/-  =  e^  id  cos  Ci  —  p)'^  ;  6^  ^^  — i .  -j.  gj^  ^  —  y  cos  es  =:  o 

On  en  tire 


d'^  \  d  cos  -j  —  p 

d^  (d  cos  o  —  pY 

et  —    r  .         r/ 


Eliminons  p  entre  ces  deux  équations.  On  a 
Vas*  -f-  î/-    X  cos  o  -\-  y  sin  o  —  p 


d  d  cos  (})  — p 

,,  ^                d  cos  ■j\^x^  4-  y^   —  d(x  cos  -j  4-  u  sin  9) 
d'où     p  =  '■ î—"^ ^  '-'— ^ — 

yJx'^  _|_   yi   _   d 
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Par  conséquent 
d-  d-(o  cos  o  -}-  X  cos  -^  +  y  sin  9)- 

'^'^       lj^{s/x''  +  if  —dp -\- [rf cos  (^^x^  + .'/"  —  ^K'^  cos  9  +  y  si u  9 )] 
ou 

6-(/x*  +  y'   —  df  +  f/'îcos  ç/j-  -[-  if  —  J3  cos  9  —  ?/  sin  ç-J 

=  6'^(f/  cos  0  -|-  ^  cos  9  -|-  /y  s  in  9)-. 

Rendons    cette  équation  homogène  en  sin  9  et  cos  9  en 

multipliant  le  premier  terme  par  sin  ^9    -|-  cos  ^9,     et  écri- 

1           .  •>         '        X-                ,    f           sin  9          cos  9 
vous  la  quatrième  équation  sous  la  lorme = : 

y  ^ 

l'éliminalion  s'achèvera  en  remplaçant  respectivement  sin  9 
et  cos  cp  par  y  et  x. 
Il  vient  alors 

è^(/a?2  +  y^  —   (/)-(sin^  9  -f  cos''  9)  -f 

</•'  cos  9(/.r'-  +  y- 

—  X  cos  9  —  //  sin  9; 

=  b-\d  cos  9  -}"  •''^^  cos  9  +  y  sin  9 y 
et  par  suite  l'équation  du  lieu  sera 

h'(\lx^  4-  y-'  —  dYix^  +  y')  -h  rfiœVdJ^   + //  —  ix'  +  //')i' 

b='-  \dx  +  œ'-  +  y'-\' 
Il  ne  reste  pins    qu'à  rendre   cette  équation  rationnelle, 
et  à  construire  la  courbe  qu'elle  représente.  On  peut  aussi, 
pour  cela,  passer  aux  coordonnées  polaires,  ce  qui  donne 

OU  b^ip  —  f/)'^  -|-  (/-.o2(i  —  COS  w)-  =  6-(c?  COS  (0  -}-  f)'^  ; 

c'est-a-dire 

f^2p2^j  —  çf)g  ^„y2 —  2bhL{i  -\-  cos  co)  -|-  b'^d'^  sin-  w  =  o 
ou         dp'^fi  —  cos  (i))2  —  26''pf  I  +  cos  co)  -\-  b'^d  sin^  o  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  construire  cette  courbe. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  ie  lieu  des  sommets 
réels  des  hyperboles  ayant  un  foyer  commun,  un  point 
commun  et  môme  lonarueur  de  l'axe  non  transverse. 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

389.  —  On  considère  un  cercle  A  et  un  diamètre  AB  de 
ce  cercle;  ayant  pris  sur  AB,  entre  les  points  A  et  B,  un 
point  fixe  G,  on  trace,  du  même  côté  du  diamètre,  deux 
droites  rencontrant  le  cercle  aux  points  D,  E.  On  suppose 
ces  droites  mobiles,  mais  à  chaque  instant  symétriques  par 
rapporta  la  perpendiculaire  CZ  au  diamètre  AB;  enfin  on 
mène  aux  points  D,E,  les  tangentes  au  cercle  A,  tangentes 
qui  se  rencontrent  au  point  F.  On  propose  de  démontrer  les 
propriétés  suivantes  de  la  figure  ainsi  formée  : 

1°  Le  quadrilatère  GDEF  est  inscriptible. 

■2°  Le  lieu  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère 
est  une  droite. 

3"  Le  lieu  décrit  par  le  point  F  est  une  droite. 

4°  La  droite  DE  passe  par  un  point  fixe. 

5°  Le  triangle  CDE  est  maximum  quand  il  est  rectangle. 

6'^  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  droites  AD. 
BE  est  une  droite. 

N.  B.  —  On  insérera ,  de  pré férence,  la  rédaction  qui.  à  la  >iolution 
demandée,  ajoutera  le  plus  de  remarques  intéressantes  sur  lu 
figure  qui  est  considérée  dans  cet  énoncé.       (DeLonchamps.) 

390.  —  Dans  un  parallélogramme  ABGD,  on  mène,  par 
un  sommet  A  une  sécante  qui  coupe  BG  en  E;  et  DG  en  F. 
Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante, 
on  a  BE  X  DF  =  const. 

391.  —  Galculer  les  éléments  d'un  trapèze  inscrit  dans 
un  cercle  connaissant  un  angle  et  la  surface. 

392.  —  Deux  cercles  étant  donnés,  et  w  étant  un  centre 
de  similitude  inverse,  une  droite  AG  tourne  autour  de  a);on 
mène  les  tangentes  en  A  et  G,  qui  ne  sont  pas  des  points 
homologues,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces 
tangentes. 

393.  —  On  considère  un  triangle  ABG,  et  sur  la  base  BC 
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de  ce  triangle,  on  prend  un  point  M;  par  ce  point  ou  fait 
passer  un  cercle  A  tangent  à  AB  au  point  B,  et  un  cercle 
A'  tangent  à  AC  au  point  C.  On  demande  de  démontrer  : 

1°  Que  si  le  point  M  est  le  point  de  contact  du  cercle  ins- 
crit au  triangle,  les  deux  cercles  A  et  A' ont  une  tangente 
commune  parallèle  à  BC  et  égale  à  la  moitié  de  BC; 

2°  Que  si  le  point  M  est  le  milieu  de  BC,  les  deux  cercles 
A  et  A'  sont  vus  du  point  A  sous  le  même  angle; 

3°  Que  si  le  point  M  est  le  symétrique  du  pied  de  la 
hauteur  par  rapport  au  milieu  de  BC,  la  ligne  des  centres 
est  parallèle  a  BC  ; 

4"  Que  si  le  point  M  est  le  symétrique  du  pied  de  la  bissec- 
trice par  rap])ort  au  milieu  de  BC^  les  deux  cercles  sontégaux. 

Etudiant  en  particulier  cette  dernière  figure,  on  fera  voir 
qu'elle  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

I.  Les  deux  cercles  A,  A'  se  coupent  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  BAC. 

II.  Les  deux  cercles  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  l'an- 
gle BAC. 

III.  Si  par  le  point  M  on  mène  des  cordes  parallèles  aux 
cotés  du  triangle,  savoir  :  dans  A  une  corde  parallèle  à  AC 
et  dans  A'  une  corde  parallèle  à  AB,  ces  cordes  sont  égales 
et  leur  longueur  commune  est  AC — AB. 

(G.  de  Longchamps.) 
Mathématiques  spéciales. 

394.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et 
deux  points  A,  B,  sur  cette  courbe.  La  tangente  en  A  rencontre 
l'axe  Ox-  en  un  point  x,  et  la  normale  en  A  rencontre  le 
même  axe  Ox  en  un  point  x'  ;  soient  de  môme  S,  p'  les  points 
analogues  relatifs  au  point  B  et  à  l'axe  Oy.  Démontrer  : 
1"  que  la  droite -/'i'  passe  par  le  point  de  rencontre  de  la 
parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  A  et  de  la  parallèle  à 
Ox  menée  par  le  point  B  ;  2"  que  la  droite  x'p'  est  perpen- 
diculaire sur  la  droite   aS.  (G.  L.) 

395.  —  Par  un  point  P  (x,^),  extérieur  à  une  ellipse,  on 
mène  les  deux  tangentes  PA  et  PB  à  cette  ellipse.  Par  le 
point  I,  intersection   des  normales  menées  en  A  et  B,  on 
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mène  les  deux  autres  normales  KJ  et  ID;  enfin,  aux  points 
C  et  D,  qui  sont  les  pieds  sur  la  courbe  de  ces  deux  der- 
nières normales,  on  mène  les  tangentes  CM,  DM,  qui  se  ren- 
contrent en  M.  On  demande  :  1°  d'exprimer  les  coordonnées 
du  point  M  en  fonction  de  celles  du  point  P;  2°  de  trouver 
l'équation  du  lieu  du  point  M  quand  le  point  P  se  déplace 
de  façon  que  les  premières  normales  A-I  et  BI  fassent  entre 
elles  un  angle  droit. 

396.  —  Étant  donnée  une  conique,  autour  d'un  point  fixe 
P  de  son  plan,  on  fait  tourner  une  sécante  PDD',  et  on  joint 
un  foyer  F  aux  points  D  et  D'  où  cette  droite  rencontre  la 
courbe.  Démontrer  que  l'on  a 

PFD  PFD' 

tg .  tg =  const. 

397.  —  Étant  donnés  trois  points  dans  un  plan,  on  consi- 
dère toutes  les  h^q^erboles  équilatères  passant  par  ces  trois 
points,  et  de  l'un  des  points  donnés  on  mène  des  perpen- 
diculaires sur  les  asymptotes  de  toutes  ces  hyperboles  ;  ou 
demande  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

398.  —  Étant  données  deux  paraboles  situées,  l'une  dans 
le  plan  des  zx,  l'autre  dans  le  plan  des  yz,  etayantdeux  points 
communs  situés  sur  oz,  on  demande  de  trouver  le  lieu  des 
centres  des  surfaces  du  second  degré  qui  contiennent  ces 
deux  paraboles.  Séparer  sur  ce  lieu  les  portions  qui  répondent 
aux  divers  genres  de  surfaces  qui  peuvent  contenir  les  deux 
paraboles  données. 

13IBLI0UKAPHIE 


Notions  sommaires  et  élémentaires  de  mécanique  rationnelle,  à  l'usage 
des  candidats  à  l'Lcoie  forestière,  à  l'Ecole  navale,  au  Baccalauréat  es 
sciences,  etc.,  par  M.  l»inet,  capitaine  d'artillerie,  inspecteur  des  études 
à  l  Ecole  polytechnique.  —  Paris,  librairie  Garnier  frères. 

Voici  donc  un  traité  élénientaire  de  mécanique  i[ui  couuuence  d'une  maiùèro 
logi(iue  !  La  première  partie  de  ce  petit  ouvrage  contient  l'étude  de  la  cinéma- 
tique, et,  sans  cependant  employer  le  calcul  infinitésimal,  arrive  à  nous  donner 
des  notions  précises  sur  la  manière  dont  oh  passe  de  l'espace  à  la  vitesse,  et 
inversement.   L'étude  des  mouvements  simultanés  amène  l'auteur  à  des  consi- 
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dérations  très  élémentaires  et  du  reste  fort  courtes  sur  le  mouvement  curvi' 
ligne  en  général,  et  sur  l'accélération  totale  et  ses  deux  composantes. 

Après  avoir  ainsi  étudié  le  mouvement  en  lui-même,  l'auteur  aborde  la 
statique,  faisant  dériver  la  composition  des  forces  instantanées,  les  seules  que 
l'on  considère  dans  cette  partie  du  cours,  de  la  composition  des  vitesses;  puis, 
après  avoir  étudié  les  moments  en  général,  il  s'occupe  du  principe  du  travail 
virtuel.  C'est  au  moyen  de  ce  principe,  si  fécond,  que  l'auteur  peut  présenter 
simplement  et  rigoureusement  les  conditions  d'é(iuilibre  dans  les  dilférents  cas 
utiles  à  considérer;  ce  principe  servira  plus  loin  à  l'auteur  pour  étudier  les 
conditions  d'équilibre  des  machines  simples.  Mais  avant  de  considérer  les 
machines,  M.  Pinet  s'est  occupé  de  la  détermination  de  l'équilibre  d'un  poly- 
gone funiculaire.  Enûn,  la  statique  est  terminée  par  l'étude  des  résistances 
passives. 

La  dynamique  contient  les  relations  entre  les  forces  et  leur  accélération  sur 
les  corps;  l'auteur. à  ce  sujet,  indique  rapidement  commenton  peutdélerminer 
les  équations  d'un  mouvement.  Puis,  après  avoir  défini  la  quantité  de  mouve- 
ment et  la  force  vive,  il  énonce  le  théorème  de  d'Alembert,  et  le  théorème 
général  des  forces  vives.  Enfin  l'ouvrage  se  termine  par  l'étude  du  travail,  par 
l'importante  question  de  la  transmission  du  travail  dans  les  machines,  et  par 
l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel. 

Nous  avons  tenu  à  donner  de  ce  petit  ouvrage  une  analyse  détaillée,  par 
suite  des  qualités  précieuses  qui  nous  ont  frappé  dans  ces  notions  sommaires; 
nous  croyons  pouvoir  assurer  que  ceux  de  nos  lecteurs  qui  voudront  bien  lire 
les  deux  cents  pages  dont  se  cjmpose  ce  livre,  trouveront  qu'il  ouvre  une 
nouvelle  voie  à  l'enseignement  de  la  mécanique  dans  les  classes  de  mathéma- 
tiques élémentaires,  et  que  cette  voie  nouvelle  contient  un  perfectionnement 
sérieux  dans  la  manière  de  présenter  cette  partie  du  j)rogramme.        A.  M. 

Traité  de  géométrie  descriptive.  —  Deuxième  partie  comprenant  les  cônes 
et  cylindres,  ta  sphère  et  les  surfaces  du  second  degré,  par  M.  JaTary.  — 
Paris,  librairie  Delagraie. 

Lors  de  l'apparition  de  la  preiuière  partie  de  cet  ouvrage  nous  avons  signalé 
les  qualités  remarquables  que  nous  y  avons  reconnues,  au  point  de  vue  de 
la  préparation  à  l'École  polytechnique.  Nous  avons  expi'imé  noire  pensée  en 
disant  que  l'ouvrage  de  M.  Javary  donnait  satisfaction  au  désir  exprimé  par 
M.  Mannheim  dans  la  préface  de  son  cours  de  l'école,  que  les  élèves  fussent 
bien  au  courant  des  éléments  de  la  science  ([u'ils  auront  à  étudier  à  fond  plus 
lard.  La  seconde  partie,  qui  parait  aujourd'hui,  vient  confirmer  notre  opinion. 
M.  Javary  ne  laisse  de  côté  aucun  détail,  ne  passe  à  côté  d'aucune  difhculté 
sans  la  signaler;  il  a  étudié  les  particularités  les  plus  intéressantes  que  présente 
chaijue  problème,  et  donne  même  l'étude  de  certaines  questions  importantes, 
sur  lesquelles  on  ne  fait  que  passer  dans  les  cours  en  général.  Nous  allons  le 
prouver  facilement  en  analysant  les  divers  chapitres  dont  .se  compose  l'ouvrage. 

La  seconde  partie  du  traité  s'ouvre  par  des  généralités  sur  les  coui'bes  et 
les  surfaces;  puis  l'auteur  étudie  les  plans  tangents  au  cône  et  au  cylindre, 
dans  les  dilférents  cas,  en  considérant  même  le  cas  où  l'on  a  deux  surfoces 
distinctes,  auxquelles  on  veut  mener  des  plans  tangents  communs,  ou  des  plans 
tangents  parallèles;  puis  il  passe  à  la  sphère,  à  ses  plans  tangents,  à  ses  sections 
planes  et  à  l'intersection  de  deux  .sphères.  —  Signalons,  en  passant,  un  cha- 
pitre intéressant,  où  l'on  considère  la  sphère  comme  surface  auxiliaire. 

Dans  un  autre  chapitre,  M.  Javary  considère  les  sections  planes  des  cônes  et 
des  cylindres,  et  les  développements  de   ces  surfaces;  l'auteur  discute  avec 
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beaucoup  de  détail  les  particularités  (juc  présente  la  transformée;  puis  il  con- 
sidère les  jjlans  diamétraux  du  cône  et  du  cylindre,  et  les  points  singuliers  à 
l'infini. 

Les  chapitres  suivants  contiennent  ce  qui  est  relatif  à  l'interseclion  de  deux 
cylindres,  de  deux  cônes,  d'un  cylindre  et  d'un  cône.  Les  divers  cas  pouvant 
donner  naissance  à  des  branches  infinies  sont  examinés,  et  accompagnés  non 
seulement  d'épurés,  mais  encore  de  figures  représentant  soit  ce  qui  reste  de 
l'un  des  corps  lorsque  l'autre  est  enlevé,  soit  le  solide  commun;  cette  partie  fort 
intéressante  sera  très  instructive  pour  les  élèves;  c'est  en  elfet  l'un  des  points 
qui  les  embarrassent  beaucoup  dans  les  examens. 

Dans  les  deux  cha])itres  suivants,  l'auteur  étudie  l'intersection  de  la  sphère 
avec  le  cône  ou  le  cylindre,  et  les  principales  propriétés  des  surfaces  de  révo- 
lution, ainsi  que  les  plans  tangents,  les  sections  planes,  et  même  les  inter.sec- 
tions  par  des  cônes  ou  des  cylindres. 

Dans  chacun  de  ces  chapitres,  on  trouve,  en  passant,  des  énoncés  de  pro- 
blèmes à  résoudre  qui  constituent  d'intéressants  exercices  et  permettront  aux 
élèves  de  voir  mieux  encore  en  cherchant  par  eux-mêmes,  ce  que  l'auteur  leur 
a  développé  précédemment. 

Mais  la  partie  la  plus  intéressante  de  l'ouvrage  est  celle  qui  termine  le 
volume,  et  dans  laquelle  M.  Javary  s'occupe  des  surfaces  du  second  ordra 
qu'elles  soient  de  révolution  ou  à  trois  axes  inégaux.  Son  étude  même  de 
l'hyperboloïde  de  révolution  et  du  paraboloïde  hyperbolique  est  plus  complète 
qu'on  ne  la  fait  habituellement.  Le  grand  charme  de  cette  partie,  à  laquelle 
M.  .Javary  a  donné  une  certaine  importance,  puisqu'il  lui  consacre  240  pages, 
est  que  les  élèves  studieux  pourront  comparer  ainsi,  pour  les  surfaces  du 
second  ordre  qui  font  partie  du  cours  de  géométrie  analytique,  les  démons- 
trations géométriques  à  celles  données  par  le  calcul,  et  que,  par  l'examen  des 
épures  (jui  accompagnent  le  texte,  ils  pourront  se  représenter  les  surfaces 
qu'ils  doivent  étudier,  ainsi  que  quelques-unes  des  courbes  que  peut  pré- 
senter leur  intersection  ;  car  l'ouvrage  est  tei-miné  précisément  par  une  étude 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  quelconques,  au  moins 
avec  des  dispositions  particulières. 

Nous  pouvons,  après  avoir  fait  connaître  ainsi  les  parties  abordées  par 
M.  Javary  dans  ce  nouvel  ouvrage,  qui  complète  son  cours  de  géométrie  des- 
criptive pour  l'École  polytechnique,  dire  que  l'impression  que  nous  avait  pro- 
duite le  i)remier  volume  n'a  pas  été  détruite,  loin  de  là;  nous  disions,  en  ter- 
minant l'analyse  de  cet'e  première  partie,  que  cet  ouvrage  prendrait,  dès  le 
début,  sa  place  pai-mi  les  très  bons  ouvrages  destinés  à  l'enseignement  scien- 
tifique; notre  opinion  n'est  nullement  modifiée,  et  nous  croyons  que  tout  can- 
didat à  l'École  polytechnique,  vraiment  désireux  d'acquérir  des  notions  solides 
sur  la  géométrie  descrii»tive,  et  sur  les  surfaces  du  second  degré,  devra  con- 
sulter l'ouvrage  complet  de  M.  Javary.  A.  M. 


Le  Rédacteur-Gérant. 
J.  KŒHLER. 


PARIS.  —  IMI'RIMERU;  i.H.MX,  20,  RUE  DEROERE,  PRES  DU  BOULEVARD  MONTMARTRE.  —21726-1. 


—  S29  — 
ÉTUDE   ÉLÉMENTAIRE 

SUR    LES   MAXLMA    ET    MIXIMA    DE    LA  FRACTION  DU    SECOND 

DEGRÉ 

Par  M.  Auff.  Morel. 


Les  notes  de  M.  Burat-Dubois  sur  les  maxirna  et  les  miui- 
ma  (*),  l'analyse  que  nous  avons  faite  de  ces  notes,  et  de 
récents  articles  de  M.  Bourget  sur  ce  travail  ont  ramené 
l'attention  sur  celte  intéressante  question,  el  nous  nous  pro- 
posons ici  de  présenter  l'étude  delà  variation  de  la  fraction 
du  second  degré  sous  une  forme  qui  nous  paraît  mettre  celle 
question  à  l'abri  de  toute  objection.  Ce  petit  article  est  rédi- 
gé après  un  entretien  que  nous  avons  eu,  à  ce  sujet,  avec 
M.  de  Longchamps  et  d'après  quelques  notes  qu'il  nous  a 
communiquées.  Nous  avons  aussi  consulté  avec  fruit  VA!-- 
çjèbre  de  M.  Lauvernay,  que  nous  citons  dans  cet  arlicle. 

1.  —  Nous  rappellerons  d'abord  la  définition  des  maxima  el 
des  minima,  et  nous  dirons,  avec  la  pluptart  des  auteurs; 
([u'une  fonction  y,  d'une  variable  indépendante  x,  passe 
par  un  maximum  y' ,  pour  la  valeur  a?  =  x'  de  cette  va- 
riable, si  y'  est  plus  grand  que  toutes  les  valeurs  de  ij  qui 
correspondent  aux  valeurs  de  la  variable  indépendante  com- 
prise entre  x  —  s  et  œ'  -|-  s,  s  pouvant  être  pris  aussi  petit 
que  l'on  voudra.  Cette  définition  ne  suppose  pas  que  y  soil 
fini;  mais  elle  exige  que  x  soit  fini;  nous  expliquerons 
tout  à  l'beure  comment  on  peut  considérer  un  maximum 
pour  une  valeur  infinie  de  x.  Cette  définition  suppose  aussi 
que  la  fonction  y  soit  bien  déterminée  dans  le  voisinage  de  x  , 
c'est-à-dire  que  aux  valeurs  de  x  choisies  dans  V intervalle  def. 

(*)  Note  sur  les  questions  de  maximum  et  de  minimum,  —  Ri'gle  pour  détei'- 

ax-  -\-  bx  +c 
miner  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction    ,  ,  ,  ^, — ; — ; .  Juillet  ixsi . 

a  x^  -\-bx  +  c 
Pau.  imprimerie  Vignancourt.  —  Réponse. 
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deua;  nombres  x'  —  z  et  x'  =  e,  corresponde  pour  y  une  valeur 
toujours  réelle,  et  unique,  du  moins  dans  le  voisinage  de  y . 
La  fraction  du  secou  l  degré  est  d'ailleurs  une  fraction 
bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Nous  supposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  les  élèves  ont 
été  habitués  à  la  représentation  des  fonctions  de  deux  va- 
riables par  la  méthode  des  coordonnées  rectangulaires,  qu'on 
leur  a  défini  la  fonction  entière,  et  démontré  le  principe  fon- 
damental :  si        z  =  A  -|-B  h  -|-  ...  -}-  Lh'", 

z  étant  une  fonction  entière  de  h.  A,  13,  ...  L  étant  des  cons- 
tantes, ou  des  variables  ayant  dans  tous  les  cas  une  limite  finie, 
celle  de  A  n'étant  pas  nulle,  pour  h  très  petit,  z  a  le  signe  de 
son  premier  tome  A. 

,  ax^  -f  603-1- c 

2.  —  ueia   pose,  soit  (/  =    —, -, — - — ; — r', 

^  ^  ax^-\-bx-f-  c   ' 

donnons  à  x  une  valeur  x  -\-  h  :  appelons  y  4-  k  la.  valeur 
correspondante  de  ;/,  nous  aurons  par  un  calcul  évident  (*): 

o.r^-^  20  .r  -f-  o"  -\-  h{cx  —  o) 

~  *  {a'x^  +  b'x  -\-  c)  [a'ix  4-  hf  -\- b'  {x  -f-  /?)  -f-c]  ' 
L'étude  de  la  variation,  celle  du  signe    de  k,  en  d'autres 
termes,   dépend    uniquem.ent   du  signe    du    numérateur,  le 
dénomioateur  étant,  comme   on    le   voit,  un  trinôme  du  se- 
cond degré  en  k,  et  le  terme  indépendant  de  h  étant 

(aV  -1-  b'x  -j-  c'y, 
c'est-à-dire  une  quantité  positive,  si  nous   supposons  que 
le  nombre  x  dont  il   va  être    question  n'est  pas  racine  de 
l'équation  a'x"-  -f-  b'x  -\-  c  =  o, 

cas  particulier  que  nous  considérerons  d'ailleurs  tout  à 
l'heure;  h  pouvant  être  supposé  positif,  le  signe  du  numé- 
rateur dépend  du  signe  de 

o.c2  —  20 X  -h  y  -f  h{lic  —  K), 
ou,  pour  /;  très  petit,  du  signe  du  trinôme 
T  =  8x*  —  20X  -f  S". 

3._j;!r^ Nous  poserons  ici 

A  =  0  -  IG    . 

[*)  Nous  posons  pour  abréger  rëcriturè  :  ô  =  (ib  —  ba':  6  =  ca'  —  ac'  ; 
^  =  6c'  —ci'.  lY.Alg.  Lauvernay.^  p.  281.}_ 
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et  nous  ferons  d'aborJ  remarquer  que  le  problème  qui  nous 
occupe  est  sans  objet  dans  Tbypolbèse  de  A  r-=  o  ;  eneffet, 
dans  ce  cas  particulier,  on  sait  que  les  deux  équations 
ax'^  -\-  bx  -\-  c  =  o 
ax"^  -\-  bx  -\-  c  =^  o 
ont  une  racine  comuiune  a,  et,  suppression  faite  du  facteur 
binôme  (x  —  a)  aux.  deux  termes,  on  obtient  la  fonction 
_      Aa-  +  B 
''  ~     Xx  +  13     ' 
on  sait,  et  il  est  ficile  de  le  yérilier,  que  cette  fonction  est 
toujours  croissante  ou  toujours  décroissanle  suivant  lesigne 
de  AB'  —  BA';  elle  serait  constante  si  Ton  avait  AB'  =BA'. 
Ainsi,  et  dans  tout  ce  qui  va  suivre,    il   est   bien   entendu 
que  A  n'es' pas  nul. 

On  doit  dune  distinguer,  dans  le  cas  général  (et  nous 
appelons  ainsi  celui  ou  S  n'est  pas  nul),  deux  cas  seule- 
ment. 

1°  A  <  o;  l'équation  T  =  o  a  ses  racines  imaginaires;  le 
trinôme  T  conserve  donc,  quel  que  soit  x,  le  signe  de  son 
premier  terme;  par  suite  k  conserve  toujours  le  même  signe 
et  la  fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens;  la  fonc- 
tion n'a  d:)uc  ni  maximum,  ni  minimum;  ou,  si  l'on  préfère, 
les  maxima  sont  imuginniies. 

2°  A  >  o;  l'équution  T  =  o  a  ses  racines  réelles,  dis- 
tinctes bt  limes;  y  admrt  un  maximum  et  un  minimum;  la 
valeur  corraspondante  de  ij  n'est  pas  infinie,  sauf  dans  un 
cas  particulier,  comme  nous  allons  l'indiquer. 

4.  —  Dans  l'hyp'ithése ^.  >  o,  il  y  a,  pour  des  valeurs  finies 
de  X,  vn  maximum  et  un  minimum;  les  valeurs  correspondantes 
dey  ne  sont  jamais  infinies  en  même  temps;  l'une  de  ces  râleurs 
tout  au  plasp'ul  être  infinie;  on  peut  dire  que  la  courbe  qui 
figure  la  fonction  donnée  présente  ci  l'infini  dans  la  direction 
Oy  un  point  maximum,  et  ce  cas  singulier  est  caractérisé  par 
refait  que  le  dénominateiiii  de  y  est  un  carré  parfait. 

En  effet,  pour  qu'une  des  racines  x  de  l'équation 

OX-  20  X  -f-    S"  =  O 

donne  pour  y  une  valeur  infinie,  il  est  nécessaire  que  le   dé- 
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Dominateur  de  y  s'annule  pour  cette  valeur  de  x:,  d'ailleurs, 
u  étant  une  fraction  non  simpliftable  (puisque  A  n'est  pas 
nul),  si  le  dénominateur  s'annule,  le  numérateur  ne  peut 
pas  s'annuler  en  même  temps,  et  la  condition  est  suffisante. 
Cherchons  donc  si  l'on  peut  avoir,  pour  une  même  valeur 
de  X,  ^x""  —  2l'x  +  o"  =  o 

dx"^  -f~  ^'^  -|-  c '  =  o 

Il  est  alors  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

(5c'  —  do'f  +  {Zh  +  2a'o  )(2o'c'  +  6'ô")  =  o 
ou,  par  une  transformation  très  simple,  qui  a  pour  but  de 
mettre  en  évidence  le  facteur  h''-  —  4a'c': 

(5'2  _  4fl'r')(55"  —  o'^)  +  {dû  +  h' ci  +  ciy  =  o. 

Il  est  du  reste  facile  de  voir  que  l'on  a  identiquement 
do"  -\-  h'o   -\-  f'o  =^  o  ; 
donc  la  relation  devient 

\[h"^  —  4«'c')  =  o 
et  puisque  A  n'est  pas  nul.  par  hypothèse,  on  a  enfin 

b"^  —  4fl'c'  =  o. 

Ainsi,  et  dans  le  cas  seulement  ou  le  dénominateur  de  ij 
est  carré  parfait,  il  y  a  un  point  maximum  à  l'infini  dans 
la  direction  Oy. 

Ajoutons  que  les  deux  points  maxima  ne  peuvent  pas 
être  tous  les  deux  à  la  fois  à  Tinfini  dans  la  direction  Oy  : 
car  il  faut  d'abord  que  le  dénominateur  de  ij  soit  carré  par- 
fait, et  ce  dénominateur  ne  peut  alors  s'annuler  que  pour 
une  seule  valeur  de  x;  il  faudrait  donc  que  les  raciu<^s  de 
l'équation  ox^  —  2Kx  -\-  o"=  o 

fussent  égales,  ce  qui  donne  comme  condition  o'^  —  ôo"=:o, 
ou  A  =  o  ;  et  nous  avons  rejeté,  une  fois  pour  toutes,  cette 
hypothèse. 

g.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  particulier  que  nous 

avons  réservé,  celui  où  8:=  o;  la  fonction  qu'il  faut  discuter 

alors  est  —  2ox  +  o"  —  hK, 

et  l'on  peut  observer  que  8'  est  différent  de  zéro;  autrement 

comme  on  a  A  =  o'*  —  oo  ", 

on  en  déduirait  A  =  o,  ce  qui,  encore  une    fois,    ne    peut 

être  admis. 
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C'est  ici  que  parait  se  manifester  la  divergence  d'opinion 
sur  la  manière  d'interpréter  ce  cas  narticulier  de  8  =  o. 

Certains  auteurs  (Lauverney.  p.  283;  Burat-Dabois,  bro- 
chure, p.  7)  veulent  qu'il  n'y  ail  qu'un  maximum  ou  un 
minimum;  d'autres  (Burat,  Algèbre,  p.  491;  Bourget,  Journ. 
Math.  1881. ,  p.  442)  veulent  qu'il  y  ait  un  maximum  et  un 
minimum.  M.  Burat-Dubois  donne  à  entendre  que  si  l'on 
admettait  le  minimum  pour  x  infiniment  grand,  il  y  aurait 
un  maximum  et  deux  minima;  car  il  est  impossible  d'ad- 
mettre, dit-il,  que  le  minimum  qui  correspond  àx  ^ —  oc 
soit  le  même  que  celui  qui  correspond  àx  =  -|-oo  . 
Nous  croyons  qu'il  y  a,  dans  cette  phrase,  une  interpréta- 
tion défectueuse  de  la  notion  des  valeurs  infinies  pour  x, 
de  même  que  nous  n'admettons  pas,  a  priori  que  x  =-|-oc 
et  X  =  —  30  représentent  le  même  point.  Nous  n'admettons 
pas  que  l'on  fasse  x  =  co  ;  mais  nous  faisons  tendre  x  vers  Vin  - 
fini,  et  par  suite  nous  ne  partageons  pas  l'avis  de  l'auteur, 
que  la  fonction  prenne  des  valeurs  différentes  pour  x  =  -)-  °° 
ou  pour  X  =: —  00  . 


y 


Pour  mieux  préciser   noire    pensée,  nous  allons  prendre 
une  fraction  numérique   dans    laquelle  8  soit  égal  à   zéro  ; 


—  n'ôi  — 

par  exemple  celle  considérée  par  M.  Bourgel  (Journ.  p.  442). 

œ*  —  5x  4-  6 

^~    x-^  —  5.x  +  4  ' 
ici,  on  a    évidemment  o  :=  o,  et  l'on  est  bien  dans  le  cas 
particulier  considéré. 

Écrivons  cette  relation  comme  il  suit  : 

x'iy  —  0  —  5x(y  —  i)  +  4/y  —  6  =  o,        (A) 
et  considérons  l'équation 

^'(y  —  I)  —  5a:(i/  —  6j  +  4//  —  6  =  o,         (B) 
dans  laquelle    h  est  très  voisin  de  i;  la  courbe  qui  corres- 
pond à  celte  équation  a  la  forme  ci-jointe  (fig.  1). 

Elle  coupe  la  droite  y  =z  i  en  un  seul    point,   donné  par 

l'expression  x  = 


5(1  -  b) 

et  si  b  est  plus  2:rand  que  i,  ce  point  est  à  droite  de  Oy. 

Nous    sommes   ici  dans  le    cas    général;  il   n'y  a  plus  ni 

difficulté  ni  divergence   dans  l'interp;  étal  ion  des  résultats; 

on  ne  peut  que    coustaler  la  présence  d'un  point  maximum 

entre  les  parallèles  a?  =  i,  ce  =  4,  et  d'un  point  minimum 

11                ,  .           ^            2 
pour  une  valeur  de  x  supérieure  a  — — -,  valeur  qui  est 

extrêmement  grande  et  dépasse  toute  limite  si  b  diminue  et 
tend  vers  1 . 

Si  l'on  suit  la  déformation  de  la  figure,  déformation  qui 
accompagne  cette  variation  de  b,  on  voit  que  le  point  mini- 
mum existe  toujours,  mais  qu'il  s'éloigne  à  l'infini  vers  la  droite. 
Si  l'on  supposait  6  <  t,  mais  croissant  et  se -rapprochant 
de  I,  on  aurait  une  conclusion  identique  ;  le  point  minimum 
:Serait  seulement  placé  très  loin  de  l'axe  des  y,  l'ordonnée  de 
ce  point  étant  très  voisine  de  i,  et  tendant  vers  i,  x  étant 
négatif,  mais  très  grand  en  valeur  absolue;  la  courbe  qui  corres- 
pond à  l'hypothèse  6  =  i  a  d'ailleurs  la  forme  suivante  (fig.  2), 
et  nous  croyons  conforme  à  l'esprit  mathématique  de  dire 

que  la  fonction  a  un  point  maximum  pour  x=^  —  et  un  point 

minimum  rejeté  à  l'infini  dans  les  deux  directions  ox  oa  ox',  ci 
volonté;  mais  nous  croyons,  quoique  n'admettant  pas  cette 
manière  de  voir,  qu'on  peut  dire  aussi,   comme  l'ont  avancé 
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certains  auteurs,  qu'il  n'y  a,  daus  ce  cas,  qu'uu  maximum 
C'est  ainsi  que,  si  l'on  considère  une  éqaalion  du  second 
degré  Xx^  -\-  Bx  -\-  G  =  o, 

si  l'on  suppose  A  =  o,  l'équation  n'admet  plus  qu'une  racine. 


f  K 


7 


parce  qu'eUe  se  réduit  à  Bx  -{-  G  =  o  ;  mais  si  l'on  suppoM^ 
A  différent  de  zéro,  mais  tendant  vers  zéro,  alors  l'équation 
a  toujours  deux  racines,  dont  l'une  tend  vers  Tinfini. 

G.  — Il  nous  reste  à  examiner  si  les  deux  points  limites 
peuvent  s'éloigner  l'un  et  l'autre  à  l'infini.  Et  d'abord, 
il  n'est  pas  possible,  nous  l'avons  fait  déjà  remarquer, 
qu'ils  soient  tous  les  deux  à  l'iufiui  dans  la  direction  Oy  ; 
ils  ne  peuvent  pas,  non  plus,  être  tous  les  deux  à  l'infini 
dans  la  direction  Ox,  car  l'équation 

OX"^  —  20  X  -\-o'  =  o  (1) 

ne  peut  avoir  deux  racines  infinies  que  si  l'on  a  simulta- 
nément 0  =  o,  3'  =  o,  d'où  l'on  tire  A  rr=  o,  ce  qui  n'est 
pas,  par  hypothèse. 

Une  seule  question  peut  donc  se  poser:  Est-il  possible  que 
les  deux  points  maximum  et  minimum  s'éloignent  l'un  et  l'autre 
à  l'infini,  l'un  dans  la  direction  Ox,  l'autre  dans  la  direc- 
tion Oy  ? 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  que  l'on  ait  0  =  0,  et,  puisque 
0  n'est  pas  nul,  on  lire  de  l'équation   (1) 
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Il  faut  et  il  suffit  que  cette  valeur  finie  de  x  donne  pour  y 
une  valeur  infinie,  c'est-à-dire  que  le  nombre  x  =  —^  soit 

20 

racine  de  l'équation 

a'x^  -\-  b'x  -{-  c  =  o. 

On  peut  observer  ici  que  la  relation  identique 

a'o"  -\~  fe'â"  -f-  c'ô  =  o 

devient  en  supposant  o  =:  o 

a'o"  -)-  h'o  =  o. 

h' 
Donc  00  =^  — r, 

2G 

OU  2ax'  -(-  6'  ^  o. 

Mais,  puisque  l'on  a 

a'x'^  -\-  b'x'  -f-  c  =  o, 
on  en  tire  b''^  —  4a'c  =  o. 

Donc  il  est  nécessaire  et  suffisant    que  le  dénominateur 
soit  carré  parfait. 

D'après    cela,  tous   les  exemples   numériques   correspon- 

ax^  -4-  bx  -\-  c 

dant  à  la  forme         ii  =  — ; , — z-!-, — 

(2ax  -\-  b)- 

oli  a.  h,  c  sont  quelconques,  mais  a  est  différent  de  zéro, 
donneront  cette  singularité  d'un  point  maximum  ou  mini- 
mum à  l'infini  vers  Ox,  et  d'un  autre  à  l'infini  vers  Oy. 
l']n  résumé,  étant  donnée  la    fraction  du  second  degré 

ax^  -\-  hx  4-  c 

Il  =    . 

■'  a  x"^  -j-  b'x  -j-  c 

on  calcule  les  trois  nombres 

3  =  ab'  —  ba', 

A  =  (ac  —  ca')^  —  (ab'  —  ba'){bc  —  cb'), 

K  =  b'^  —  4.a'c'  ; 
si  le  nombre  A  est  nul,  on  est  averti  que  la  fraction  don- 
née est  simplifiable  ;   si   au    contraire  A   n'est  pas  nul,   le 
tableau  suivant  indique  les  différents  cas   qui  pourront  se 
présenter  : 

r"-,r,   ^A    '     1  l  A  >    o     Les    deux    points  limites  sont    à 

Las  gênerai  \  ' 

5  <  {  distance  finie. 

0  V,  o  i 

I  A    <   o     II  n'y  a  pas  de  point  limite  réel. 
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K  <    o     Lu  des  points  esta  distance  finie, 
l'autre  à  l'iufiai     dans  la  direc- 
Cas  particulier   I  lion  O.r. 

0  =  0  ^  K  =  o     Les    deux    points    limites    sont    à 

l'infini  ;    l'un  dans   la   direction 
Ox,  l'autre  daus  la  direction  Oy. 

En  résumé:  il  y  a  toujours,  dans  le  sens  algébrique  de  ce 

mot,  deux   points    maxima    ou    mininia    dans    la    fonction 

flx^  4-  hx  4-  c        .  ,, 

y  =    —, — -. — — r,  SI  Ion  veut  convenir  que  ces  points 

•^  ax^  -\-  bx-\-c  ^ 

sont  réels,    imaginaires  ou  rejetés  à  l'infini  dans  les  difîé- 

rents  cas  que  nous  venons  de  définir. 


THEOREME  DE  GEOMETRIE  (* 

Par  M.  liaurens.  professeur  honoraire. 


Soit  un  tn'anr/Ie  ABC,  coupé  par  la  transversale  A'B'G".  On 
prend  sur  les  trois  côtés  des  points  y.,  a';  p,  p';  y,  y  tels    que 
C'Y  =  C'y'*  =  C'A   .  C"B 
By  =  B"p'^  =  B"A  .  B"C 
A'a^  =  A"a'^  =  A"B  .  A'X; 
on  obtient  six  points  qui  sont  trois  à  trois  en    ligne   droite,    et 
trois  Cl  trois  tels  qu'en    les  joignant  aux  sommets   opposés   du 
triangle  les  trois  droites  concourent  au  même  point. 

En  efTet,  si  C,  B",  A"  sont  les  milieux  des  segments  dont 

les  extrémités  divisent  harmoniquement  ACi,  BC,    AC,    on 

Ay^  Ay'*  C'A 

saitquelona        —   =—^  =  -^; 


de  même 


'Y 
X^^  AP;^  B"A 


cp-'        C'i'^        B\; 

Ba''  Ba"^  A'B 


Ga^-  C-/'^  A"G 


(*)  Théorème  proposé  par  M.  d  .  de  Longchanips  (Voir  le  ./oMrrta/.  page  436J. 
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Concevons  trois  circonférences  ayant  pour  centres  A,  B, 
C  et  dont  les  rayons  R,  R',  R"  soient  tels  que 
R^^    _    C'A  R'2   _    A"B 

R'^    "~    (/R     '       ~R^  ~~    A"C  ' 
La  transversale  A''B"C"  donnant 

C'A        A'B  B'A 


on  aura 


U'B    '    A'C  B"(J 

R'-  B'A 


R  ^^  B'C 

Alors,  les  points  y  et  y'  divisant  AB  dans  le  rapport 


"A 


■p 

ou  -rr^-,  sont  les  centres  de  similitude  des  deux  cercles  R  et 
R 

R';  de  même  p  et  fi',  y  et  y'  sont  les  centres  de  similitude  des 

cercles  R'  et  R',  R  et  R'. 

Or.  on  sait  que  les  six  centres  de  similitude  de  trois  cercles 

pris  deux  à  deux,  sont  trois  à  trois  tels    que  les  droites  qui 

joignent  ces  points  aux  centres  opposés  concourent  au  même 

point,  et  aussi  trois  à  trois  en  ligne  droite,  ce    qui  démontre 

le  théorème. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-GYR  1881 


Une  balle  de  sureau  de  poids  P,  suspendue  par  lui  îil  au  point  fixe  A,  est 
repoussée  par  une  boule  0  éleclrisée  [)lacée  sur  la  verti  aledu  point  A;  elle  est 
en  équilibre  lorsque  le  fil  fait  un  angle  a  avec  la  verlicale;  on  demande  l'in- 
tensité de  la  force  de  répulsion  sachant  que  cette  force  varie  en  raison  invcise 
du  carré  de  la  distance. 

—  On  fait  monter  un  corps  pesant  500  kilog.  le  long  d'un  plan  incliné  de  oO" 
à  l'aide  d'une  corde  qui  s'enroule  sur  une  pjulie  dont  le  ravon  est  de  20  centi- 
mètres et  qui  est  mise  en  mouvement  par  une  manivelle  dont  la  longueur  est 
de  l^.ôO.  (Juelie  est  la  force  qu'il  faut  appliquer  au  bras  de  la  manivelle  pour 
HKiintenirle  corps  en  équilibre? 

—  On  doine  les  projections  de  deux  droites  qui  se  coupent,  et  les  projections 
d'un  point  quelconque.  On  demande  la  symé;ri(iue  île  ce  point  par  rapport  au 
plan  des  deux  droites,  sans  construire  les  traces  du  plan. 

—  Construire  la  longueur  donnée  par  la  formule 

_  a-\l  3 
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—  Multii)lier  (cos  a -{-  ij  —  i  sin  n)  par  (eos  b  +  \l  —  i  sin  6);  indi- 
quer le  résultat  reni.irquabie  que  l'on  obtient. 

—  Tirer  une  relation  géomelrique  connue  de  la  relation 

I  =  fos-  A  +  cos-  B  +  cos-  C  +  2  cos  A  cos  B  cos  C. 

—  Rendre  logarithmique  l'expression 

I  +  sin  a  +  cos  a. 

—  Dans  quelle  direelion  doii-on  lancer  un  corps  ayant  une  vitesse  donnée 
pour  qu  il  touche  le  plan  hoiizontal  dans  le  même  temps  que  s'il  tombait  libre- 
ment suivant  la  veriiede  ? 

—  Quelle  est  la  direction  que  i)rend  un  corps  qui  ne  peut  se  mouvoir  que 
dans  le  plan  vertical  du  tableau  et  qui  est  sollicité  par  une  force  située  dans 
un  plan  vertical  luisant  un  angle  a  avec  le  plan  du  tableau,  cette  force  étant  in- 
clinée d'un  corps  [3  sur  le  plan  horizontal?' 

—  Une  barre  cylindrique  de  S'^'pesant  150  kilog,  s'appuie  aux  points  0  et  M. 
En  un  point  C  distant  de  80  ceît.  de  M.  on  applique  une  force  de  200  kilogr. 
Quelles  sont  les  pressions  en  G  et  il  ? 

—  Construire  un  triang'e  rectangle  connaissant  l'hypoténuse  et  la  dilférenee 
des  côtés  de  l'angle  droit.  On  demande  de  trouver  directement  la  somme  des 
côtés  de  l'angle  droit. 

—  On  donne  une  demi-circonférence;  à  l'extrémité  A  du  diamètre  on  mène 
la  tangente  AT,  et  on  demande  île  mener  par  l'autre  extiémilé  une  sécante  BCT, 
telle  que  la  partie  extérieure  CT  ait  une  longueur  donnée. 

—  Démontrer  que  si,  dans  un  triangle,  on  a 

S  =  /)(/)—  a) 
le  triangle  est  rectangle. 

—  Construire  un  carré,  connaissant  la  difl'érence  entre  la  diagonale  et  le 
côté. 

—  On  donne  une  corde  AB,  et  du  milieu  C  de  l'arc  AB.  on  mène  une  sécante 
CDE.  rencontrant  la  corde  en  D,  et  la  circonférence  en  E.  Démontrer  que  le 
produit  CD  CE  est  coast  inl. 

—  On  donne  un  demi-cercle,  on  mène  les  tangentes  aux  deux  extrémités  du 
diamètre,  et  on  demande  de  construire  géométriquement  une  troisième  tan- 
gente telle  que  la  surface  du  triangle  déterminé  soit  égale  à  celle  d'un  carré 
donné. 

—  On  donne  dans  un  corde  0  une  corde  Cxe  AB.  et  un  diamètre  CD,  qui 
coupe  la  corde  au  point  E.  Le  diamètre  CD  tournant  autour  du  centre  0,  on 
veut  savoir  si  le  reciangle  CE  ^  ED  a  un  maximum  et  un  minimum. 

—  Démontrer  que,  dans  un  parallélépipède  circonscrit  à  une  sphère,  chaque 
arête  est  dans  un  rapport  con  tant  avec  le  sinus  de  l'angle  formé  parles  deux 
autres. 

—  Trouver  l'expression  logarithmique  de  la  somme 

sin  a  +  sin  [a  +  li]  +  sin  [a  +  2/;)  +  sin  (a  -f  3//)  -j-  . . .  +  sia  («  -f  nk). 

^/ i  (3 

—  Simplifier  l'expression     ■ ■ . 

—  En  un  point  d'une  ellipse,  on  applique  deux  forces  représentées  en 
grandeur  et  en  direc.ion  p  r  les  rayons  vecteurs  de  ce  point;  trouver  les  con- 
ditions pour  que  le  point  .soit  en  équilibre. 

—  A  l'un  des  sommets  d'un  tétraèdre,  on  ai)pliquc  trois  forces  représentées 
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en  grandeur  et  en  direction  par  les  trois  arèlss  issues  de  ce  sommet.  Montrer 
que  la  résultante  passe  par  un  point  remarquable  du  tétraèdre,  et  trouver  s:i 
valeur. 

—  On  projette  un  point  A  de  l'espace  sur  une  droite  BC.  mobile  autour  du 
point  B  dans  le  plm  MN;  on  demande  le  lieu  des  points  D,  ainsi  obtenus. 

—  Etant  donné  un  triangle  .VBC,  le  transformer  en  un  triangle  isoscèle  équi- 
valent ayant  son  angle  au  sommet  commun  avec  le  précédent. 

—  Le  triangle  ABC  étant  rectangle,  et  AD  étant  perpendiculaire  sur  l'hypo- 
ténuse, on  demande  de  calculer  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
.VBC,  ADC,  ADB,  et  de  trouver  une  relation  entre  ces  rayons. 

—  Quelles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coellicients  d'une 
équation  bicarrée  pour  que  les  racines  i)uis.sent  être  mises  sous  la  forme  d'une 
somme  de  deux  radicaux  simples? 

—  0:1  mène  deux  tangentes  communes  à  deux  cercles  qui  se  touchent  exté- 
rieurement; connaissant  les  rayons  R  et  R'  des  deux  cercles,  calculer  Tangle  a 
sous  lequel  se  coupent  les  tangentes. 

—  Résoudre  l'équation 

V    X  —  I  X  —  I 

—  Résoudre  le  système 

x^  +  y'=  a;      x  +  y=  l. 
Entre  quelles  limites  doivent  être  renfermés  a  et  6  pour  que  le  problème  soit 
possible? 

—  Entre  quelles  limites  peut  varier  x  pour  que  l'on  ait 

ax  —  b 

~ TT    >   O. 

ax  —  h 
sin  a  ,. ,   . 

—  On  a  =  m  ;  en  déduire  tg  «  . 

.sin  (p  —  «)  '  "  " 

—  Soit  R  le  rayon  d'une  sphère  inscrite  dans  un  cône  droit  dont  l'angle  an 
sommet  est  2a;  évaluer  le  volume  du  cône  en  fonction  deR  et  de  2a. 

—  Deux  nombres  A  et  B,  dont  l'un  .1  est  plus  grand  que  B,  sont  divisés 
successivement  par  leur  différence  A  —  B.  Démontrer  que  les  restes  des  deux 
divisions  sont  égaux  et  que  les  quotients  difTèrent  d'une  unité. 

x~  x~ 

—  Résoudre \-  — =  i. 

X-  —  I  X-  —  9 

—  Trouver  tous  les  diviseurs  communs  à  trois  nombres. 

I 


Vérifier  l'égalité  cos    27. 


I  -t-  tga  tg  2a 


Ig  X 
Trouve-r  la  valeur  de  - — ,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 


Vérifier  l'égalité 


I  -1-  cos  2a  I  -h  cos  irt 
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NOTE 

SUR    LA  CLASSIFICATION    DES    PERMUTATIONS    DE    71    OBJETS 
Par  M.   d.  Boiiraret. 


Dans  une  note  que  contient  l'année  1871  des  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  j'ai  douné  le  moyen  de  classer  les 
permutations  de  ?i  objets,  en  adoptant  le  système  habituel- 
lement suivi  pour  les  former.  J'en  ai  tiré  la  solution  de 
diverses  questions  intéressantes  sur  les  dérangements.  En 
réfléchissant  de  nouveau  à  cette  question,  j'ai  été  conduit 
à  un  autre  mode  de  classification  absolument  difTérent  du 
premier,  que  je  me  propose  d'exposer  dans  cette  nouvelle 
note. 

i.  —  Pour  fixer  les  idées,  je  me  bornerai  à  considérer  six 
objets  que  je  désignerai  par  les  chilTres  : 
I,  2,  3,  4,  5,  6. 

Le  prem/er  arrangement  d'où  l'on  part  est  formé  par  la 
juxtaposition  de  ces  objets  par  numéros  croissants. 

Si  on  suppose  faites  toutes  les  permutations  de  ces  six 
objets,  elles  peuvent  se  diviser  en  six  groupes  ; 

Le  premier  renfermant  toutes  les  permutations  commen- 
çant par  I  ; 

Le  second,  les  permutations  commençant  par  2;  etc. 

Le  sixième,  les  permutations  commençant  par  6. 

A  la  suite  du  premier  objet  se  trouvent  les  cinq  objets 
restants  dans  un  certain  ordre,  donc  il  y  a  autant  de  résultats 
dans  chaque  groupe  qu'il  y  a  de  permutations  de  cinq 
objets,  donc  :  P^  =  P^  .  6  ; 

et  généralement  P»  =  P»  —  1  .   n  ; 

d'où  l'on  déduit,  comme  on  sait, 

P„  =  I  .  2  .   3 n 

et  en  particulier  : 
P,  =  I,  P,  =  2,  P3  =  6,-p,=  24,  P,  =  120,  P<.  =  720. 

Considérons  l'un  des  groupes  des  permutations  de  six 
objets;  enlevons  le  premier  objet  de  chaque  permutation,  il 
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restera  la   série  des   permutations  des  cinq  ohjpls  restants. 
On  peut  classer  aussi  ces  permutations  en  cinq  groupes: 

Le  premier  renfermant  les  permutations  qui  commencent 
par  le  premier  des  cinq  objets  reslauts  classés  par  numéros 
croissants  ; 

Le  second,  les  permutations  qui  commencent  parle  second 
objet,  etc.; 

Le  cinquième,  les  permutations  qui  commencent  par  le 
dernier  objet. 

Considérons  l'un  quelconque  de  ces  groupes  ;  enlevons 
le  premier  objet  de  chacune  des  permutalions  de  cinq  objets 
qu'il  contient;  il  restera  la  série  des  permulalions  des  quatre 
objets  restants,  qu'on  peut  classer  d'une  manière  analogue. 

En  continuant  ainsi  nous  arriverons  aux  permutalions  de 
trois  objets,  par  exemple  2,  4,  6,  qu'on  peut  classer  en  trois 
groupes  par  le  premier  objet,  de  la  manière  suivante  : 
246         426         024 
264         462         642 

Notre  analyse  classe  les  permutalions  en  môme  temps 
qu'elle  donne  le  moyen  de  les  former  régulièrement.  Pour 
nous  en  convaincre,  formons  suivant  celte  méthode  toutes 
les  permutations  de  quatre  objets.  Ces  permutations  se 
divi>ent  en  quatre  groupes  contenus  dans  le  tableau  sui- 
vant :  1234     2134     3124    4123 


1243 

2143 

3142 

4132 

i324 

23i4 

3214 

421 3 

1342 

2341 

3241 

423  I 

1423 

2413 

3412 

43  12 

1432 

2431 

3421 

4321 

Nous  pouvons  maintenant  résoudre  divers  problèmes  : 

2.  —  Problème  L  — Trouver  une  permit  ta  lion  de  ranjdonnép. 

,1<*  Chaque  groupe  des  permutations  de  six  objets  contient 
autant  de  termes  qu'il  y  a  de  permutations  do  cinq  objets, 
c'est-à-dire  120;  donc  si  nous  divisons  p  par  120,  ce  qui 
donnera  ç,  =  \2oq  -\-  r,  (1) 

nous  en  conclurons  que  la  permutilion  demandée  est  dans 
le  19  +  0*^  groupe,  donc  elle  commence  par  le  (ç  -f-  O^'chiiire 


—  S48  — 

de  la  suite  (r,  2,  3,  4,  5,  6).  D'un  autre  côté,  puisque  r  est 
le  reste  de  la  division,  la  permutation  demandée  est  la  (r)' 
du  groupe,  en  d'autres  termes,  elle  correspond  à  la  {rf  per- 
mutation des  cinq  éléments  qui  restent  quand  on  enlève  le 
premier  élément  de  chacune  des  permutations  de  ce  groupe. 
Toutefois,  pour  que  cette  formule  soit  générale,  il  est  à 
remarquer  que  r  ne  doit  jamais  être  nul.  Dans  le  cas  où  il 
devrait  être  nul,  ou  la  division  se  ferait  exactement,  on 
diminuera  le  quotient  d'une  unité,  et  l'on  posera 

p  =   ï2oq  -j-   120; 
la  permutation  demandée  fera  toujours  partie  du  [q  -j-i)' 
groupe  et  sera  la  dernière  du  groupe. 

Ainsi  le  quotient  q  sera  Tun  des  nombres  (o,  i,  2,  3,  4,  5), 
et  le  reste  r  l'un  des  nombres  (i,  2  ...   120). 

Nous  sommes  ramenés  maintenant  à  trouver  la  /'''permu- 
tation de  cinq  objets, 

2"  Posons  semblablement  à  ce  qui  a  été  fait  ci-dessus  : 
r  =  249'  +  /•',         ^  (2) 

q'  étant  l'un  des  nombres  (o,  i,  2,  3,  4),  r  l'un  des  nombres 
(1,2...  24). 

Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  vient  d'être 
développé,  nous  dirons  que  la  permutation  demandée  appar- 
tient au  groupe  (9'  -\-  i);  que,  par  suite,  elle  commence 
par  le  (q  -\-  i)'  des  cinq  objets  considérés  classés  par  nu- 
méros croissants.  Nous  voyons  aussi  qu'elle  est  la  ir')'^  de 
ce  groupe. 

Mais  si,  de  chaque  permutation  de  ce  groupe  nous  enlevons 
le  premier  objet  que  nous  connaissons,  il  nous  reste  la  série 
(les  permutations  des  quatre  objets  restants.  Nous  sommes 
ramenés  à  trouver  la  (r'f  perniutation  de  cette  série. 

3°  Posons  r'  =  6q"  -{-  r"  (S) 

q"  étant  l'un  des  nombres  (o,  i,  2,  3j  et  r  l'un  des  nombres 
(i,  2,  3,  4,  5.  6).  Celte  égalité  nous  apprend  que  la  permula- 
tion  cherchée  appartient  au  groupe  (r/"-}- i)  ;  que,  par  suite, 
elle  commence  par  le  (q"  -\-  i  )"  des  qiiatre  objets  considérés. 
Elle  nous  montre  en  outre  qu'elle  est  la  (;•")"  du  gr'oupe. 

Mais  si,  de  chaque  permutation  de  ce  groupe,  nous  enle- 
vons le  premier  objet,  il  nous  reste  la  série  des  trois  objets 
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restants  el  il  s'agit  de    délerminer    la   (r'^.   Nous    sommes 
ramenés  à  déterminer  la  {r"f  permutation  de    trois  objets. 
4»  Nous  poserons,  en  faisant  la  division  de  r"  par  2  : 

r"  =  2   .   q'"  +  /•■"  (4) 

q"  étant  l'un  des  nombres  (o,  i,  2)  et  /•"  et  l'un  des  nombres 
(i,  2).  Cette  égalité  nous  montre  que  la  permutation  deman- 
dée est  du  groupe  {q"  +  i),  que  par  suite  elle  commence  par 
le  (q"  -\-  ly  des  trois  objets  permutés.  Elle  nous  montre  en 
outre  qu'elle  est  la  (r'")"    du  groupe  auquel  elle  appartient. 

Mais  si,  de  chaque  permutation  de  ce  groupe,  nous  enle- 
vons le  premier  objet,  il  nous  reste  la  série  des  permutations 
des  deux  objets  restants.  Il  s'agit  de  trouver  la  (?'")«  .  Nous 
Toilà  ramené  à  la  recherche  de  la  (/'")"  des  permutations  de 
deux  objets. 
0°  Posons  enfin 

r"  =  I    .  fy""+  (/■"•'  =1)  ^  (5)   ^ 

q""  étant  l'un  des  nombres  (o,  i)  et  ?•""  étant  i.  Cette  égalité 
nous  fera  connaître  que  le  premier  élément  de  la  jDermuta- 
tiou  cherchée  est  le  {q""  -\-  lY  des  deux  éléments  considérés. 
Le  dernier  élément  s'ensuivra. 

On  Toit  ainsi  qu'après  avoir  établi  les  égalités  (1),  {'2),  (3), 
(4),  (o),  par  suite  après  avoir  déterminé  les  quotients  (q,  q', 
q',  q",  q""),  les  nombres 

(9+    0,      (q'+i),      (9-1-1),      (9"'+    I),      iq""  -\-   I) 
feront  connaître  les  objets  successifs  qui  composent  la  per- 
mutation de  rang  p: 
(g  -|-   i)      donnera  le  premier  objet  à  prendre  dans  la  suite 

(i,  2,  3,  4,  5,  6); 
{q   -{-  i)     indiquera  que  le  deuxième  objet  sera  le  (q  -h  ij  de 
la     série    obtenue    en   barrant   dans   la    suite 
(i,  2,  3,  4,  5,  6)  le  premier  objet  pris; 
(?■*  "h   0     indiquera  que  le  Iroisième  objet  sera  le  (q"  -j-  i)« 
de  la  série    obtenue   en  barrant  dans  la  suite 
(i,  2,  3,4,  5,  6)  les  deux  premiers  objets  pris; 
{(/'  +   0    indiquera  que  le  quatrième  objet  sera  le  (q"'  -\-  lY 
de  la   série   obtenue   en  barrant  dans  la  suite 
(1,  2,  3,  4,  5,  6)  les  trois  premiers  objets  pris; 
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(c]""  -f   0   indiquera  que  le  cinquième  objet  sera  le  («jr"" -f-  i)'- 
de  la  série  obtenue   en  barrant  dans  la  suite 
(i,  2,  3,  4,  5,  6)  les  quatre  premiers  objets  pris. 
Le  dernier  objet  restant  terminera   la  permutation. 
On  voit  ainsi  qu'une  permutation  est  déterminée  aussitôt 
que  les  quotients  (q,  q,  q  ,  q",  q")  sont  déterminés,   et   ces 
quotients  ne  dépendent  que  de  p. 

EXEMPLE 

Soit  à  déterminer  la  638^  permutation: 
Nous  avons  dans  ce  cas  ; 

638  =  120  .   5  -j-  38 

38  =    24  .    I  -j-  H 

14  =       6   ,   2  -f~     2 

2  =      2   .  o  -|-     2 

2  =      I    .   I  4-     I 

Les  q  ^-\-  I  seront  ici  successivement: 

6,  2,  3,   I,  2 
Le  premier  élément  de  la  638^  permutation  est  6; 
Le  second  est  le  deuxième  terme  delà  série  (i,  2,  3,  4,  5) 
ou  2; 
Le  troisième  est  le  troisième  terme  de  la  série  (r,  3,  4,  5) 

ou    4; 

Le  quatrième  est  le  premier  terme  de  la  série  (r,  3,  5)  ou  i  ; 
Le  cinquième  est  le    deuxième   terme  de  la  série  (3,  5) 
ou  5  : 
Le  sixième  est  3. 

Donc  la  permutation  demandée  est  ; 

624153 

;L  —  Problèmk  2.  —   Trouver  le   rang  d'une    permutalton 
donnée. 


►e  la  série  des  égalités  : 

p      =:I20. 

q    +   r 

r    =24. 

q    +  r 

r    =  6  . 

q    +  r 

r  =  2   . 

q-^r^ 

r    =    I    . 

v'"-f  I 
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JS 


q 

H-  I 

fï 

+  T 

9" 

+  I 

f 

4-  I 

9" 

'+  I 
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nous  tirons 

p  =  120  g  -|-  24  f/  4-  6  q"  -\-  2  q"  +  g""  +   i .    (6) 
Or  quand  on  coanait  une  permutalion,  on  détermine  faci- 
lement     q  -{-  i,  q  -\-   i,  q"  -\-  i,  q"  +  i,  q""  +  i, 
par  suite  q,  q',   q",  q"',  q""  ; 

donc  aussi  facilement  p  par  la  relation  (6). 

'EXEMPLE 

Soit  à  déterminer  le  rang  de  la  permutation  526431. 
On  trouve  sans  peine  en  se  reportant  aux  opérations  du 
premier  problème: 

=  5  d'où  q     =4 

=  4         q"  =  3 

=  3  q"  =  2 

=  2  q""  =   I 

donc 

p  =  120  .4-[-24.2-j-6-3-j-2.2+    1+1=^  55a 

4.  —  Problème  3.  —  Trouver  le  nombre  des  dérangemenl.-i 
d  une  permutation  donnée. 

En  plaçant  au  premier  rang  l'élément  q  -\~  i  de  la  série 
(i,  2,  3,  4,  5,  6),  on  produit  g  dérangements;  c'est  facile  à 
voir. 

En  plaçant  au  premier  rang  des  objets  restants  le  (q  -{-  1  )% 
on  produit  de  nouveau  q'  dérangements. 

En  plaçant  au  premier  rang  des  objets  restants,  après  la 
suppression  des  deux  premiers  objets,  le  (q"  -f-  0*^»  on  pro- 
duit encore  q"  dérangements,  etc. 

Donc  le  nombre  des  dérangements  d'une  permutation  sera 
^  =  q+q'+q"  +Cf^q"". 

Le  maximum  du  nombre  des  dérangements  sera  pour  /; 
-objets  : 

/  \    1    /  \    \  1  I  n  {n  —  i) 

(rt  _  i)  -I-  (n  —  2)  +  . . .   +  2  +  I  = .      ■ 

On  pourrait  se  poser  diverses  questions  analogues  à  celles 
que  nous  avons  traitées  dans  notre  premier  article. 

5.  —  Remarque.  —  Une  question  fort  intéressante   et  qui 


parait  simple  au  premier  abord  est  celle-ci  :  Trouver  le 
rang  des  divers  éléments  d'une  permutation  déterminée  par  les 
quotients  (q,  q',  q",  q",  q"").  Je  n'ai  pas  pu  la  résoudre  et  je 
la  soumets  à  l'atteution  du  lecteur.  La  première  classifica- 
tion que  j'ai  donnée  en  1871  ne  se  prête  pas  non  plus  à  la 
solution  de  cette  question. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  adressée  par  M.  liaurens,  professeur   honoraire, 
à  M.  de   Longchamps. 

En  vous  envoyant  une  solution  du  théorème  que  vous  avez 

énoncé    dans    le  jounid    [page  436),  je  vous  soumes    une    question    plus 
générale. 

Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  rencontrent  deux  droites  quelconques, 
MP,  NR,  on  a  sur  chaque  côté  quatre  points.  Si  l'on  détermine  les  points 
OL,  a'  qui  diiiscnt  harmoniqucment  les  segments  BC,  PR  ;  [3  et  p'.  divisant 
harmoniciuement  AC,  QS,  et  y,  if',  divisant  harmoniquemcnt  AB,  MN,  on  a 
six  points  trois  à  trois  en  ligne  droite,  et  trois  à  trois  tels  qu'en  les  joignant 
aux  sommeis  opposes,  les  trois  droites  concourent  au  même  point. 

La  dénionstralion  est  fondée  sur  le  même  principe  que  la  précédente;  elle 
exige  seulement  que  Ton  prouve  d'abord  que  les  milieux  des  distances  oa'.  pp', 
TfY   sont  en  ligne  droite. 

En  étudi.int  les  remarques  que  M.  Kœhler  a  ajoutées  à  votre  travail,  j'ai 
rencontré  ce  théorème,  qui  a  une  grande  analogie  avec  le  précédent. 

Si  l'on  joint  les  trois  sommeis  d'an  triangle  ABC  à  deux  points  m,  n  quel- 
conques, ces  poi  ts  étant  pris  de  telle  sorte  que  h  s  angles  formés  n'empiètent 
pas  sur  les  angles  du  triangle,  on  obtient  trois  faisceaux  de  quatre  droites  ; 
les  rayons  doubles  des  trois  faisceaux  en  involalion  sont  au  nombre  de  six; 
quatre  d'entre  elles  forment  un  quadrilatère  ;  les  autres  sont  les  diagonales  de 
ce  quadrilatère.  On  sait  d'ailleurs  que  les  six  points  de  rencontre  des  droites 
passant  par  m  et  n  avec  les  côtés  du  triangle  sont  sur  une  conique,  et  que 
les  six  droites  passant  par  ces  points  forment  un  hexagone  circonscrit  à  une 
conique. 

Voudriez-vous  me  permettre  d'ajouter  un  mot  relativement  à  votre  élégante 
solution?  Ayant  déterminé  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  points  A 
et  B  de  votre  ligure,  ou  simplement,  la  direction  ox  de  l'axe  de  la  parabole, 
ainsi  que  les  points  de  contact  UD',  on  complète  aisément  la  solution,  en  abais- 
sant de  D  une  perpendiitulaire  sur  le  diamètre,  et  déterminant  le  point  de  la 
parabole  situé  sur  cette  droite,  ce  qui  est  très  facile;  le  milieu  de  celte  ligne 
donne  l'axe,  et  à  cause  des  tangentes  connues,  on  a  le  sommet. 

En  étudiant  votre  solution,  j'ai  remarqué  que  le  pôle  de  AB  était  sur  la 
droite  qui  joint  D  au  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  AB,etaussi 
sur  la  droite  qui  joint  D'  au  conjugué  h.irmonique  de  M'  par  rapport  à  AB  ; 
mais  cetie  remarque  na  aucun   avantage  graphique  pour  déterminer  dans  la 
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parabole  le  pôle  do  AB  ;  votre  cunsti-uction  foudée  sur  la  propriété  de  la  sous- 
tangente  est  préférable.  

Extrait  d'lne  lettre  de  M.  liemoine. 

La  question  375  du  Journal  de  Mathématiques  a  un  petit  historique,  que 
voici:  c'est  la  question  97  des  Nouvelles  Annales  de  malliéinatiqties  (1"  série, 
tome  IV,  l«4.j)  proposée  par  Prouhel  : 

Couper  un  triangle  par  une  transversale  de  manière  que  trois  segments 
yion  consécutifs  soient  égaux. 

Le  tome  VI,  page  398,  en  contient  une  solution  (jui  e=!t  fausse. 

Le  tome  VII,  page  4i4,  donne  une  note  rectificative,  très  peu  claire,  qui  me 
l)arait  fausse  aussi  ;  la  question  en  est  restée  là,  à  ma  connais.sance;  en  tous 
cas,  je  ne  crois  pas  qu'il  y  ait  eu  de  solution  géométrique. 

Voici  une  construction  simple  : 

1.  Il  y  a  toujours  douze  droites  distinctes  répondant  à  la  question. 

2.  Six  d'entre  elles  coupent  deux  des  côtés  entre  les  sommets;  les  six  autres 
ne  coupent  aucun  des  côtés  entre  les  sommets. 

;'.  Les  points  où  ces  droites  coupent  lei  côtés  sont  deux  à  deux  symétriques 
par  rapport  f.ux  milieux  de  ces  côtés.  Il  suit  delà  que  les  douze  séries  de 
trois  segments  égaux  intercei)tés  par  ce?  droites  ne  donnent  lieu,  pour  les 
segments  égaux,  qu'à  six  longueurs  différentes  au  lieu  de  douze;  car  chaque 
couple  formé  par  deux  droites,  coupant  les  côtés  en  des  points  symétriques  pai" 
rapport  an  milieu  de  ces  côtés,  donne  des  segments  de  longueurs  égales. 

Cela  posé,  soient: 

ABC  un  triangle; 

II  le  point  où  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  \C  coupe  la  bissectrice 
de  l'angle  CAB  ; 

Iv  le  point  où  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  CB  coupe  la  bissectrice 
extérieure  de  l  angle  BCA; 

l.c  segment  capable  de  Vangle  —  décrit  sur  HIv  rencontre   AC  en   deux 

points  M  et  N  (M  situé  entre  A  et  C,  N  à  l'extérieur)  qui  appartiennent 
chacun  à  l'une  des  douze  droites  cherchés  [*]. 

On  construit  alors  immédiatement  deux  de  ces  droites,  et  deux  autres  cou- 
pant les  côtes  AC  aux  points  symétriques  des  précédents  par  rapport  au  milieu 
de  AC. 

Deux  constructions  analogues  appliquées  respectivement  aux  angles  B  et  A 
et  aux  angles  C  et  B  donnent  les  huit  autres   droites. 

Remarque  I.  —  La  ligne  K.C  coupe  le  segment  capible  décrit  sur  HK  et 
contenant  M  et  N  en  un  point  J  tel  que  si  l'on  prend  le  point  I  de  rencontre  de 
KJ  et  de  AC,  on  a  CI  =  CB. 

Remarque  II.  —  Le  cercle  qui  passe  par  H,  K,  et  par  le  centre  du  cercle 
ex-inscrit  tangent  au  côté  B  et  G  est  le  svmétrique,  par  rapport  à  .\.K  du 
cercle  HK.NJM. 


M.  Burat-Dubois    nous  adresse   une   brochure   qu'il    vient  de  publier   en 
réponse  à  l'article  de  M.  Bourget  paru  dans  le  numéro  d'octobre  (p.  442)  ; 

(*;  Nous  invitons  nos  lecteurs  à  nous  démontrer  cette  construction  intéressante. 
(Note  de  la  rédaction.) 
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dans  celte  brochure,  que  l'impartialité  nous  t'ait  uu  devoir  de  signaler,  l'autour 
combat  la  convention  faite  par  M.  Bourget,  que  a;  =:  -|-  oo  et  a;  =: — oo  repré- 
sentent le  même  poi  it,  conventioa  qui  sert  de  base  à  l'article  que  nous  avons 
inséré,  et  qui  amène  M.  Bourget  à  dire  qu'il  a  toujours  un  maximum  et  un 
minimum,  en  admettant  l'existence  d'un  point  maximum  ou  minimum  à  l'infini  ; 
nous  aurions  analysé  avec  plus  de  détails  la  brochure  que  nous  venons  de  rece- 
voir, si  nous  n'avions  publié,  dans  le  numéro  actuel,  un  article  qui,  nous  l'espé- 
rons, terminera  cette  querelle,  en  indiquant  d'où  provient  la  divergence  dans 
les  résultats.  Il  n'y  a.  à  notre  avis,  dans  tout  ceci  qu'une  contradiclion  apparente, 
contradiction  preiant  sa  source  dans  une  difficulté  de  forme  dont  nous 
devons  dire  un  mot,  qui  n'est  d'ailleurs  que  l'expression  d'idées  généralement 
admises. 

Si,  dans  une  équation  du  second  degré 

ax^  +  bx  -{-  c  =  o, 
on  suppose  que  h  n'est  pas  seul,  et  si  l'on  fait  brutalement,  pour  ainsi  dire, 
a  =  o,  l'équation  lombn  brusquement  au  premier  degré,  et  nous  croyons  con- 
traire à  l'esprit  mathématique  de  dire  qu'une  équation  du  premier  degré 
bx  +  c  ^  o  a  une  racine  finie  et  une  autre  infinie.  On  ne  tarderait  pas 
à  tomber  dans  les  contradictions  les  plus  singulières.  C'est  ainsi  que  M.  Lefé- 
bure  de  Fourcy,  dans  son  Algèbre  (p.  153,  7=  édition)  arrive  à  cette  conclusion 
que  nous  citons  textuellement  :  «  Il  est  digne  de  remarque  qu'on  ait  pour  ce 
cas  particulier  trois  valeurs  de  x,  tandis  que  dans  le  cas  général,  il  n'y  en  a 
que  deux  »  Il  n'y  a  pas  de  raison  pour  s'arrêter  dans  cette  voie  anti-malhé- 
matique,  si  on  veut  nous  passer  cette  expression,  et  l'on  arriverait  facilement  à 
considérer  l'équation  bx  +  c  =  o  comme  ayant  autant  de  ra  ines  infinies  que 
l'on  voudrait.  Aussi,  et  nous  n'avons  pas  la  prétention  d'apprendre  par  la 
quoi  que  ce  soit  à  personne,  ne  doit-on  pas  dire  et  ne  dit-on  pas,  si  ce  n'est 
par  une  mauvaise  habitude  :  <t  Je  fais  a;  =  o  ou  .r  =:  oo  »,  et  M.  Burat-Dubois 
fp.  10)  le  fait  très  justement  observer.  Il  faut  toujours  supposer,  quand  on  veui 
songer  à  l'infini,  une  quantité  numérique  qui  dépasse  tout  nombre  connu  ou 
imaginé.  Inversement,  car  les  deux  idées  sont  corrélatives,  le  zéro  absolu  n'est 
pas  un  nombre;  et  pour  le  concevoir,  il  faut  imaginer  un  nombre,  insaisissa- 
ble d'ailleurs,  mais  qui  possède  cette  propriété  lui  servant  de  définition,  qu'on 
ne  peut  pas  penser  à  un  nombre  positit,  si  petit  soit-il,  qui  ne  lui  soit  supé- 
rieur. Ce  sont  là  des  discussions  métaphysiques,  plutôt  que  mathématiques;  elles 
ont  occupé,  elles  occupcrontencore  les  philosophes;  mais  elles  touchent  à  l'ensei- 
gnement par  un  point  qui  est  délicat,  puisqu'il  a  soulevé  les  discussions  et 
motivé  les  article;  que  nous  venons  de  rappeler.  Elles  ont  attiré  noire  attention 
sur  cette  question  élémentaire,  et  nous  ont  amené  à  publier  plus  haut  un 
article  dans  lequel  nous  nous  .sommes  etTorcé  de  présenter  celte  question  sous 
un  jour  que  nous  avons  cherché  à  rendre  bien  clair  et  à  l'abri  d'objections  qui, 
encore  unj  fois,  tombent  bien  plus  sur  les  mots  et  sur  les  définitions  que  sur 
les  choses  elles-mêmes. 

Disons  enfin,  pour  terminer,  que.  en  réalité,  l'étude  de  la  fraction  du  second 
degré  telle  qu'on  la  fait  ordinairement,  n'est  pas,  à  proprement  parler,  une 
question  de  maximum;  on  fait  varier  x  en  lui  donnant  des  valeurs  réelles: 
toujours  croissantes,  on  prend  les  valeurs  correspondantes  de  y.  et  on  en 
cherche  les  variations  ;  inversement  on  cherche  quelles  valeurs  il  faut  donner  à 
y,  pour  que  \  i>oil  réel;  on  trouve  que,  en  général,  à  chaque  valeur  de  y  cor- 
respondent deux  valeurs  différentes  de  x,  et  qu'il  y  a  deux  valeurs  limites 
de  y,  à  chacune  desquelles  correspond  une  valeur  réelle  et  une  seule  pour  x, 
ce  sont  ces  valeurs  que  l'on  appelle  les  valeurs  maxima  et  minima  de  la  l'onction 
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y,  sans  dire  si  cette  manière  de  parler  éveille  bien  l'idée  que  les  mêmes  déno- 
minations ferontnaitre  plus  tard;  M.  Burat-Dubois  avait  signalé  ce  fait  dans 
la  première  note,  et  c'est  en  cela,  selon  nous,  que  la  méthode  dite  indirecte 
laisse  à  désirer;  elle  résout  une  question  intéressante  en  elle-même,  mais  qui 
n'a  qu'un  rapport  éloigné  avec  les  questions  de  maximum. 


QUESTION   333 

^olutîou  par  M.  Andriel'.  élève  au  Lycée  Corneille,  à  Rouen. 


M  et  M'  étant  des  points  d'une  parabole,  P  le  point  de  con- 
cours des  tangentes  en  ces  deux  points,   F  le  foyer,  démontrer 

PM-       p5r- 

que  l  on  a  ■ =  -. 

^  MF  MF 

Existe-t-il  un  théorème  analogue  pour  Vcllipse  et  Vhyperhole? 
(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure). 

Par  le  point  P  et  le  point  M,  menons  des  parallèles  à 
l'axe  do  la  parabole  ;  on  a  entre  les  augles  les  égalités 
suivantes  PMB  =  MPA  =  PMF  =  M'PF 
et  on  sait  que  PF  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vec- 
teurs FM  et  FM'.  Les  triançcles  MPF  et  M'PF  sont  donc  sem- 
blables et  donnent 


PM 

PM' 

MF 

~     PF 

PM 

PM' 

PF     " 

~    MF 

PM- 

PM"- 

Par  suite 

MF  PF 

Considérons  maintenant  une  ellipse;  abaissons  des  foyers 
F  et  F'  les  perpendiculaires  FA,  FB,  FA',  F'B'  sur  les  tan- 
gentes PM  etPM'.  On  a  évidemment 

PM  X  FA  _  PM  X  FB 

MF  X  PF  siu  MPF     ~    MF  X  PF  sin  PFM'    ' 
mais   comme  PF  est  bissectrice  de  MFM',  cette  proportion 

,     .     ,  PM  X  FA  PM'  X  FB 

devient  -— =  — — . 

MF  M  F 

Ou  aurait  de  même  en  considérant  les  triangles  PF'M  et 

PFM'  PM  X  FA'    ^    PM'xF'B' 

MF'  ~         MF'        ' 


-  ool   

multipliant  membre  à  membre  et  remarquant  que 
FA  X  FA'  zzr  FB  X  F'B   =  6^ 


ou  a 


MF  X  MF  MF  X  MF' 

La  démoustration  de  ce  théorème  pour  l'hyperbole  se  ferait 
d'uue  manière  analogue. 

iN'oTA.    —  Ont  résolu  la  même  question  :  JDI.  Bouljgae,  à  Lille  ;  Jourdan, 
à  Rouen  ;  Petit.  Dupuy,  à  Grenoble;  Goulard,  au  lycée  Lauis-le-Gran  d.J 


QUESTION  346 

Solutloa  par  M.  th.  Fiévet.  au  Ljcee  de  Lille. 


Sur  une  droite  à  partir  d'un  point  A  on  prend  des  longueurs 
égales  à  la  suite  les  unes  des  autres:  au  point  A.  on  élève  une 
perpendiculaire  AX,  et  l'on  joint  X  aux  divers  points  de  division. 
Trouver  une  relation  entre  les  angles  sous  le»quels  on  voit  du 
point X  les  divers  segments  AB,  BC,  CD.   .  .  . 

Soit  a  l'angle  AXB.  Ou  voit  que  AB  est  la  tangente  de  a. 


que  AG  ou  2tgx  est  la  tangente  de  a -[-  y',  par  conséqaeu 
on  a  tg  (a  -f-  a')  =  2tg  a; 

te:  a 


d'oii 


t2  a   = 


I  -f-  2lg-a 
On  aura  de  même 

tg   (a  +a'  +a")=3tg  a; 

tg  a 

d'où  tg  a    = ; .,   ,    „    ■ 

°  I    -|-  2  .  3  tg*  a 


(1) 


(2i 
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On  aurait  de  même 

Iga"  = 
et  ainsi  de  suite. 


is^a 


I  +3.4tg^a 


(3) 


En  comparant  les  formules  (1),  (2),  (3)  on  reconnaît  que  la 
tangente  d'un  rang  quelconque/)  est  égale  à  la  tangente  du 
premier  angle  a  divisée  par  l'unilé  augmentée  du  produit 
du  carré  de  la  tangente  de  l'angle  primitif  a  par  p(/) -}-   t). 

On  aura  ainsi 

tg   y. 

>"0TA.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Joly.  àTarbes;  La  Chesnais,  à 
Saint-Louis  ;  Henry,  à  Bréchaincourt  ;  Vigy,  à  Vitry-le-François. 


QUESTION   349 

iiolution  par  M.  A.  Prévost,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Dq71s  tout  quadrilatère,  les  diagonales  coupent  les  côtés  du 
parallélogramme  maximum  inscrit  aux  sommets  d'un  deuxième 
quadrilatère,  inscrit  dans  le  parallélog rumme ,  semblable  au  qua- 
drilatère  donné  et  égal  au  quart  de  ce  premier  quadrilatère. 

Soit  ABGD  le  quadrilatère  donné  ;  aSyS  le  parallélogramme 

maximum  inscrit  (ce  parallélo- 
gramme est  comme  l'on  sait, 
celui  obtenu  en  joignant  les 
milieux  des  côtés  du  quadrila- 
tère). Soit  eufin  le  second  qua- 
drilatère abcd. 

Nous  remarquerons  d'abord 
que  a  est  le  milieu  de  AO;  de 
même  que  6,  c,  d  sont  les  mi- 
lieux respectifs  de  BO,  CO,  DO. 
Par  suite  ab  est  parallèle  a 
AB  et  égale  à  sa  moitié.  De 
même  ad  et  AD  sont  parallèles,  et  par  suite  les  angles  eu 
A  et  a  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres  angles. 


—  oo3  — 
Doue  le   quadrilatère    abcd  est  semblable   au    quadrilatère 
ABCD.  Le  rapport  de  similitude  étant — , 


ou  a 


abcd 
ABCD 


4 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Gino-Loria.  à  Manfoue;  Hoover. 
à  Dayton  (États-Unis);  Debray.  à  Chauveney- Saint- Hubert;  Henry,  à  Bré- 
chincourt;  Fievet,  à  Lille;  La  Chesnais,  au  lycée  Saint-Louis;  Joly,  à  Tarbes; 
Vigy,  à  Vilry-Ie-François. 


QUESTION  351 

liolntion  par  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  wn  cercleO,  deux  diamètres  rectangulaires  AA',BB'. 
Trouver  sur  OB  vn  point 
G  tel  qu'en  joignant  AG 
et  en  menant  BCT>'  paral- 
lèle à  AA',  le  prolonge- 
ment de  AC  partage  l'arc 
BD'  en  deux  parties  éga- 
les. 

Les    triangles  D'EG,  A' 
CDA  étant   semblables 
on  a 

ED'    _    D'G    _ 

~nÂ~~    DG  —  ^' 

Donc  les  trois  arcs 
A'D',  DE,  EB  sont 
égaux  et  la  corde  de 
l'arc  D'EB  égale  le  rayon  du  cercle. 

Dès  lors  les  triangles  rectangles  DBG,  D'GO  sont  égaux 
et  BG  =.  OC.  Donc  G  est  le  milieu  du  rayon  OB. 


—  bo*  — 
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Cours  d'arithmétique  à  rusage  des  aspifanls  au  bacvulouréat  es  sciences  et 
des  candidats  aux  écoles  dic  GouPernement  par  M.  Comloette,  professeur 
au  Lycée  Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Germer-B.iillière. 

Ce  Cours  d'arilhmétiqae.  que  nous  avons  lu  avec  be.iucoup  de  plaisip,  nous 
a  immédiatement  frappé  par  un  caractère  qui  le  distingue  de  la  plupart  des 
ouvrages  classiques  que  nous  possédons  sur  co  sujet:  on  sent  que  l'auteur  a 
professé  son  cours  avant  de  l'écrire,  et  qu'il  s'est  parfaitement  pénétré  de  toutes 
les  exigences  des  examens  ;  aussi  avons-nous  trouvé  dans  cet  ouvrage  les 
questions  qui  se  demandent  constamment  dans  les  concours  pour  l'École  de 
Saint-Cyr,  l'École  polytechnique  et  l'École  navale,  principalement  ces  questions 
souvent  si  délicates,  relatives  à  la  théorie  élémentaire  des  nombres  ;  de  plus, 
nous  y  avons  vu  figurer  avec  plaisir  des  théorèmes,  tels  ^ue  les  théorèmes  de 
Fermât  et  de  W'ilson,  qui  devraient  être  in-;crits  dms  les  programmes. 
L'auteur  a  indiqué,  au  moyen  d'astérisques,  les  parties  qui  s'adressent  plus 
particulièrement  aux  candidat»  de  l'École  Polytechnique,  ce  qui  lui  a  permis 
de  laisser  ces  compléments  à  la  place   môme  que  la  théorie  leur  indique. 

Les  candidats  à  lÉcole  forestière  consulteront  avae  fruit  les  chapitres  relatifs 
aux  anciennes  mesures  françaises  et  à  leur  conversioa  on  mesures  nouvelles, 
question  qui  revient  asse?  souvent  dans  les  examens  de  cette  école.  Nous 
devons  signaler  comme  particulièrement  intéressant  le  chapitre  sur  le  calcul 
des  nombres  incommensurables  et  le  calcul  des  radicaux,  et  tout  un  livre 
consacré  à  l'étude  des  approximations  numériques  et  des  erreurs  relatives. 
Nous  croyons  que,  après  avoir  lu  attentivement  cette  partie  de  l'ouvrage  de 
M.  Combette,  les  élèves  seront  en  état  de  résoudre  le-î  principales  questions  qui 
se  rapportent  à  cette  théorie  si  délicate  et  si  importante  du  calcul  des  nombres 
approchés.  Enfin  les  nombreux  problèmes  qui  accompagnent  les  différents 
livres  de  ce  cours  d'arithmétique  en  augmentent  encore  l'intérêt  par  leur 
choix  judicieux  qui  a  consisté,  dans  bien  des  cas,  à  énoncer  des  théorèmes 
servant  de  complément  aux  questions  développées  par  l'auteur. 

Cours  d'algèbre  élémentaire,  à  l'usagf  des  aspirants  au  baccalauréat  è^ 
sciences  et  des  candidats  aux  é  oies  du  Gouvernement  par  .V.  Combette, 
professeur  au  Lycée  Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Germer-Baillière. 

Ce  nouvel  ouvrage  de  M.  Combette  possède  les  mêmes  qualités  que  nous 
avons  si  fort  appréciées  dans  son  Arithmétique.  Comme  le  précédent  ouvrage, 
il  estévideat  q\ie[' Algèbre  est  le  cours  même  du  professeur.  Il  contient  beau- 
coup-de  choses,  et  quelques  personnes  même  sont  tentées  da  trouver  qu'il 
contient  trop  de  choses,-  mais  c'est  précisément,  selon  nous,  ce  qui  fera  le  succès 
de  cet  ouvrage.  Ce  livre,  si  substantiel,  acquerra  bientôt  une  répuiation.  Il 
sera  lu  avec  intérêt  non  seulem  mt  en  France,  mais  aussi  à  l'étranger.  Les 
élèves  studieux  et  plus  d'un  professeur  consulteront  ave;  fruit  un  livre  qui 
marque  un  progrès  considérable  dans  l'enseignement  des  mathématiques  élé- 
mentaires, et  qui  précède  même  peut-être  un  peu  le  mouvement  moderne. 
Queliiues  personnes  lui  reprocheront  d'être  au-dessas  de  renseignement  général 
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et  de  no  pas  avoi  ■  assez  de  souei  de  la  lettre  des  programmes;  c'est,  à  nos 
yeux,  so'.i  réel  mérite,  et  le  titre  qu'il  nous  parait  avoir  à  un  succès  qui  s«'a 
très  grand. 

A.  M. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  O.  l<e  Pont,  élôve  au  Lycée  Saint-Louis. 


I.  —  Sur  les  Courbes  y'"  =  mpœ'^  . 

Considérons  la  courbe  donnée  par  l'équation 

y'»  =  mpx^'  (Ij 

où  nous  supposons  toujours  m  —  n  >  o. 

En  formant   l'équalion    d'une  tangente,  et  en  exprimant 
qu'elle  passe  par  un  point  (Xo  ijo  ),  nous  obtenons  la  condi- 
tion np{x  —  Xo  )  œ"  -  '  =  (y  —  ijo  )ij"*  -  ^  (2) 
X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Des  équalions  (l)  et  (2),  nous  lirons  l'équation 
V1X  (y  —  yo  )  =  ny  (x  — «•  Xo  ), 
ou,  eu  développant 

(m  —  n)  xy  —  myo  x  -\-  nxo  y  =  o.  (3) 

Cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole  qui  passe  par  l'ori- 
gine et  parle  point  (Xu  yo  )•  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce 
théorème.  : 

Les   poin's  di  contact  des  tangentes  mviées  d'un  point  à  la 
courbe  considérée  sont   sur  une  hyperbole  passant  par  Voriyine 
et  le  point  d'où  l'on  mène  les  tangentes.  Cette  hyperbole  reste  la 
même,  quel  que  soit  le  paramètre  p. 

Cherchons  l'enveloppe  de  cette  hyperbole  lorsque  le  point 

(a?,,  y,,  )  décrit  la  courbe     y^    =  ;j.6.r^   .  (4) 

Il  nous  suffira  d'éliminer  x^  et  yo  entre  les  équations 

Jo  ,  ^  ^gj 

el  l'équation  (3)  Divisant  les  équations  (5)  membre  à  membre 
nous  avons  l'équation 

[>.nyXo  =  ^mxyo  . 
De   cette  équation  et  de  l'équation  (3),  nous  tirons  Xo  et 
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portant  leurs  valeurs  dans  la  première  des  équations  (o), 
nous  obtenons  l'équation  de  l'enveloppe 

'j.'t^n^  \  >n  —  Il  /  ' 

Donc  lorsque  le  point  (Xo  Vo  )  décrit  une  courbe  du  même 
genre  que  la  courbe  considérée,  l'enveloppe  de  l'/iyperbole  qui 
passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  est  une  courbe 
semblable  à  la  courbe  décrite  par  le  point  (xo  yo  )• 

Si  nous  faisons  varier  m  el  n  de  façon  que  la  dififérence 
m  —  n  reste  constante,  le  point  (xo  jja  )  restant  fixe,  le  centre 
de  l'hyperbole  qui  passe  par  les  points  de  contact  décrit  une 
droite. 

Car  si  nous  posons  m  —  ;i  =  K  (7) 

les  équations  du  centre  sont 

Ey. —  myo  =  o  ;     Kx  -f-  nxo  ==  o  ;  (8) 

en  éliminant  m  et  n  entre  ces  équations  et  l'équation  (7), 
nous  trouvons  pour  le  lieu  du  centre 

^  +  ^  =  .,  (91 

Xo  yo 

équation  d'une  droite  indépendante  de  la  valeur  de  la  diffé- 
rence m  —  n. 

Cherchons  l'enveloppe  de  cette  droite  lorsque  le  point 
{Xo  yo  )  décrit  la  courbe  (4). 

Pour  cela  nous  éliminerons  Xo  et  yo   entre  l'équation  (9)  et 

les  deux  équations         ii^  =  'jS^x* 

1  J  o  '         o 

(y  —  yo  )  y'''  ~  ^  —  ^'"j  (x  —  xo)  x''~  ^  =  o. 

Nous  obtenons  par  un  calcul  absolument  semblable  à  celui 
que  nous  avons  fait  pour  trouver  l'enveloppe  de  l'hyperbole, 

l'équation      yV-  =  (— )     ( Y         [aOxv.  (10) 

D'où,  ce  théorème  : 

L'enveloppe  de  la  droite  lieu  des  centres  des  hyperboles; 
qui  passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes  lorsque 

le  point  (xo)  yo)  décrit  la  parabole  y    =  fxOx^  est  une-' 
semblable  à  celle  parabole. 
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il.  —  Sur  les  surfaces -}-  -^; —  -4-  —  =  o. 

Considérons  eu  coordonnées  rectangulaires  la  surface 
ayant  pour  équation 

•  +  -7 =  o.  (1) 

a"'       '      6»       '      cP  ' 

Les  équations  d'une  normale  menée  du  point  P(a;o,  j/o.  So) 

à  la  surface,  sont  en  désignant  par  (x,  y,  z)  son  pied: 

gm  (x  —  xo)    __    6"    (y  —  yo)    _  cp  (z  —  Zq)^ 

on  tire  de  ces  équations  et  de  l'équation  (l) 

x(x  —  Xo)            y  {y  —  ?/,;i           z(z  —  Zo) 
+ ■  =  o .   (S) 

Ou  voit  que  les  pieds  des  normales  menées  du  point  P  à 
la  surface  sont  sur  une  surface  du  second  ordre,  dont  l'équa- 
tion est  l'équation  (3).  Cette  surface  passe  par  l'origine  el 
par  le  point  P.  Son  centre  est  au  milieu  de  la  droite  OP, 
et  son  équation  est  indépendante  des  paramètres  a,  b,  c  de 
la  surface.  Nous  en  déduisons  immédiatement  les  deux 
théorèmes  suivants; 

/"  Si  par  un  point  P  de  l'espace  on  mène  les  normales  à 
tous  les  cônes  du  second  degré  ayant  même  sommet  0  et  mêmes 
directions  d'axes,  leurs  pieds  sont  sur  une  sphère  ayant  pour 
diamètre  la  droite  OP. 

2"  Si  par  un  point  P  de  l'espace  on  mène  les  normales  à  tous 
les  paraboloides  ayant  pour  sommet  un  point  0,  et  pour  axe 
une  droite  OH,  leurs  pieds  sont  sur  un  eUipsoide  de  révolution 
passant  par  le  sommet  et  par  le  point  P,  dont  le  centre  est  au 
milieu  de  la  droite  OP,  et  dont  l'axe  de  révolution  est  parallèle 
à  OH. 
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QUESTION  310 

^olntion  par  M.  Rouhard,  élève  nu  Lycée  Saint-Louis  ^classe  de  M.  Lucas) 


Sur  une  corde  AB  de  l'eUipse  comme  diamètre  on  décrit  un 
cercle  qui  coupe  ï ellipse  en  deux  autres  points  G  et  D.  On  de- 
mande le  lieu  des  points  M  où  les  sécantes  communes  ABet  CD 
se  rencontrent,  lorscjue  AB  se  meut  parallèlement  à  elle-même. 

Prenons  pour  axes  les 
axes  de  l'ellipse.  Soient  aet 
ji  les  coordonnées  dupoinlM 
eim  le  coeflîcienL  angulaire 
de  la  direction  donnée. 

Puisque  les  points  A,  B, 
G,D  sont  sur  un  cercle,  les 
droites  ABetCDsontégale- 
meutinclinées  surl'axeOX; 
leurs  équations  sont  donc 
y  —  p  =  m{x  —  a)  (AB) 
y  —  ,S  =  —  m[x  —  a)  (CD  ) 
D'ailleurs  un  cercle passantparAB  etCDaurapour  équation 
A(62.r^  -j-  ahf  —  a'b^)  —  (y  —  S)-  -f-  m%r  —  a)-  =  o  ; 

I  +  m' 

en  posant  A  =  ■ 

c- 

ou  bien 

(6^  +  a-m')(x-  -\-  y'^)  —  2am^c^œ  -\-  2c^^y  -]-•••=  o 
Exprimant  que  ce  cercle  a  son  centre  sur  la  droite  AB,  ou  a 


+  1 


7ny. 


m-c^ 


b-  -|-  fl'Wî"  /  \  6'^  +  a-m"^ 

ou  bien  a'-j8  =  mb-x. 

Le  lieu  est  donc  une  droite  passant  par  l'origine 

b- 
y  =  m  — — 


Cette  droite  peut  se  construire  facilement;  cela  revient  à 

Il  b 

multiplier  deux  fois  le  rapport  m  =  -^  par  le  rapport  — . 


—  od9 


Soient  une  ellipse  et  le  cercle  principal;  OXI  la  direcliou 

]\IP  mP  b 

donnée;  on  a  ^^    =  w 


OP 
m'Q 


OP 


m 


OQ  a' 

Si  la  conique  donnée  était  une  hj'perbole,  il  suffirait  de 
changer  dans  le  résultat  b-  en  —  6^. 

Remarque.  —  Si  l'on  applique  à  cette  propriété  la  méthode 
de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  obtient 
pour  toutes  les  courbes  inverses  des  coniques  et  pour  la 
lemniscate  en  particulier,  la  proposition  suivante  que  l'on 
peut  chercher  à  démontrer  directement. 


Soit  une  lemniscate  ajant  son  centre  à  l'origine  et  deux 
circonférences  G  et  C  passant  par  l'origine  et  dont  les  centres 
G  et  G'  sont  situés  sur  des  droites  oc  et  oc  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  des  x. 

1^  Les  quatre  points  d'intersection  cj,  h,  k,  l  de  ces  deux 
circonférences  avec  la  lemniscate  sont  sur  un  cercle  A. 
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2°  Si  ou  fait  varier  les  rayous  OC,  OC  de  manière  que  ce 
cercle  A  coupe  toujours  orthogonalemenl  l'un  des  cercles 
G  ou  G',  le  liea  des  points  d'intersection  M  de  G  avec  G'  est 
une  droite  passant  par  Torigine. 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  propriété  précédente,  en 
remarquant  que  les  sécantes  considérées  se  transforment  en 
cercles  passant  par  l'origine  et  dont  les  centres  sont  sur 
des  droites  symétriques  par  rapport  à  OX.  La  conique  se 
transforme  en  lemniscate.  le  cercle  décrit  sur  AB  comme 
diamètre  se  transforme  en  un  autre  cercle  et  comme  la  droite 
AB  le  coupe  orthogonalement  et  que  les  angles  se  conservent 
dans  la  transformation,  l'inverse  du  cercle  décrit  sur  AB 
comme  diamètre  coupera  orthogonalement  l'inverse  de  la 
droite  AB. 

Donc  le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  cercles  G  et 
C  est  l'inverse  du  lieu  des  points  d'intersection  des  sécantes 
communes.  C'est  donc  une  droite. 

p^OTA.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Rabau.  à  Melun;  Savary,  lycée 
Henrv  lY;  Gilly,  à  Montpellier;  Aubry,  àNancy;  Djpuy.  Boudenès,  à  Grenoble  ; 
du  Motet,  lycée  Saint-Louis;  Haure,  lycée  Louis-le-Grand;  Andrieu,  à  Rouen; 
Ouiquet,  à  Lille. 


QUESTION  334 

Solution  par  M.  Paul  Bollognk,  élève  au^Lycée  de  Lille. 


Élant  donnée  la  fraction 

e  '■  -f  e--^- 
T  ^  /  e^  —  e^c 

On  demande  de  calculer  la  fraction  analogue  ^{2x)  en  fonc- 
tion de  9(x). 
La  fraction  donnée  peut  s'écrire 

e-T   j 

?  a:)  =  ~ 


e 

rix)  +  I 


d'où  e-'     —     ,^ -, 
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Substituant  à  e-^   cette  valeur  dans 

e^^  +  -4- 

o(2x)   =   , 

'  I 

çijc    

on  trouve  après  réduction 

?(2*)  =   —^ h 


2  9(x) 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question;  .MM.  Dupuy,  Petit,  à  Grenoble; 
Baron,  au  lycée  Henri  IV;  Rabau,  à  Melun  ;  Gino-Loria,  à  Mantoue  ;  Ouniuet, 
à  Lille;  .lourdan,  à  Rouen. 


QUESTION  329 

(Solution  par  M.  du  Motel,  élève  au  Lycée  Saint-Louis  (Classe  de 
M.  E.  Lucas). 


On  considère  une  ellipse  et  deux  normales  à  cette  courbe,  fai- 
sant entre  elles  un  angle  droit.  Soit  M  le  point  de  ^'encontre  de  ces 
normales.  Par  ce  point  M  on  mène  à  Vellipse  deux  autres  nor^ 
maies,  dont  les  pieds  sont  A  et  B.  En  A  et  B  on  mène  les 
tangentes  à  l'ellipse. 

Trouver  le  lieu  des  points  P  de  rencontre  de  ces  tangentes, 
quand  le  point  M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipse. 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes.  Sou  équation  est 

_œ^       j/^ 

a^  "^  6^  I  —  o. 
Menons  les  tangentes  a  l'ellipse 
aux  points  A'  et  B',  pieds  des  nor- 
males rectangulaires  issues  de  M. 
Elle  se  coupent  en  un  point 
N  (Xo  ,  yo  )  qui  appartient  au  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse 

x\-\-y\  —  a-'  —  b^=o.  (1) 

Il  suffît  donc  pour  avoir  l'équation  du  lieu,  de  remplacer 
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dans  l'équation  (1)  Xo  et  yo  respectivement  par 

~'   y  * 


ce  qui  donne 


X 

a'  h' 


—  a"  —  ¥  =  o, 

ayant  pour   asymptotes  les 


courbe     du    quatrième    degré 
quatre  droites 

y""  (a^  +  6^)  =  6S     œ^  (a'^  +  6^)  ^  ^i 
qui  forment  un  rectangle  inscrit  dans  l'ellipse.  Le  lieu  passe 
par  les  sommets  du  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse,  car  si 
le  point  M  vient  au  centre,  le  point  P    devient  l'un  quel- 
conque de  ces  points. 

Kejiarque.  —  On  peut  tout  aussi  facilement,  en  appliquant 

le  même  procédé,  ré- 
soudre le  même  pro- 
blème dans  l'espace. 
On  considère  un 
point  M  d'où  l'on 
peut  mener  trois 
normales  rectangu- 
laires à    l'ellipsoïde 

On  abaisse  de   ce 

point  les  trois  autres 

normales,    dont  les 

en    ces   points 

Lieu  du  point  P,  quand 


/ 

V  - 

Y 

0                1 

1"     -    ■ 

k 
+- 

A 

— 1 

1 

r 

tangents 


pieds    sont  A',  B',  G'.    Les  plans 

forment  un  trièdre  de  sommet  P 

M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont 

les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipsoïde. 

On  considère  le  point  N  {xo  ,yo  ?o  )»  où  se  coupent  les  plans 
tangents  aux  trois  points  A,  B,  C,  pieds  des  normales  rec- 
tangulaires issues  de  M.  On  a 

x%  -f  y\  -\-  z\  —  a^  —  6*  —  c^  =  o 
et  X,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  P 

cc:to  ==  —  a^,    yyo  ==£=  —  feS    nz-o  =  —  c'  ; 
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d'où  l'équation  du  lieu 

surface  du  6"^  degré. 

^'oTA.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  30I.  Andrieu,  Jourdan,  à  Rouen; 
Boulogne,  à  Lille;  Le  Pont,  au  lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  331 

Solntion  par  M.  du  Motel,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 
(Classe  de  M.  Ed.  Lucas.) 


On  considère  deux  ellipses  homofocales  ;  par  un  point  P  di' 
leur  plan  on  mène  à  une  d'elles  deux  tangentes  k  et  B  d'une  part, 
G  et  D  d'autre  part  étant  les  points  où  ces  tangentes  rencon- 
trent la  seconde  ellipse,  démontrer  que  Von  a 


PA   —    PB  PC    —    PD 

A  quelles  positions  du  point  P  correspondent  respectivement  les 

signes  -{-et  —  ? 

Rapportons  les  ellipses  à  leurs  axes.  Elles   auront  pour 
équations 

^^  _i_  y^  _        ^'      I       y^     _  . 


a"      '      6^  '    a^  —  h     '     b'-  —  h 

Soient  x^,  y^  les  coordonnées  dujpoint  P.  Par  ce  point, 
menons  une  droite  et  sur  la  parallèle  à  cette  droite  menée 
par  l'origine  prenons  une  distance  OM  égale  à  l'uni  lé.  Soient 
a,  Ç>  les  coordonnées  du  point  M.  La  droite  menée  par  P 
pourra  être  représentée  par  les  équations 

x=  x^  4-  xp,     y  =  ?jo  +  pp; 
Les  p   des  points  d'intersection  avec  la  première  ellipse 
sont  donnés  par  l'équation 

Pour  que  la  droite  soit  tangente   à  cette  ellipse,  on  doit 


avoir 
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Vo 


condition  qui  se  réduit  à 

(aî/o  —  px,Y  —  a^3'  —  ^'^'  =  o.  (1) 

En  outre,  on  a  y}  -\-  ^^  =  i.  (2) 

Ces  deux  équations  donnent  les  valeurs  d'à  et  |3.  Soit  a^,  â^ 

une  solution.  La  droite  correspondante  rencontre  la  seconde 

courbe  en  deux  points  dont  les  c,  (oj  et  pj)  soni  donnés  par 

l'équalion 

«2  _   /i         "T"       62     _     /,  "t-  -.-  \^     a^     —     /l       "^        6*    —     ft 


^  '-    V  a-"  —  h   ^     b-  —  h  ) 


Pi  F  2 rj£2 

^     2\/(-y.i?/„  —  S^.x,,  )-^  —  [y}  —  /^j  3,^  —  (6^  -  hW 
~    [b-  —  h)  Xo  +  («•-  —  /î)  î/,/  —  (a-  —  ^)  (b^  —  h)' 
La  quantité  sous  le  radical  se  compose  de  (c-iyo — Pi-ro)* 
—  a'^Pi^  —  ^'^a^-  qui  est  nulle,  en  vertu  de  (1)  et  de  /i(a,^  4-  ii') 
qui  est  égale  à  h  en  vertu  de  (2).  Donc 

I  I       _   2\/jl 

~  77  ^  {b'—  h)  Xr/-^  {a^  —  h)  yo^  —  (a^  —  h){b'—h) 

On  aurait  évidemment  trouvé  le  même  résultat  en  prenant 

la  deuxième  solution  a^.  ^2  ^^  système  des  équations  (t)et  (2j, 

car  dans  le  raisonnement  précédent,  rien  ne  spécifie  quelle 

est  celle  des  deux  solutions  que  l'on  choisit. 
Si  pi  et  p2  sont  de  même  signe,   c'est-à-dire  si  le  point  P 

est  extérieur  à  la  seconde  conique,  la  relation  trouvée  s'écrira 
I  I       1  I 

~pI         pF  ~  Te  pF' 

,    Si  pi   et  p2  sont  de    signes   contraires,  c'est-à-dire   si  le 
point  P  est  intérieur  à  la  seconde  conique 

on  aura  -^     +  -^  =  -^  -f 


PA       'PB  PC       '       PD 
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QUESTION  335 

Solution  par  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


1"  Construire  la  courbe  2x^y^  -|-  x*  —  y*  —  2xy  =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 
2xy  (xij  —  i)  (xy  -{.  i)  -{.  (x  —  y)  {x  -\-  y)  {x^  +  j/^)  =  o. 

Construisons  les  courbes  x  =  o,y  =  o,  xy  =  i,xy  =  —  i , 
X  =  y,  X  =  —  y-  On   partage  ainsi  le  plan  en   régions. 


Les  parties  couvertes  de  hachures  ne  peuvent  renfermer 
des  points  de  la  courbe. 

La  courbe  est   symétrique  par   rapport   à  l'origine;  elle 
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présente  des  branches  paraboliques  dans  les  directions  des 

deux  axes. 

'    _  _    23g'' (?/3  -f  gg)  4-1/  (xy  —  i) 
Un  a        yx—         ^^,  ^^,  __  y^  ^  ^g  (^^'^2  _  i)  ' 

L'origine  est  un  point  double  et  les  tangentes  sont  les 
deux  axes.  Les  points  xy  =  +  1,  x  =  -ijz  y  sont  sur  la 
courbe  pour  x  =  y  =  i .  Nous  avons  une  tangente  parallèle 
à  oy  car  y'x=  00. 

Coupons  par  x  =  i.  nous  trouvons 

1/   2Î/3   —    22/  —    I   =  O, 
ou  (tf  —   i)  (?/—   I?  =0. 

Il  y  a  trois  points  confondus  en  x  =  i,  y  =  i  ;  donc  il 
y  a  une  inflexion. 

De  même  on  verrait  qu'en  x  =^  —  i,  y  =  1,  ilya  une 
tangente  d'inflexion  parallèle  à  ox.  On  aura  donc  la  forme 
indiquée  ci-contre. 

2o  Construire 

4x^y5  +  x«  —  y«  +  Sx^y^  (x^  —  y'-)  —  4xy  =  o. 

Mettons  l'équation  sous  la  forme 
4xy  {xy  —  i)  {xy  +  i)  (x^;/^  +1) 

+  {x—  y)  {x  +  y)  {x'  H-  ôxy-"  -\-y')  =  o. 

Je  partage  le  plan  en  régious  comme  pour  la  courbe  pré- 
cédente étudiée.  Il  y  a  des  branches  paraboliques  dont  les 
directions  sont  celles  des  axes. 

Les  points  xy  =  ±  i ,  x  =  ±  y  sont  des  points  d'inflexion 
du  5«  ordre.  Il  suffit  pour  le  voir  de  couper  par  x  =  +  i- 
Les  tangentes  d'inflexion  sont  parallèles  aux  axes. 

Quant  à  la  forme  générale  de  la  courbe,  elle  est  la  même 
que  celle  de  la  figure  précédente. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAME^'S   ORAUX  DE   l'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE   EN   1881 


Géométrie  analytique. 

I  costo  —  sint«)4-i     _  .  „,       ^.       ,    ,  , 

Construire  -^  =. ■ — .  Passer  à  1  équation  de  la  courbe  en 

P  2 

coordonnées  cartésiennes. 
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—  On  donne  deux  plans  et  une  droite.  Quelles  sont  les  conditions  i>our  que 
l'on  puisse  faire  passer  par  la  droite  un  plan  peri>endiculaire  à  Tinfersection  des 
deux  plans  ? 

—  On  donne  l'équation  d'une  ellipse  et  les  coordonnées  d'un  point  ;  de  ce  point 
on  mène  les  deux  tangentes.  Trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  le  point 
donné  et  les  deux  pouits  de  contact. 

Comment  vérilie-t-on  qu'une  droite  passant  par  le  pôle  et  faisant  un  angle  a 
avec  l'axe  polaire  est  un  axe  de  la  courbe  p  =  /"(to)  ? 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  de  contact  et  le  lieu  du 
pied  de  la  directrice  sur  l'axe,  lequel  lieu  est  un  cercle  ayant  le  point  de  con- 
tact pour  cenire  ;  équation  de  la  courbe. 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  où  la  tsngente  est  coupée 
par  la  directrice,  et  le  lieu  du  sommet;  équation  de  la  courbe. 

—  Expression  de  la  surface  du  triangle  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées 
polaires  (p„  (Oj),  (p.,  t^,),  (pg,  u>,) 

—  Équation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  définie  par  l'équation 

<?[x,ij]-\-^[x,y]+x[x,y)  +  ...=o, 
chacune  des   fonctions   mise  en  évidence  étant    homogène,  la  première  de 
degré  m,  la  seconde  de  degré  ml —  i,  etc.;  en  déduire  l'équation  des  asymp- 
totes. 

—  Ligne  représentée  par  l'équation 

[xy  —  yx'Y  +  [xy"  —  yai'Y  =  [x'y   —  yx'f, 
dans  laquelle  x.  y  représentent  les  coordonnées  courantes,  et  les  lettres  all'ec- 
tées  d'accents  désignent  des  nombres  donnés.  Démontrer  que  les  droites  ([ui 
joignent  les  points  [x\  y'),  [x\y"]  au  centre  sont  des  diamètres  conjugués. 

—  On  a  la  courbe  p  =  —r-r-,  et  l'on  suppose  que  /'(w)  s'annule  pour  w  =  a 
trouver  l'équation  de  l'asymptote. 

—  Lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  ayant  ijour  équations 

X- y^  _  _£_ 

o-  6^  c 

—  On  donne  la  surface  Ao;-  -f  \'y-  +  A"»-=  li  on  coupe  par  le  plan  Ix 
+  my  4-  nz  =  o,  les  axes  étant  rectangulaires.  On  demande  1  angle  des  asymp- 
totes de  la  section.  Si  l'on  ti-ouvait  cotgw  =  !p(A,  A',  A',  l,  w,  n),  pourrait- 
on  en  conclure  la  condition  pour  que  la  section  soit  un  cercle"? 

-—On  donne,  en  coordonnées  polaires,  deux  paraboles  ayant  même  foyer,  et 
dont  l'angle  des  axes  est  a;  on  demande  l'angle  des  deux  tangentes  en  un  i)oint 
de  l'intersection  des  deux  paraboles, 

—  Étiuation  ([ui  a  pour  racines  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la 
section  faite  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan  passant  par  le  centre. 

—  On  donne  une  tangente  inclinée  à  45"  sur  l'axe,  son  point  de  contact,  un 
point  de  la  conique  et  l'excentricité.  Équation  de  la  courbe. 

—  A  combien  de  conditions  équivaut  un  plan  coupant  une  surface  du  second 
ordre  suivant  deux  droites? 

—  On  donne  le  foyer  et  deux  tangentes  rectangulaires  d'une  ellipse;  équation 
de  la  courbe  et  lieu  ilu  contre. 

—  Surface  représentée  par  l'équation 
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trouver  les  équations  de  lune  des  droites  qui.  en  tournanf  autour  de  l'axe  de  z, 
engendrent  la  surface. 

—  Surface  représentée  par  l'équation 

3[x-  +  y'  +  Z-]  =  {X  +  y  +  zy-; 
si  l'on  coupait  la  surface  par   une  sphère  ayant  son   centre  à  l'origine,  que 
devrait-on  trouver"? 

—  Trouver  les  foyers  d'une  conique,  connaissant  deux  points  et  une  directrice. 

—  Chercher  la  condition  pour  que  l'équation 

a[x-  +  yz]  +  b{y^  +  zx]  +  c[z^  +  xy]  =  i, 
représente  une  surface  de  révolution. 

—  D'un  point  M,  on  mène  les  quatre  normales  MA,  MB,  MC,  MD  à  une  elli[)se; 
on  joint  le  point  D  à  la  seconde  extrémité  C'du  diamètre  qui  passe  par  le  point  C  ; 
démontrer  que  les  droites  AB  et  DC  sont  également  inclinées  sur  l'axe;  il  en 
résulte  i[ne  les  quatre  points  B,  A,  C,  D  sont  sur  une  même  circonférence. 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

II-,  ^ 

—  =  -TT-  (Ig  o>  sin  w  +  cotg  (ù  cos  (0  • 

P  ^ 

—  Comment  trouve-t-on  les  points  d'une  courbe  pour  lesquels  la  tangente  est 

parallèle  à  l'axe  polaire'? 

—  Étant  donnée  l'équation 

X-  +  z-  +  2y'x  +  z\  +  m[j/2  j^  2zx]  =  i, 
déterminer  m  de  fîiçon  que  la  surface  représentée  par  cette  équation  soit  de 
révolution. 

—  Quand  on  donne  dans  une  surface  deux  génératrices  d'un  système  et  une 
génératrice  de  l'autre  système,  combien  cela  fait-il  de  conditions? 

—  Combien  fiiut-il  de  points  pour  déterminer  un  cylindre  de  révolution  ? 

—  Démontrer  que  si,  par  un  point,  on  mène  les  trois  normales  à  la  parabole, 
et  que  l'on  fasse  passer  un  cercle  par  les  pieds  de  ces  trois  droites,  ce  cercle  passe 
par  le  sommet  de  la  courbe. 

—  Lieu  des  points  du  paraboloïde  pour  lesquels  les  génératrices  sont  recfangu- 
laires. 

—  L'équation  du  second  degré  ù  trois  viriables  peut-elle  représenter  une 
droite  ? 

—  On  donne  une  droite  et  deux  points.  Trouver  le  lieu  des  pôles  de  la  droite 
[lar  rapport  aux  ellipses  ayant  les  deux  points  pour  foyers. 

—  Que  représente  l'équation  A.x'  +  2Bx-y-  -f  Ciy' :=  o?  Condition  pour  que 
ces  quatre  droites  coïncident  deux  à  deux. 

—  Équation  d'un  hyperbolo'ide  à  une  nappe  dont  on  donne  deux  génératrices 
rectilignes  parallèles  et  un  diamètre. 

—  On  donne  une  tangente  à  lellipse.  les  points  où  elle  rencontre  les  deux 
directrices  et  l'aire  de  l'ellipse.  Trouver  l'équation  de  la  courbe. 

—  A  combien  de  conditions  équivaut  la  connaissance  d'un  plan  cyclique? 

—  On  prend  la  surface  —    +    —  =  z;  on  la  coupe  par  le  plan  y  =  mx; 

a  b 

trouver  le  sommet  et  le  foyer  de  la  section. 

—  Quand  on  donneun  plan  directeur  et  deux  génératricesde systèmes  différents 
d'une  surface  du  second  ordi-e,  combien  donne-t-on  de  conditions  pour  détermi- 
ner la  surface? 
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—  Surfare  représentée  par  l'équation  ycoss —  a;slii  z=  o.  Celte  surface 
adniét-elle  des  génératrices  rectilignes?  Comment  est-elle  engendrée? 

—  Chercher  l'équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  une 
iiinique  donnée  aux  ])oints  où  cette  conique  est  rencontrée  par  une  droite  donnée. 

Géométrie  descriptive. 

Oh  donne  deux  axes  verticaux  et  une  droite  dans  le  plan  vertical.  Cette 
droite,  en  tournant  autour  des  axes,  engendre  deux  surfaces.  Trouver  un  point 
de  l'intersection,  et  mener  une  tangente  en  ce  point. 

—  On  donne  un  axe  vertical  et  un  cercle  dans  le  plan  vertical;  trouver  la  méri- 
dienne de  la  surface  engendrée  par  le  cercle  tournant  autour  de  l'axe. 

—  On  donne  un  cône  par  sa  trace  horizontale  et  son  sommet;  on  donne  trois 
poiut>  du  cùne,  et  on  demande  de  mener  un  plan  tangent  perpendiculaire  au  ]ilan 
qui  passe  par  les  points  considérés. 

—  Trouver  les  projections  de  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  on  connaît  le 
sommet  et  les  traces  horizontales  de  trois  génératrices. 

—  Connaissant  la  courbe  génératrice  d'une  surface  de  révolution,  trouver  un 
point  de  la  méridienne  et  la  tangente  en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  et  un  cercle  dans  le  plan  vertical  ;  la  druilc,  en  tournant 
autour  de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône  de  révolution;  le  cercle  est  la 
direitrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan  horizontal  ; 
trouver  un  point  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

—  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe,  son  sommet,  et  l'angle  au 
sommet;  on  donne  la  projection  horizontale  d'un  point  du  cône  ;  trou\ei'  sa  pro- 
jection verticale. 

—  On  donne  la  droite  AB  dans  le  plan  vertical;  cette  droite  tourne  autour  de 
la  ligne  de  terre  et  engendre  un  cône;  on  coupe  le  cône  par  un  i)lan,  et  on 
demande  le  point  de  la  section  pour  lequel  la  tangente,  en  projection  horizontale, 
passe  par  un  plan  m  du  plan  horizontal. 

Mathématiques  élémentaires. 

Deux  longueurs  a  et  6  étant  données,  construire  une  longueur  représentée 
par  '\a^  —  b''. 

—  Mener  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d  un  angle  une  droite  telle  que 
la  somme  des  segments  qu'elle  intercepte  sur  les  côtés  de  l'angle  soit  minima  . 

—  Démontrer  que  si  a,  est  une  racine  carrée  approchée  de  A,  la  quantité 

—    (a,  +  ^-A  est  une  autre  valeur  apiirochée  de   la  racine  carrée  de  A. 
2      \  a,  / 

—  Étant  donnée  l'équation  lo^   =:  2,  calculer  X  en  fraction  continue. 

—  Démontrer  que  la  résolution  trigonométri(pie  de  l'équation  du  troisième 
degré  siq)pose  les  racines  réelles. 

—  Reste  de  la  division  d'un  polynôme  par  le  produit  [x  —  a][x  —  b). 

—  Condition  à  établir  entre  a  et  6  pour  que  deux  racines  de  l'équation 
^.  —  ■zx-  +  ax-  +  bx  —  1  =  0  soient  réciproques. 

—  Nombre  de  solutions  de  sin  —  en  fonction  de  sin  0. 

4 
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—  Déîerminer  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  l'expression 

[x  —  i][x —  'i]-[xr  +  i) 

[x  +  b)[x-  -i-  X  -\-  3][x  —  4) 
est  positive. 

—  Construire  une  conique  dont  on  connaît  cinq  points,  en  se  servant  du  théo- 
rème de  Pïiical. 

—  Démoii'rer  que  si  deux  <"ractions  irréductibles  ont  leurs  dénominateurs 
premiers  enlre  eux,  la  somme  de  ces  Iracùons  est  une  fraciion  irréduciible. 

—  On  demande  le  m-n-mum  de 

[ax  +  W  +  ("^  +  ^  )" 
si  0.  6,  a',  b'  sont  des  nombres  refais. 

—  *)?,  Y  étant  tro'S  nombres  différent»,  démontrer  qu'on  peut  trouver  une 
iniinilé  de  polynômes  entiers  en  y  qui  prendront  les  valeurs  c,  6,  c,  quand  x 
prendra  les  valeurs  <=*,  ^,  Y;  M-'^is  il  n'y  a  qu'un  seul  po'jnome  du  second  degré 
répondant  à  la  question. 

Algèbre. 

Étant  donnée  l'équation /"  (ic)  =  o,  former  l'équation  qui  aurait  pour  racines 
les  diftérentes  valeurs  que  prend  la  fonction 

y=o  [x\  x'), 
x'  et  x'  étant  deux  racines  de  î'équaiion  f[x]  =  o. 

—  Dérivée  de  y  =  x  arc  tg  —, 

—  Trouver  la  condition  pour  qu'un  polynôme  du  second  degré  à  trois  varia- 
bles soit  un  carre  parfait. 

—  Dérivée  de  arc  sin  ^  i  —  cos  x. 

—  Trouver  la  dérivée  d'ordre  p  de 


[X  +  i][x—  iY 
p  étant  plus  grand  que  4. 

—  Un  polynôme /■'x),  entier  en  a^,  est  toujours  décoxnposable  en  un  produit 
de  fecteurs  du  premier  degré. 

—  Abaisser  le  degré  de  l'équation  algébrique /■  (ic]  =  o,  sachant  que  les 
racines  prises  deux  à  deux  satisfont  à  la  condition 

x'  +  x"  

X  x" 

—  Démontrer  que  tout  polynôme  entier  Q,  de  degré  p,  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

Q  =  Ro  +  Ri  (œ  —  a)  4-  R;  [x  —  a;2  4-. . .  -f  R  f>  [x  ^  a.]p 
Ro,  Ri,  Ro. . .  étant  des  constantes,  a  un  nombre  donné. 

—  Séparer  les  rai'ines  de  l'équation 

I  I 

1 T  —  tg  a;  =  0. 


ECOLE  POLYTECHNIQUE  1881 


Composition  supplémentaire. 

On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole,  et  un  point  P  de  la  courbe;  on 
sait  que  l'un  des  foyers  décrit  la  perpendiculaire  menée  du  point  P  sur  l'asym- 
ptote considérée  ;  on  demande  le  lieu  du  point  M  d'intersection  de  la  seconde 
asymptote  avec  la  directrice  correspondant  au  foyer  donné. 


ECOLE  CENTRALE  1881 

SECONDE   SESSION 


Mathématique  s . 

On  donne  une  parabole  y-  =  2px  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sommet,  et 
un  point  (a,  .5)  dans  le  plan  de  la  courbe. 

1"  Démontrer  que,  du  point  P,  on  peut  en  général  mener  trois  normales  à 
la"  parabole  ;  former  l'équation  du  troisième  degré  qui  donne  les  ordonnées 
des  pieds  A,  B,  C  de  ces  normales. 

2°  Démontrer  que  chacune  des  deux  courbes 

mj  +  {p  —  ^-Yj  —  pp  =  o 

y^  +  2X-  —  py  —  2ax  =  o 
posse  par  les   quatre  points  A,  B,  C,  P,  et  trouver   l'équation   générale  de 
toFutes  les  coniques  passant  par  ces  quatre  points. 

3»  Chacune  de  ces  coniques  coupe  la  parabole  donnée  aux  trois  points  fixes 
A,  B,  C,  et  en  un  quatrième  point  D.  Trouver  les  coordonnées  de  D. 

4*'  Par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  imagine  deux  droites  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  l'une  quelconque  des  coniques  précédentes  -,  on  mène 
la  droite  joignant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  droites  avec  la  conique, 
et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  parallèle  DD'  menée  à  l'axe  de 
la  parabole  par  le  point  D.  Trouver  et  discuter  l'équation  du  lieu  de  ce 
point  de  rencontre. 

Épure. 

Représenter  par  ses  deux  projections  la  partie  extérieure  à  une  sphère 
donnée  du  solide  compris  entre  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
son  cône  asymi)tote,  un  plan  horizontal  à  la  cote  o'",2oo,  et  le  plan  hori- 
zontal de  projection.  L'hyperboloïde  a  son  axe  (Z,  Z)  vertical,  à  o^iiio  du 
plan  vertical  de  projection,  et  au  milieu  de  la  feuille;  son  collier  dont  la 
cote  vaut  o^jiîo  et  sa  trace  horizontale  ont  respectivement  des  rayons  égaux 
à  o^'jODo  et  Ciiio.  La  sphère,  dont  le  centre  (0.  0)  se  trouve  sur  le  plan 
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do  proUl  conduit  par  l'axe  de  l'hyperboloïde,  à  o^iigS  du  plan  vertical,  et  à 
o'",io2  du  plan  horizont,)!,  passe  par  le  sommet  (S,  S')  du  cône  asymptote. 

On  indiquera  à  1  encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de  l'intersection  de  la  sphère  avec  l'hyiierboloïde  et  le 
cône  asymptote  en  ces  points. 


EXAMENS  DES  BOURSES  DE  LICENCE 


FACULTÉ  DE  MARSEILLE 

1878.  —  On  donne  un  point  et  une  droite.  On  fait  passer  par  le  point  des 
circonférences  tangentes  à  la  droite,  et  on  demande  le  lieu  des  points  des  cir- 
conférences tels  que  les  tangentes  menées  en  ces  points  soient  perpendiculaires 
à  la  droite. 

1880.  —  On  fait  tourner  le  plan  d'un  cercle  autour  de  son  centre;  par  ce 
dernier  point,  on  imagine  un  ijlan  fixe  sur  lequel  on  projette  le  cercle  dans 
toutes  ses  positions.  On  demande  le  lieu  des  sommets  des  ellipses  ainsi  obtenues. 
On  remplacera  le  cercle  par  une  ellipse,  et  on  discutera  la  forme  des  lieux  obte- 
nus. 

1881.  —  1.  On  considère  la  cubique 

x^  +  y^  —  3K  a;!/  =  I  ; 
on  demande  de  déterminer   ses  points   d'inflexion  et  d'indiquer  pour    ([uelle 
valeur  de  K  elle  se  réduit  à  trois  droites. 

2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par  l'intersection  d'un  cercle  et  de 
deux  droites  parallèles.  Discussion. 


FACULTÉ  DE  CAEN 

1880.  —  On  projette  orthogonalement  un  cercle  donné  sur  tous  les  i)lans  pas- 
sant par  son  centre  0;  trouver  l'équation  de  la  surface  S  qui  est  le  lieu  géomé- 
trique des  sommets  de  toutes  les  ellipses  ainsi  obtenues.  Examiner  quelles  sont 
les  sections  de  ces  surfaces  par  des  plans  menés  parle  point  0  perpeadicidai- 
rement  au  plan  du  cercle  donné.  Trouver  le  lieu  géométrique  S  des  points  {i 
obtenus  en  joignant  un  point  M  de  la  suilace  S  au  point  0  en  prenant  sur  la 
droite  OM  une  longueur  Oi*  telle  ((ue  OM.  0|i.=  K-.  —  Même  question  pour 
une  ellipse. 


CONCOURS  GENERAUX  DE  BELGIOUE 


Faire  voir  comment  le  système  des  deux  é(iuations 

3 


(v^  -  X-  -  v'''  -?/-) 
^[i-x%i—y-]    -  =  0.11 

:• -; LVl    -  a;'    -  v'r+lj^  +    -f       3--n-r, 

\'(.i  —x-][i  —  if-]  ^  =  ^i  x'ij- 
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e  transforme  dans  les  deux  systèmes 


v'i  +  J^^  — s'i  -  y=  =  J. 

3 

s!  I  —  x-]{  —  y2)  =  xy. 


(  ^li  —  X-  —  sji  —  y-  — 

\  v(i  —  ^-)(i  —y"-]  =  ccy 
—  Résoudre  le  système    ^'  x-  +  3/=  +  y/a  i,  =  a 
log  (6=  —  x»/l 


logs'   = 
—  Partager  une  pyramide   quadrangulaive  en  deux  partie;  équivalentes  par 
un  pian  passant  par  le  sommet  et  un  point  donné  sur  un  des  côtés;  les  côiés 
de  la  base  sont  supposés  inégaux.  Examiner  comment  la   solution  se  modifie 
quand  la  base  devient  un  parallélogramme. 


BAPPEL  D'ENONCES 

DE  QUE3TI0  NS  PROPOSEES  NON  RESOLUES 


Parmi  les  questions  que  nous  avons  proposées  depuis  la  fo>uhi- 
tion  du  Journal,  il  en  existe  un  certain  nombre  dont  nous 
n'avons  pas  eu  la  solution.  Nous  venons,  pour  permettre  à  nos 
lecteurs  de  les  résoudre,  en  rappeler  les  énoncés  avec  /es 
numéi'os. 

198.  —  Par  quel  nombre  faut-il  multiplier  un  nombre 
donné  pour  que  la  somme  des  valeurs  absolues  dB  ses 
chiffres  significatifs  reste  la  même  ? 

227.  —  Trouver  les  racines  communes  aux  équations  du 
système 

ip  —  yr(x  —  a)-^  =  (y  -  ^f{x  -  bf  =  (a  -  r^)\x  -  y)3. 

236.  —  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  deux 
côtés  issus  du  sommet  touchent  une  conique  donnée,  tan- 
dis que  les  deux  autres  sommets  parcourent  une  seconde 
conique  donnée. 

237.  —  Étant  donnée  une  conique  à  centre  rapportée  à 
un  foyer,  trouver  l'expression  de  la  longueur  de  l'axa  non 
focal.  Application  au  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  oui 
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un  foyer  et  un  point  commun,  et  pour  lesquelles  la  longueur 
du  petit  axe  est  la  même. 

247.  —  Étant  donnée  l'équation 

{x  —  a)2  -{-  (y  —  p)2  =  e-(x  cos  A  -f  ^  sin  À  —  pf, 
on  demande  de  calculer  en  fonction  des  coefficients  de 
cette  équation  :  1°  Les  carrés  des  demi-axes  de  la  courbe 
qu'elle  représente,  en  distinguant  dans  les  formules  le  grand 
axe  et  le  petit  axe  lorsqu'il  s'agit  d'une  ellipse  ;  2°  les  cadrés 
a^  et  —  b^  du  demi-axe  Iransverse  et  du  demi-axe  imagmaire, 
lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole.  En  conclure  le  lieu  des 
sommets  des  ellipses  qui  ont  un  foyer,  un  paint  et  la  lon- 
gueur du  petit  axe  communs,  en  distinguant  les  sommets 
des  grands  axes  de  ceux  des  petits  axes,  et  résoudre  le  même 
problème  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

254.  —  Si  l'on  désigne  par  Sn  la  somme 

,1,1.  ,1 

s„=  ■+-  +  -+    ...   +-, 

démontrer  les  identités  suivantes  : 

1.  „s,.  =  «  +  Pl:^  +  ^irii+...  +-^1 

L      I  2  n  —  I J 

3  r        I  I 

2.  S,p  = \-2p\— h -7 r+-.- 

2p  L  I  (2p —  l)  2  {2p — 2) 

+     (p_    I)    0>+    I)  J 

3.  •  S3,  =  (2p4-l)[-^+-^-L_+_-^ 

^  ^      P    (P    +    I)    J 

r i + ? 

L  n{?i  —  i)  (n — i)(n — 2) 


S„  = 


n+i 


57S  — 

n  —  3 


s„ 


2  s» 


W  —  2  L  2)1  3(u —  I 


(u-l) 


10. 


s„-s,=  "+^-'  r  T?-  + 


0)  +  2)(/l—  l) 

+  •..+ — ^1 

n(!)  -|-  I)  J 

263.  —  Etablir  la  relation  qui  do't  exister  eûtre  les  coef- 
ficieuts  d'une  équaiion  du  sixième  degré  complète  pour  que 
la  somme  de  trois  racines  soit  égale  à  la  somme  des  trois 
autres. 

264.  —  Démontrer  que,  lorsque  n  est  un  entier  supé- 
rieur à  5,  on  a  la  double  inégalité 

280.  —  On  joint  un  point  quelconque  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  aux  points  de  contact  d'une  tangente  commune  ; 
des  points  d'intersection  de  ces  lignes  prolongées  avec  une 
droite  quelconque  partant  du  centre  de  similitude,  on  mène 
des  tangentes  en  A  et  B  aux  cercles  ;  on  demande  :  i°  de 
trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concours  M  ;  2°  de  prouver 
que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

283.  —  Etant  donnée  une  parabole  P  et  deux  points  A  et 
B  de  cette  courbe,  situés  sur  une  même  corde  principale 
(c'est-à-dire  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe),  on  fait 
passer  par  les  deux  points  A  et  B  une  hyperbole  équilatère 
de  forme  constante   c'est-à-dire  dont  l'axe  est  invariable  en 
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grandeur;  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
tangentes  communes  à  la  parabole  fixe  et  à  l'hyperbole 
mobile,  lorsque  celle-ci  se  déplace  en  passant  toujours  par 
les  points  fixes  A  et  B. 

Les  autres  questions  dont  nous  n'avons  pas  reçu  de  solutions 
sont  énoncées  dans  le  présent  volume;  nous  rappellerons  donc 
seulement  leurs  numéros  ;  ce  sont  les  questions  : 

28o,  309,  317,  318,  319,  320,  330,  33-2,  342,  SU,  3oo,  350, 
3o9,  360,  369,  371,  374,  375,  376,  378,  379,  382,  384,  385, 
386,  387. 

Les  solutions  de  toutes  les  autres  questions  ont  été  publiées 
ou  paraîtront  prochainement. 


NOTE  DE  LA  REDACTION 


A  partir   du   premier  janvier  1882   nous    reprendrons   la 
traduction  de  l'Histoire  des  mathématiques,  de  M.  Suter. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


PARIS.  —  n:p:'.r>:F.RiE  r.nAix,-20,  ule  bergère,  près  du  boulevard  montmartr-;.  —  ^ôSit-i 
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TABLE  ALPHABÉTIQUE   DES    NOMS    D'AUTEURS 


Amigues,    professeur   au   lycée   de 

Marseille,  33. 
Andrieu,  à  Rouen,  90,  123,  lo8, 

162,  263,  283,  309.  330 
Arnat,  à  Saint-Omer,  20. 
AuBRY,  à  Nancy,  476. 
Barchat,  à  V itnj-le-François,  26. 

220,  311. 
Baron,   Ujcée   Henri  IV,   à  Paris. 

90,  189,  281,  284,  376,  380,  476. 
Barrau  (de),  rt  TouJoufte,  263, 
Barthe,  rt  Tarbes,  332,  403. 
Baudouin,  à  Beauvais,   199,  220, 

266,    309,  311,   312,  313,  313, 

347,    330,  331,    332,  333,  336, 

337,  403,  403. 
Bénard,  rt  Chûteauroux,  20. 
Bertin,  d  récole  normale  de  Vesoul, 

330,  331. 
Bertrand,  école  Albert-le-Grand,  à 

Arcueil,  121. 
Blessel,  piqueur  des  ponts  et  chaus- 
sées, à  Paris,  23,  203,  266,  333, 

337,399. 
Bois,  à  Montauban,  24,  117. 
Boissière.  rt  Rouen,  332,  333,  330. 
Bompart.  collège  Stanislas,  à  Paris, 

26,  27,  29,  332,  353,  334. 
Bonneville,   rt    Toulouse,  22,  24. 

117. 
Bonniaud,  à  Châteauroux,  332. 
BoNNiEUX,  rt  Riom,  312,  348,  353, 

336,  400. 
BoNVALET,  à  Versailles,  190,  376. 
BoQûEL,  rédacteur,     40    80,    137, 

174,  232,  277,  319,  360,  414. 
Bord,  à  Passy,  333. 
BouDÈNEs,  à  Nancy,  90. 
BouDiGNiER,à  Lille,  220,  309,312. 
Boulogne,  à  St-Quentin,  18,  24, 

JOURNAL    DE  MATH.   1881. 


26,  27,  29,  91,  120,  283,  283, 
380,  382,  421,  426  331. 

BouRGET  (H.),  à  Aix,m,  66,117, 
123,  139,  216,  220,  263,  309, 
334,  336,  399,  403,  403. 

BouRGET  (J.),  recteur  d'académie, 
rédacteur,  438  341. 

Braun,  élèveà  l'École  polytechnique. 
460. 

Broyo^,  à  Saint-Quentin,  24,  26. 

BuREST-DuBOis, p?-o/eiseur  au  hjcée 
de  Pau.  388,  480. 

BuTTiN,  à  Lons-le-Saulnier,  24. 

Gallon,  lycée  Loms-le-Grand,  à 
Paris,  ^%  24,  26,27,  113,119, 
123,  139,  220,  263,  266,  309, 
312,  330,  331. 

Capelle,  à  Tourcoing,  159. 

Cardot,  à  Nancy,  26,  27,  29,  90, 
120. 

Catalan,  professeur  à  l'université 
de  Liège,  220,  296. 

Charpot,  à  Vitry-le-François, 
121 . 

Ciiaulet,  à  Montauban,  26. 

GuESNAis  (La),  ù  Versailles,  330, 
331. 

Chrétien,  au  Havre,  27,  29,  120, 
139,  263. 

CoLLOD,  à  Bellcy,  161. 

Colombier,  professeur  à  Sainte- 
Barbe,  12. 

Combette,  professeur  au  lycée 
Saint-Louis,  à  Paris  534. 

Daguillon,  lycée  Henri  IV,  à 
Paris,  (reçu  le  19^  à  l'École 
normale),  20,  22,  26,  27,  91, 
119,  121,  123,  139,  263,  308, 
309,  311,  312,  313,  349,  331. 
383,  426. 
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D AVOINE,  à  Tourcoing,  459. 
Debray,  à  Chauvency   Saint-Hu- 
bert,   266,  3o2,  353,  357,  398. 
Delaporte,  à  Lille,  350,  331. 
Delcambre,     collège    Chaptal,    à 

Paris,   352. 
Delpit,     école     Sainte-Barbe,     à 
Paris,  92,   193,  241,  31-i,   337, 
3i8,  330,  331,  334,399. 
Desmons,   'professeur   à  Clermont- 

Ferrand,  92. 
Desprez,  collège  Stanislas,  à  Paris, 

265.> 
Docteur,"  école   Sainte-Barbe,  '  à 

Paris,  193,  334. 
DuLCY,  à  Châteauroux,  263,  309, 

352,  333. 
DupuY,  à  Grenoble,  69,  118,  123, 
161,  282,  309,    313,  313,  330, 
331,  333,  337,    384.  401,  403, 
425,  426. 
Edmunds,  professeur  à  la  Nouvelle- 
Orléans,   143. 
Favre,  à  Passtj,  309,  311. 
Fauquembergue,  répétiteur  à  Lille, 

239. 
Fiévet,  à  Lille,    199,   220,    266, 
311,  312,  349,  330,   331,    332, 
333,  357,  401,  403,  405. 
Finat,  à  Moulins,  264. 
Fleury,  au  Havre,  220 
Forceville,  à  Saint-Omer,  403. 
Folrnier,  à  Moulins,  332. 
Geoffroy,  répétiteur  à  l'École  cen- 
trale, 49,  92,    97,  252,  432. 
Gilly,    à   Montpellier,   90,     374, 

381,  4-;3. 
GiNO-LoRiA,  à  Mantoue.   26,  27, 
62,  67,  68,  91,   105,  121,  148, 
199,  220,  285,  309,    314,  351, 
33'2,  353,  357,  426. 
GiROUD,  à  Marseille,  19. 
GoBERT,  collège  Chaptal,   à  Paris, 

159,  220,263,  311,  312,  348. 
Hamon,  au  Mans,    123,  139,  199, 
263,  266,  312,  352. 


Harel,    école    Albert-le-Grandy  à 

Arcueil,   139. 
Haure,    lycée   Louis-le-Grand,    ù 

Paris,  Ï68,  382. 
Hei,lot,  à  Rouen,  220,  332,  334, 

336. 
Henry,  instituteur  à  Bréchaincourt, 

220,  266,  309,  311,   312,    348, 

332,  357,  399,  402. 
Hétier,  à  Moulins,  122. 
Roussette,  à  Amiens,  26,  27,29, 

120. 
Huet,  à  Orléans,  20,  22. 
Ibach,  à  Marseille,  164,  269,  408. 
Javary,   chef    des    travaux    gra- 

phiciues  à   VEcole  pohjtcchnique. 

141,  431,  527. 
JOLY.  à  Tarbes,  23,  24,  26,  27.  9J. 

117.    120,    123,    160,  219,  220, 

275,  266,  314,    350,    351,  352, 

354.  367,  401,  402.   403,  404. 
Joanne,  professeur  à   Caen,  125. 
JouRDAN,  à  Rouen,  (reçu  le  53^  à 

l'Ecole  polytechnique,  26. 

JULLIARD,   143. 

JuLLiEN.   lycée  Henri  IV,  à  Paris, 

199,  309.  311. 
JuNCK.  lycée  Charlemagne  à  Paris, 

230. 
JimscH,  professeur  à  l'école  Colberl, 

439. 
Koehleu,  rédacteur,  32,  221,  436. 
KoEN'ics,  élève    à   l'Ecole    normale 

supérieure,  29,  123,  224. 
Lacan,  à  Toulon,  24. 
Lagenardière   (de),    à    Besançon, 

220,  352. 
Lagier,  à  Autun,  216. 
Landry,  3. 

Lanoir,  à  Toulouse,  423. 
Lapareillé,  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 

117.   121,    159,    199,  220,  263', 

311.    312,    351,  352,  355,  357, 

403,  403. 
Latallerie,     à    Saint-Dié,     123, 

139,  263. 
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Launay,  à  Bourges,  199. 
Laurens,  professeur    honoraire   à 

Rouen,  o37,  oi7. 
Leclair,  à  Passy,  220,  403. 
Lefebvre     d'Hellencourt,    lycée 

Henri  IV,  à  Paris,  403. 
Lefevre,  à  Senlis,  3o7. 
Leffuber,  à  Rennes,  28o,  380. 
Leglos,  à  Avignon,  40o. 
Legrain,  à  Saint-Quentin,  24. 
Lemaire,    au   lycée   Charlemagne, 

à  Paris,  268. 
Lemoine,  à  Paris,  S48. 
1.ER0UGE,  rt  Paris,  309.  311,  3o2, 

3do. 
LESOtLLE,  Ecole  de  Cluny,  24. 
Letellier,  à  Tardes,  70. 
LiEBER,  professeur  à  Stettin,  191, 

287. 
Liégeois,  lycée  Saint-Louis,  à  Pa- 
ris, 86. 
Longchamps    (de),   'professeur    au 

lycée     Charlemagne,     rédacteur, 

36,  47,   76,  93,   142,  433. 
Malcor,  à  Toulon,  22,  220,  313. 
Malloizel,   professeur    à   Sainte- 
Barbe,  98. 
Mangeot,  à  Xancy,  20,  22. 
Marit,    à  Agen,   19,   26,  27,  29. 

o6,  117. 
Marit,     lycée     Louis-le-Grand,    à 

Paris,  22,  117,  139. 
Masserand,  à  Paris,  220. 
-Mayon,   lycée  Henri  IV,  à  Paris, 

20,  24,  117. 
Mexigault,  à  Paris,  352,  335,  356. 
MixiNE,  professeur  à  Moscou,  59. 
MoNTÉROU,  à  Pau,  19,  22,  27,  121, 

238,  403. 
MoRCHiPONT,  à  Tourcoing,  159. 
MoREAU,  rt  Châteauroux,  352,  403, 

403. 
MoREi,,  rédacteur,  70,  9i,  1  il,  145, 

388,  431,  432,529. 
Motel    (du),  lycée  Saint-Louis,  à 

Paris,  87,  215,  427. 


Noir,  lycée  Henri  IV,  à  Paris,  403, 
OcAGNE(d'),  élève    à    l'Ecole  pohj- 

technique,  449. 
Payeux,  à  Verdun,  24. 
Perrier,  à  Lons-le-Saulnier ,  27, 

29,    12Î^,    159,    220,   264,  263, 

309,  311,  312,  313,   350,   351, 

332,  333, 336. 
Petit,  à  G?Y?Jo6/(?,  283. 
Pfender,  à  Besançon,  263. 
PiCHOT,  censeur  au  lycée  Fontanes, 

432. 
PiERRON,  à  Nantes,  117,  123,  265, 
Pinet,  capitaine  d'artillerie,  526. 
Pont  (Le),    lycée   Saint-Louis,   à 

Paris,  88,  283,  476,  333. 
PoPiNEÂU,  à  Niort,  22. 
PoTTiER,  àRennes,  i23. 
Prat  (de)  à  Lille,  20,  24. 
PRkYAZ,  professeur  au  collège  d^Au^ 

tun,  337,  385. 
Prost,  à  Lons-le-Saulnier,  27,  29, 

120,   264,  263,    309,  311,  312, 

313,  330,  331,  336,   403,  403. 
ProvosT,  au  Mans,  356,  401. 
QuiQUET,   à   Lille,  67,  237,  284, 

328,383,  476,  477. 
RiVARD,  au  Mans,    29,  118,  264, 

263,    266,  309,   311,  330,  351, 

353,  334,  336,  400,  403. 
Santol,    à    Perpignan,  117,  118, 

120,314. 
Savary,  lycée  Henri  IV,  à  Paris, 

477. 
Séry,  lycée  St-Louis,  à  Paris,  283. 
SicARD,  à  Lyon,  23. 
Simon,  lycée  Saint-Louis,  àParis  89, 
SiMONET,  à  Neuf  château,  220,265, 

312,  404. 
Tailhac,  à  Tarbes,  356, 
Talbourdeau,  à  Moulins,  312. 
TiNEL,  à  iîouen,  25,  121,  123,159 

220,    265,   309,  311,  312,  313, 

332,  3b5,  336,  337,  401,  403. 
T'SON,  àTourcoing,  159. 
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TorreVittorio,  à  Alexandrie  (Ita- 
lie), 312,  313. 

Tranié,  à  Toulouse,  384. 

Tricon,  à  Marseille,  20,  71 . 

TzAUT,  professeur  à  Lausanne,  9o. 
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